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AVERTISSEMENT. 


Lx volume précédent, publié en 1811, fut suivi d’un Sup- 
plément à la première partie, qui parut au commencement 
de 1815. Je regardais alors l’Ouvrage comme terminé, et je 
ne pensais guère à lui donner une continuation ; mais les tra- 
vaux récens de plusieurs Géomètres sur les intégrales définies, 
et de nouveaux moyens que j’ai aperçus de perfectionner la 
théorie exposée dans la seconde partie, m'ont engagé à publier 
successivement la quatrième et la cinquième parties, l’une 
en juin 1814, l’autre en août 1815. Revenant ensuite à la 
théorie des Fonctions elliptiques, qui est l’objet principal de 
cet Ouvrage, j'ai cru devoir donner, avec tout le détail néces- 
saire, des méthodes propres à construire les Tables ellip- 
tiques : j'en ai pris occasion de traiter quelques points de la 
théorie de ces fonctions, et de simplifier surtout les formules 
relatives aux approximations ; enfin jy ai joint quelques 
Tables utiles dans la pratique, et particulièrement celle qui 
donne, avec douze décimales ou plus, les logarithmes des 
fonctions complètes F'e, E'c; Table qui m'a coûté beaucoup 
de peine et de temps, malgré toutes les ressources que jai 
pu tirer de lanalyse. 

Cette partie, intitulée Construction des 1 ables elliptiques, 
qui a été publiée en juillet 1810 ; devra commencer le troi- 
sième volume ; mais 1l reste à construire une suite de Tables 
par le moyen desquelles on puisse trouver, sans un calcul 
trop pénible, la valeur de chacune des fonctions F'et E, cor- 
respondante à des valeurs données du module et de lampli- 
tude. 


vj AVERTISSEMENT. 

En attendant que ce travail, qui compléterait le troisième 
volume, soit exécuté, je donne en ce moment, pour termi- 
ner le second volume, une sixième partie qui contient plu- 
sieurs applications de la théorie des Fonctions CMPARESS 
propres à en faire sentir tous les avantages 

Les améliorations successives qu'ont reçues quelques par- 
ties de cet Ouvrage, et la liberté que me laissait son titre, me 
serviront d’excuse auprès des lecteurs hienveillans , pour les 
imperfections nombreuses qu’ils y remarqueront. Si je pou- 
vais espérer d’en donner par la suite une seconde édition, 1l 
me serait facile alors de faire disparaitre une partie de ces 
imperfections, en refondant les articles qui traitent d’un 
même sujet, et mettant plus d'ordre dans les matières. Mais 
cette circonstance n'étant guère probable, je me croirai suff- 
samment récompensé de mon travail, si on juge que j’ai atteint 
le but principal que je me suis proposé, celui de mettre dans 
tout son jour la théorie des Fonctions elliptiques, et de faire 
voir qu'un nouvel algorithme, fondé sur cette théorie, peut 
servir à étendre les applications du Calcul intégral, en soumet- 
tant à un calcul régulier et uniforme, semblable à celui des 
fonctions circulaires et logarithmiques , toutes les formules 
que les Géomètres avaient ramenées jusqu'ici à la rectification 
des sections coniques, et une infinité d’autres encore plus 
composées. 


LE Paris, le 1°* Jüin 1817. 
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QUATRIÈME PARTIE. 
SECTION PREMIERE. L 


S L ProPrréTés générales des intégrales Eulériennes, pag. 3 


Les intégrales désignées en général par (p, g), s'expriment par la fonction ra, 
qui ne dépend que de la seule quantité &. Celle-ci est une fonction continue de a, 


Fr L4 LA 1 Sri , . 0 
représentée par l'intégrale /dx € =) , prise entre les limites x=o, x =—=1 : 


elle suppose a positif. 

L'équation T (1 + a) —ara sert à passer d’une période à la suivante. C’est la 
première propriété générale des fonctions r. 

L'équation des complémens est la seconde propriété ; il y en a une dans chaque 


période, 9 
Troisième propriété des fonctions T, 13 
Application de ces propriétés à la réduction des intégrales (p, g), dans l’hypo- 

thèse où p et g sont des fractions rationnelles, 15 


$ IT. Recherches ultérieures sur les propriétés des fonctionsT, 16 


La série harmonique dont les termes sont éleyés à une même puissance , peut être 


sommée par les coefficiens différentiels de la fonction log Tr (1+x), 17 
Quatrième et cinquième propriétés générales des fonctions Tr, 21 
Propriété générale qui renferme toutes les précédentes, à compter de la troi- 

sième, | 23 
T'ableau général de toutes les propriétés, 25 

$ IIT. Réduction générale des fonctions T, | 26 


On prouve que la fonction rx sera déterminée par toute valeur de x, si elle est 
connue dans une seule période, ou seulement dans une partie déterminée de cette 
période : par exemple, depuis x = 0 jusqu'à x =. 
$ IV. Formules pour réduire au moindre nombre possible les trans- 


2 


. 1 FL es 1 , 
cendantes contenues dans la suite T 2... T——, n étant un 


nombre entier donné, 33 


On fait voir que le nombre des transcendantes nécessaires pour déterminer toutes 


viij TABLE DES MATIÈRES. 

les autres , est en général celui qui exprime combien il y a de nombres premiers à #, 

et moindres que 3 71. 

$S V. Propriétés générales des coefhciens différentiels de la .fonc- 
tion logTa, pag. 44 
Le premier coefficient différentiel peut toujours s'exprimer par une constante 


connue, jointe à une intégrale définie qui ne dépend que des logarithmes et des 
arcs de cercle. « 


$ VI. Divers exemples d’interpolation, 56 
Remarque générale sur l’indétermination du problème de l'interpolation. 
$S VIE Des valeurs que prend la fonction Ya, lorsque a est négatif, 60 


En considérant l'a comme l’ordonnée d’une courbe dont a est l’abscisse , l’équa- 
tion T'(1 + a) — are sert à construire la courbe dans le sens des abscisses néga- 
tives. On obtient ainsi, par induction, l'expression générale de r(—k—x),k 

étant un entier, et x une fraction plus petite que l'unité. 


$S VII. Formules pour calculer par approximation les fonctions T, 63 


Au moyen de deux tables auxiliaires, on simplifie, autant qu'il est possible, - 
l'usage des formules déjà données dans la 2° partie. 
Calcul du minimum de la fonction re. 


$S IX. Construction et usage de la Table des Logarithmes des fonc- 
tions T, 72 


Pour construire la table depuis a — 1.000 jusqu’à «a — 2.000, on fait voir qu'il 
suffit de calculer directement les termes depuis 4 = 1.000, jusqu’à a = 1.9bo. 

Interpolation de la fonction Lra et de ses coefliciens différentiels. 

Table des logarithmes de la fonction ra, 85 


SECTION II. 


Si T1 4 TOUS À , 
S I. De l’integrale fe Ga) et autres semblables, prises depuis 3 —0 
jusqu'a 5 ==\00} 97 
Formules pour sommer les deux suites 


1 
G2% 


COS —— 


cos 20 


cos 30 — etc. 


1 
22k 
sin Ô — —— sin 28 eue in 39 — et 

o*k+i 32k+1 C., 104 4 


Exemple d'une différence finie et assignable entre deux intégrales infinies, 107 
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S IL. De l'intégrale Z = f— RE) pe , prise depuis 


1— x F 
ZT 
X = 0 jusqu'a X = 1; pag. 108 
2 d 
$ IIL De l'intégrale Z = CRETE Fee TE prise depuis x —0 
jusqu'a X = 1, 110 
d 
$ IV. De l'intégrale G'7 qu = 7? MER - RE —— ne FF et autres sem 
blables, prises depuis 3 = 0 jusqu'a z = ©, 125 


$ V. Formules propres a rendre plus étendue la théorie des inte- 
grales définies , 126 
Une même formule peut en fournir une infinité d’autres, soit en partageant l’in- 
tégrale en deux ou plusieurs parties, soit en employant les transformations néces- 
saires pour substituer aux limites x—0o, x—1, les limites z2—0, z— , ou 
réciproquement, 126—130 


$ VI. Formules pour trouver par approximation les différences finies 
d'st, ds, lorsque n est un grand nombre, 131 


Les différens cas de ce problème se résolvent avec tel degré d’approximation 
qu'on voudra, par les quadratures, excepté celui où l’on a a a+ 1, et qui de 
mande de nouvelles recherches, 136 


$ VII De quelques suites dont la somme peut étre exprimée par les 
puissances du nombre T, 137 


On présente, sous un même point de vue, un grand nombre de formules ré 
pandues dans les ouvrages d'Euler. 


: ; de 
Théorème particulier sur la suite qui représente gi, 144 


S @ 
$ VII. Formule pour la sommation des suites dont le terme général 
est donne, 145 


La formule générale est susceptible de diverses formes, lesquelles ne sont cepen- 
dant pas convergentes dans toute leur étendue. 
Elle peut se réduire à une intégrale ordinaire , soumise à certaines conditions, 151 


CINQUIÈME PARTIE. 


d log 


F Me 
$ L Usage de la fonction T/a ou —, — pour trouver l'intégrale 


TL 
{à he et autres semblables, prises depuis x =0 jusqu'ax =, 154 
b 


St 
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xx x"r'dx 


Valeur de l'intégrale e ; pag. 16: 


1x Er 
1=— 


CA 


x“dx AL Si 
Valeur de l intégrale fe + 2x.cos0 + x° ? 


avec l’angle droit, 163 


lorsque l'angle 8 est commensurable 


sin ax cos ax 
etc. 166 
sin bx ?*sin Lx? “ 


$ Il. Du developpement des fonctions = 


Les formules très-remarquables qui naissent de ces développemens sont diffé- 
rentes selon que a est  b ou > b : dans le second cas, elles contiennent une 
partie entière dont il faut tenir compte, 


n sin ax dx à | 
$ II. De l'intégrale ÈS Mn re CHUTES semblables, prises de- 
puis T'=0 jusqu'à X = © , 174 
Résultats lorsque a est << b, HE 
Résultats lorsque a est > b, 781 
Il y a exception dans quelques cas où a est un multiple de b. - 
He e — QT. 
$ IV. De l'intégrale L= | — - dx smrx, et auires sem- 
CRETE TE : 
blables, prises depuis x = 0 ns HO + 5 185 
“+ . m À 1 + 
$ V. De l'intégrale [ ET, 101 


On fait voir quelles sont les transcendantes les plus simples dont cette intégrale 
dépend , suivant les différentes valeurs de a, et suivant les différentes limites de 
l'intégration ; ce qui donne lieu de considérer un grand nombre de formules dont 
quelques-unes rentrent dans les formules déjà connues. 

Explication d'un paradoxe analytique, 213 


S VI. De quelques transcendantes exprimees en fractions conti= 


nues , 219 
Explication de l'erreur remarquée pag. 367, °° partie, 220 
Exemple d'une autre erreur qu'on pourrait commettre dans l'emploi d’une frac- 

tion continue, 222 


$ VII. De quelques formules relatives au développement es fonc- 


tions et au retour des suites, 224 


On démontre la loi de la série donnée par Lagrange, et celle de plusieurs autres 
semblables. 


Formules de Burmann, 


TABLE DES MATIÈRES. xj 


S. VIIT. Formules pour sommer un nombre donné de termes conse- 


cutifs dans le développement de (1+ a), pag. 235 


S IX. Méthodes pour développer en séries convergentes l'arc dont 
la tangente est donnée par une fonction rationnelle des sinus et 
cosinus d'un autre arc indéfini, . 238 


On fait voir que ce développement peut toujours s'effectuer par un nombre déter- 
miné de suites régulières et toujours convergentes. 
Intégrales définies qu'on peut tirer de ces développemens, 246 


S X. Théoremes sur une espèce particulière de fonctions algébriques 
4 1 
nées du développement de (1 — 2x2 +2?) ?, 247 


$S XI. D'une autre espèce de fonctions plus générales et tirées de la 
méme source , 263 


Ces fonctions, ainsi que les précédentes, sont celles dont on fait usage dans la 
théorie de l'attraction; elles présentent un grand nombre de belles propriétés , 
relatives principalement à la théorie des intégrales définies. 


$S XII. Du Développement de la puissance (1+ a*— 2acos®) =", 


n étant un nombre fractionnaire , 274 


Le développement, pour chaque valeur déterminée de n , dépend de deux seules 
transcendantes , de sorte qu'avec deux coefficiens de la suite cherchée, on peut 
former tous les autres. 

Formule pour trouver immédiatement la valeur approchée d’un terme éloigné 


quelconque, 278 
Méthode pour calculer d’une manière sûre la série des coefliciens , sans craindre, 
dans aucun cas, la multiplication des erreurs, 281 
Formules pour déduire le développement de D" du développement de D", 
et réciproquement , 282—285 
Dans le cas de n —+}, les coefliciens se déterminent par les fonctions ellip- 
tiques, , 286 
Exemples pour les cas de a—5, a—+}, a—0o.723593, 289—293 
Transformations pour rendre plus convergente la série qui donne le développement 
de la fonction D’, 295—297 


Formules pour calculer les coefficiens différentiels de la fonction P(a), 299—308 
Récapitulation des propriétés générales de la fonction P (à, #), qui représente 
un coefficient quelconque du développement de Dr", : 3o8—312 


{ 
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SIXIÈME PARTIE. 


Secrion I. Du mouvement de rotation d’ür corps solide autour d’un 
point fixe, | pag. 315 
On donne les équations générales du mouvement, simplifiées par la considération 

des axes principaux. 

Application de ces formules au cas où les forces accélératrices sont nulles, 319 

D'après l’état initial du mouvement, on détermine la position de la directrice, 
telle que les deux constantes A” et B’ soient nulles, ce qui permet de ramener tout 
d’un coup au premier ordre les équations différentielles du mouvement, 


Equation des forces vives, 523 
Solution du cas particulier où l’on a B=C, ibid. 
Développement des formules générales, s 524 


La solution sera différente selon que l’axe principal AL, dont on considère le 
mouvement, est l'axe moyen, ou l’un des axes extrêmes. 


Première solution, AL étant l'axe moyen, 526 


Le corps fait autour de son axe moyen des oscillations dont l'étendue est moindre 
que 180°, tandis que cet axe a un mouvement de nutation par lequel il s’approche 
et s'éloigne alternativement des deux pôles de la directrice. Chaque oscillation se 
fait dans le même temps qu’une nutation, et l’état du système par rapport à la 
directrice, se retrouve le même après un intervalle de deux oscillations ou de deux 
nutations. 

Si l'on a cos 24 — m— 0, l'axe moyen s’approchera continuellement de la di- 
rectrice ; et après la réunion de ces deux axes , qui a lieu sensiblement au bout d’un 
temps assez court, le corps n'aura plus qu'un mouvement de rotation uniforme au- 
tour de la directrice, 339 

Le temps d’une oscillation, et en général la position du corps par rapport à la 
directrice , se détermine par les fonctions ‘elliptiques de la première espèce. 

Quant à la position absolue du corps dans l’espace, elle est donnée par l'angle , 
qui mesure la longitude du méridien où se trouve à chaque instant l’axe principal 
AL. Cet angle @ dépend en général des fonctions elliptiques de la troisième espèce; 
mais, pour tout intervalle de temps qui comprend un nombre exact d’oscillations 
ou de nutations, il s'exprime par des fonctions de la première et de la seconde 
espèce, 336 
Developpement du cas particulier où l’on am—=—1, 337 

On fait voir que les intégrales exactes qu’on obtient dans ce cas, donnent la 
même solution qu’on a déjà obtenue pour le cas où deux des trois axes principaux 
ont des momens d'inertie égaux. | 


TABLE DES MATIÈRES. xii 
Application des formules au second cas du problème ; pag. 559 


Ce cas, considéré analytiquement, ne diffère pas du premier, et conduit aux 
mêmes résultats. 


Formules particulières pour le cas où l'axe de rotation primitif est 


tres-pres de l'axe du plus grand moment AM, 341 
Cas où le mouvement est le plus compliqué , 343 
Seconde solution, AL étant l'axe du plus grand moment, 344 


Il y a deux cas : dans l’un, le corps ne peut faire que des oscillations d’une éten- 
due moindre que 180° autour de son axe principal AL ; dans l’autre, il tourne sans 
cesse dans le même sens autour de cet axe. Dans le premier cas, la nutation de 
l'axe est telle, que la distance DL varie depuis 90° — 6 jusqu’à 90° +6. Dans le 
second, la nutation est telle, que la distance DL est toujours moindre que go°. 

Dans les deux cas, la position du corps par rapport à la directrice fixe se déter- 
mine par les seules fonctions elliptiques de la première espèce. Quant à la position 
absolue dans l’espace, elle dépend toujours des fonctions elliptiques de la troisième 
espèce. 

En général on peut, au bout d’un temps donné quelconque , déterminer avec tel 
degré d’exactitude qu'on voudra, la position absolue de l'axe AL dans l’espace, 
et celle du corps par rapport à cet axe. 


Du cas où l'axe de rotation initial est tres-près de l'axe du plus grand 


moment AL, 351 
Recherche de l'axe de rotation et de la vitesse angulaire à chaque 
instant, 1 555 


On observe que la vitesse angulaire est toujonrs réciproquement proportionnelle 
au cosinus de la distance de l’axe de rotation à la directrice : d’où il suit que l’axe 
de rotation ne peut jamais s'éloigner jusqu’à go° de la directrice. 

On prouve que dans tous les cas, l'axe de rotation, considéré relativement au 
méridien mobile où se trouve l'axe principal AL, décrit une sorte d’ellipse, par un 
mouvement coordonné avec ceux d’oscillation et de nutation, de manière qu'après 
une période de deux oscillations ou de deux nuütations , le système est rétabli dans le 
même état par rapport à la directrice. 


Remarque sur le mouvement de l'axe de la Ferré, 363 


SECTION II. Du mouvement d'un corps attiré vers deux centres 
fixes, 566 


Analyse du problème, en supposant que la courbe décrite est située toute entière 
dans un même plan. 
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Connaissant la vitesse initiale et la position du point pris pour origine du mouve- 
ment relativement aux centres des forces , on peut décider immédiatement si l’or- 
bite s'étend ou ne s'étend pas à l'infini. 

On ne considère, dans cet ouvrage, que les seuls cas où l'orbite est renfermée dans 
un espace fixe, pag. 372 

Les différens cas du problème se rapportent à deux systèmes : dans le premier, 
la valeur de p° est toujours comprise entre les deux limites m et m’ ; dans le second, 
p° varie depuis m jusqu'à zéro. 


Remarque sur l'emploi des variables p et q, 374 


Par le moyen de ces variables, on détermine facilement les différens points d’in- 
tersection de la courbe avec l’axe, lesquels servent à compter les révolutions et 
demi-révolutions du corps dans son orbite. 

Ces variables cessent d’être réelles, lorsque la courbe passe par l’un des cen- 
tres F et G; ce qui donne lieu à exception dans les formules du mouvement. 


Du cas particulier où l’une des forces est nulle, 579 


Alors la courbe décrite est une section conique. 
On détermine le temps du mouvement dans l'ellipse. * 


Du cas particulier où l’on a m= m! dans le premier système, 383 


Alors la courbe décrite par le concours de deux forces attractives est encore 
une ellipse. 

On détermine le temps de la révolution, et on compare ce temps à celui qui 
aurait lieu dans l'hypothèse des deux forces réunies dans le même foyer. 


Solution d'une difficulté analytique, 385 
Du cas particulier où B—— A, 388 
L’ellipse peut encore être décrite, en donnant une valeur convenable à la vitesse 
initiale ; mais alors le mouvement du corps est un mouvement d’oscillation dans 
la demi-ellipse terminée aux extrémités du petit axe. On détermine le temps de 
cette oscillation. 
Ÿ ; 12 : 2 ! ————* 
Du cas particulier où l’on a C+C'—0, 389 
Il y a une infinité de courbes algébriques comprises dans ce cas particulier. Ce 
sont toutes celles qu'Euler à indiquées dans les Mém. de Berlin, année 1760. 
Recherche des cas principaux contenus dans le premier système, 501 


Ces cas sont ay nombre de deux; l'équation de la courbe est toujours de la forme 
RF(c,Ÿ)—RF(c,e)—=F(x, €); elle pourrait se réduire à deux termes, savoir, 


RF(c,Ë)—=F(x, 6); d’ailleurs le coefficient À est toujours donné par les deux 
modules c et x. 


TABLE DES MATIÈRES. xv 
Recherche des cas principaux contenus dans le second système, p. 398 


Ces cas principaux se réduisent à quatre, dans lesquels l'équation de la courbe 
décrite est toujours de la forme ÀF (c, 4) —=F(x, £)—F(x#, +), k étant donné en 
fonction des modules c et x. 


Tableau général des cas principaux du problème, 409 
Développement du cas T, 412 


On détermine les intersections successives de la courbe avec l'axe , par lesquelles 
sont terminées toutes les demi-révolutions. 

On prouve que, quand le corps passe deux fois par un même point, la tangente 
de l'orbite, si elle n’est pas la même dans les deux cas, doit être également inclinée 


sur la droite qui divise en deux parties égales l’angle des deux rayons vecteurs, 415 
1 


Cf , EE À J 
ps St rationnelle, l'orbite rentrera sur elle-même après un 
certain nombre de révolutions, et cette période de mouvement se renouvellera à 
l'infini. C’est ce qui aura toujours lieu si l’orbite est une courbe algébrique. 
RF'e 

F'x 
infinité de révolutions, toutes différentes les unes des autres. 

Détermination des apsides supérieures et inférieures , c’est-à-dire des points 
dans lesquels l’orbite touche les ellipses terminatrices p*—m , p°—m/, 418 

Formules pour trouver le temps que le corps met à parvenir à un point déter- 
miné de son orbite, après tant de révolutions qu'on voudra, Ce temps dépend en 


Si la quantité 


Au contraire; si la quantité est irrationnelle , l'orbite sera composée d’une 


général des fonctions elliptiques de la troisième espèce, 42 
Réciproquement , on détermine la position du corps après un temps quelconque 
aussi grand qu'on voudra, 425 


Des courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas T, 426 


En supposant x —c, et k égal à une quantité rationnelle => 2, on trouve une 
infinité de cas dans lesquels l’orbite est une courbe algébrique. 

Les suppositions # = c°, #—c%, etc., font connaître pareïillement tant d’autres 
séries qu'on voudra de courbes algébriques. 


Du cas particulier où l’on am —=0, 434 


Alors la courbe décrite est du genre des spirales ; elle fait une infinité de révolu- 
tions autour de la droite FG, considérée comme une ellipse infiniment petite. 


Développement du cas IT, 435 


On détermine , comme dans le cas Ï, les intersections de la éourbe avec l'axe et 
ses apsides, tant supérieures qu'inférieures, 
Formules pour calculer le temps, : 456 


»“ 
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Des courbes alzébriques qui satisfont aux formules du cas IT, pag. 440 


Q 

Si l’on fait x—c°, et (<)= à une fraction rationnelle plus grande que 
1, on aura une série infinie @e courbes algébriques qui satisferont au problème. 

Les suppositions x — c®, x — c®, etc., fourniront chacune une semblable série. 

L'échelle des modules étant prolongée dans un sens inverse, on pourra faire 
semblablement x —c’, x—c", etc., ce qui donnera de nouvelles séries; mais il faut 
observer que celles-ci supposent les deux forces A et B de signes contraires , c'est- 
à-dire l’une attractive et l’autre répulsive. 


Du cas particulier où l’on a æ = 4’, 446 
Développement du cas IIT, 447 


La courbe décrite est toujours circonscrite par l’ellipse p=—m qu’elle touche 
dans toutes ses apsides supérieures. 
Les apsides inférieures sort en même temps des intersections de la courbe avec 


l'axe, savoir, celles qui ont lieu entre les deux centres des forces. 
1 


| S ; rate 
La. courbe rentrera sur elle-même, si la quantité F 
LA 


cas contraire, elle fera une infinité de révolutions toutes inégales entre elles, et 
renfermées dans l’ellipse terminatrice p° — m. 
Formules pour déterminer le temps du mouvement, 452 


est rationnelle : dans Île 


Du cas particulier où l’on a m' = 1m, 453 


Il ya, dans ce cas, une infinité de courbes algébriques qui satisfont au pro- 
blème ; elles sont d’ailleurs comprises dans l'hypothèse du n° 102. 
Du cas où la courbe devient algébrique, 456 


Outre les cas déja remarqués, on en obtient une infinité d’autres par les sup- 
positions x =—='c°, x — c°”, etc. 


Développement du cas IF, 457 


Les observations faites sur le cas IT s'appliquent aux formules du cas IV. 
Le temps se déduit des formules déjà connues , et on trouve semblablement les 
courbes algcbriques qui satisfont au problème. 


Du. cas particulier où l’on a B = Am’, 458 


La courbe décrite est transcendante ; mais elle est très-remarquable par sa figure 


composée d’une infinité de feuilles qui s’approchent graduellement de l'un des cen- 
tres d'attraction. 


Developpement du cas V, 461 


Ce cas et le suivant se distinguent des précédens , en ce que la courbe décrite 
n’embrasse 
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n’embrasse que l'un des centres dans ses diverses révolutions. D'ailleurs cette 


F ! Tr HRPAe 3 
courbe rentre sur elle-même, si la quantité Fi est rationnelle; et dans le cas 
LA 


contraire, elle est composée d'une infinité de révolutions toutes inégales entre elles, 

On détermine dans quels cas la courbe peut passer par le centre qui est com- 
pris dans ses révolutions. Ces cas donnent lieu à exception dans les formules gé- 
nérales. Cependant on peut avoir une idée de la continuation du mouvement, en 
altérant infiniment peu les données nécessaires pour que l'orbite passe par le centre. 


Des courbes algébriques qui satisfont au cas F, pag. 464 


Exemple d’une courbe décrite par un mouvement d’oscillation, dans lequel la 
yitesse est nulle aux deux apsides supérieures. 

Autre cas très-remarquable, dans lequel l'orbite passe par le centre G, 468 

On déduit de l'analyse, que le corps doit décrire l'orbite anguleuse terminée au 
centre G; mais de manière que, parvenu à ce centre , il revienne sur ses pas en 
suivant la même route, ce qui produit encore un mouvement d’oscillation. 

Ce résultat de l'ahalÿée: qui paraît peu admissible, est HR justifié par le 
calcul de la courbe décrite, lorsque la vitesse initiale est supposée très-peu différente 


de celle qui fait passer l'orbite par le centre des forces, Â74—479 

Cas particulier où le corps décrit librement un arc bsberbole par un mouye- 
ment d’oscillation, 489 
Développement du cas VI, 48x 


Ce cas a beaucoup d'analogie avec le cas V, mais il faut une formule particu- 
lière pour déterminer le temps. 


Du cas particulier où lon a m—=m, 483 


Les courbes algébriques qui sont comprises dans ce cas particulier, font partie 
de celles dont on a fait mention dans nt 102, et qui satisfont à la condition 


C+C—o. 
Des courbes algébriques qui satisfont au cas WT, 486 


On peut en trouver tant de systèmes qu’on voudra, différens de celui que donne 
le cas de m'—m. 


Solution du probleme général, lorsque la courbe décrite est à double 
courbure , 488 


On donne l'analyse du problème d’après la méthode d’Euler. Elle conduit à une 
équation différentielle séparée, dont l'intégrale est l'équation de la courbe dé- 
crite dans le plan mobile FMG. On chtient ensuite l'expression du temps et celle 
de l’angle décrit par le plan mobile autour de la ligne des centres , lesquelles sont 
composées chacune de deux intégrales additives, et qui dépendent en général des 
fonctions elliptiques du troisième ordre. c 


\ 
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On développe cette solution dans l'hypothèse que l'orbite ne s'étend point à l’in- 
fini. Il en résulte que la courbe décrite dans le plan mobile FMG, est circonscrite 
par un trapèze hyperbolico-elliptique , dont elle doit toucher les côtés, ce trapèze 
étant situé tout entier d’un même côté de l’axe, page 496 

Les formules générales offrent neuf cas principaux à considérer, ce qui donne- 
rait lieu à former un tableau analogue à celui de l’art. 130. On donne les formules 


qui conviennent à l’un de ces cas, 500 
Cas particulier où la courbe décrite dans le plan mobile FMG est un arc 
d’ellipse. 
Autre cas où cette courbe est un arc d’hyperbole. 


Troisième cas où elle se réduit à un point, 6o1 
Du mouvement rectiligne d’un corps attiré vers deux centres fixes, 5o2 


On considère toujours le seul cas où le corps ne peut s'éloigner à l'infini; alors 
il ne peut faire que des oscillations plus ou moins étendues. 

En général, ces oscillations sont composées de deux ou trois parties, et le temps 
nécessaire pour les accomplir se détermine dans tous les cas par les fonctions el- 
liptiques de la première et de la seconde espèces. 

Examen particulier du cas où le mobile serait situé entre les centres des forces 
supposées toutes deux répulsives, 5og 


SECTION III. 


S I. Sur l'attraction des ellipsoïdes homogènes , 512 


On démontre par la méthode d’Yvory, que le cas le plus difficile du problème, 
celui où le point attiré est situé hors de l’ellipsoide , peut se ramener immédia- 
tement au premier cas où le point attiré est situé dans l’intérieur de l’ellipsoïde ou 
sur sa surface. 

Solution du cas où le point attiré est situé dans l’intérieur de l’ellipsorde ou sur 
sa surface, ". 518 

Solution du cas où le point attiré est situé hors de l’ellipsoïde, ‘ b28 

On remarque que les formules de l'attraction sont exprimées absolument de la 
même manière dans ce second cas que dans le premier; la seule différence est dans 
la valeur de l'amplitude @ qui sert à limiter les fonctions. 


$ IL. Sur la formule de la page 156, première partie, 537 


On démontre que cette formule est comprise dans les formules générales de 
l'art. 115. Elle conduit d'ailleurs à un résultat assez remarquable. 


$ IL. De l'intégrale Z' — NÉ St Le prise depuis ® = 0 


jusqu'a o — LT 535 
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$ V. Éclaircissement sur un article du Calcul intégral d’'Euler, 540 


S VI. Démonstration succincte d’une propriete générale de la cy- 


cloïde, 541 
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EXERCICES 
DE CALCUL INTÉGRAL. 


QUATRIÈME PARTIE. 


ESS SSII SSI 


ER partie est divisée en deux sections! | 

Dans la première , notre objet a été de compléter la théorie 
exposée dans la seconde partie de cet ouvrage ; nous nous sommes 
attachés surtout à développer avec toute l'étendue nécessaire , les 
propriétés de la fonction T, qui est le lien mutuel d’une multitude 
de transcendantes , et la source d’où se tirent aisément toutes les 
formules qui concernent la comparaison de ces transcendantes , 
leur réduction et leur évaluation. Nous espérons que cette théorie , 
considérée sous un nouveau point de vue et augmentée d’un grand 
nombre de formules nouvelles, méritera de fixer l'attention des 
Géomètres , et quils y verront une nouvelle branche d’analyse 
amenée à peu près äu point de perfection dont elle est susceptible. 

Pour étendre davantage les applications de cette théorie, il était 
utile de calculer de nouveau avec un plus grand nombre de dé- 
cimales , la table qui termine la seconde partie; c’est ce qu’on a 
exécuté avec tout le soin nécessaire : on a porté la précision 
jusqu'a douze décimales ; et on peut assurer que le douzième 
chiffre sera rarement en erreur d’une unité, jamais de plus de 
deux. Ces calculs ont donné lieu de rectifier et de porter à une 

X 


à EXCRCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


étendue à peu près double, la table donnée par Euler , page 456 
de son Calcul différenuel, pour les sommes des puissances réci- 
proques des nombres naturels. 

La seconde section contient diverses recherches qui peuvent 
être regardées comme faisant suite à la troisieme partie. On y 
trouvera la démonstration d’un assez grand nombre de formules, 
dont quelques-unes sont ou entièrement nouvelles, ou d’une de- 
couverte récente ; de ce dernier nombre sont plusieurs intégrales 
définies données par M. Bidone, dans les Mémoires de Turin , 
année 1812. Nous avons donné aussi quelques vues nouvelles sur 
la sommation de différentes suites et sur les formules qui servent 
à lrouver la somme d’une suite dont le terme général est donné. 


QUATRIÈME PARTIE. SECTION 1. 3 


PREMIÈRE SECTION. 


6 I. Propriétés générales des intégrales Eulériennes. 


(1). Ex désignant par (2 E l'intégrale f—— , prise depuis 
VEN) SE 

x —=0 jusqu'a x — 1, Euler avait pour but de comparer entr’elles 

les diverses intégrales de cette forme qui répondent à une même 

valeur de », et il supposait d’ailleurs les nombres p , 4, nr entiers ; 

mais on peut considérer les choses d’une manière plus générale. 


? 


| Re; Le 
Soit x"—7y, on aura la transformée - + A dy (1—7) 
mettant dans celle-ci p et 4 à la place de À Pet 1 2 elle deviendra 


a = for 'dr (x — 7 )7", nouvelle intégrale qui devra toujours étre 


prise entre les limites y =0,y=1. 

De là on voit que l'intégrale fx? 'dx (1—x)—", prise entre les 
limites x—0,x—1, comprend l'intégrale d'Euler » lorsque p 
et g sont supposés rationnels; mais elle pourra en représenter une 
infinité d’autres. 

Nous désignerons cette nouvelle intégrale par le symbole (p, 9), 
qui ne laisse rien de sous-entendu ; les nombres p et 4 seront à 
volonté rationnels ou irrationnels ; mais ils devront être positifs 
l'un et l’autre, parce que sans cette condition , l’intégrale aurait 
une valeur infinie. Au moyen de ce nouveau symbole, l’intégrale 
Eulérienne s'exprime ainsi, 


(E)= ;(2 q 
RAA non 


(2). Il est essentiel d'observer que l'intégrale désignée par (p, 9) 
peut être regardée comme une fonction continue de p et q, ou 
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comme la troisième coordonnée d’une surface courbe dont p et g 
seraient les deux autres coordonnées. En effet, si l’on fait croître 
par degrés insensibles l’une ou l’autre des variables p et 9, la 
fonction (p, g) diminuera de même progressivement. Si , par 
exemple , on augmente p de la quantité infiniment petite & , la 


puissance x?" deviendra x?" ( — «à log - =) et l'intégrale dont il 
s’agit diminuera de la quantité infiniment POULE A ee + 


a far ax log = ( 1— x N', 


(3). Pour découvrir plus facilement les propriétés de la fonction 
(p, q4),il est utile de considérer en même temps les intégrales 
Eulériennes de la seconde espèce. En donnant à ces intégrales la 

P 


forme /dx (2 2) ; Euler supposait que les nombres p et 4 sont 


entiers , et son objet était de comparer entr’elles les diverses valeurs 
de l'intégrale qui répondent à une même valeur de g; mais nous 
avons déjà observé qu’on peut considérer l'intégrale dont il s’agit, 


comme une fonction continue de la variable : > qu'on supposera 

positive, mais qui peut être un nombre quelconque rationnel ou 

e- . 0 . e À 1 at L 

irrationnel. Ainsi nous regarderons l'intégrale /dx (41) ; prise 
æ É 


depuis x — 0 jusqu'a x — 1 , comme une fonction continue de 4, 
que nous désignerons par la, et dans laquelle 4 pourra avoir toutes 
les valeurs , depuis 4a—0 jusqu'a & —0e. 

> ] 


(D. Sont V=a(L2Y, où aura de (2) at) 


Intégrant de part et d'autre depuis x —o jusqu'a x —=1, et 
observant que V s’évanouit dans ces deux limites , on aura 


T(a+i1) = aa; (1} 


c’est la première et la principale propriélé des fonctions T. La 
démonstration que nous venons d’en donner suppose a positif, sans 
quoi V ne s’évanouirait pas lorsque x = 1. 


QUATRIEME PARTIE. SECTION I. 5 

On peut distinguer dans les valeurs successives de Ta, plusieurs 

périodes ; la première comprise depuis a—0 jusquà a—1, la 

seconde depuis a= 1 jusqu'a a — 2, et ainsi de suite à l’infini. 

Cela posé , il résulte de l’équation précédente que si l’on connaît la 

fonction T dans toute l’étendue d’une de ces périodes, on pourra 
déterminer cette fonction dans toute autre période. 


Par exemple, si la seconde période est donnée , on connaîtra T + 
qui appartient à la première période, et T (2) qui appartient à 
la quatrième , par les valeurs suivantes, déduites de l'équation (1), 


Ti=3r(#), T(Z)=SiT(s) 


(5). La fonction Ta est la plus simple lorsque a = 1 ; alorsona 
T(a) = fdx = zx—=1. Donc lorsque a est un nombre entier , on 
a généralement 


LES DC PMR AGE 2 (2) 


c’est-à-dire que la fonction Fa est égale au produit de tous les 
nombres entiers moindres que 4. 


Cette notion, fort claire lorsque 4 est un entier, ne présente plus 
aucun sens lorsque a est fractionnaire ; mais l'analyse y-supplée en 
£. "To , Gr ",1 
donnant pour valeur de la fonction, l'intégrale /dx (2 :) 
‘ 46 
4 . lREX . s1 Ad Le Se Le 2! : n 
prise depuis ZE O jusqu'a X— 1 ; intégrale qu il SGEa toujours pos- 
sible d'évaluer avec tel degré d’approximation qu’on voudra. 


? 


(6). La fonction Ta est très-remarquable par l'utilité dont elle est 
dans la théorie des intégrales définies. Nous pensons qu'il est 
nécessaire de lui imposer un nom particulier, et nous proposons 
de prendre pour ce nom celui de la lettre grecque T. Nous appel- 
lerons donc en général gamma du nombre a, le produit de tous les 
nombres inférieurs à a, savoir, 1.2.3.....(&a— 1). 

Lorsque a ne sera pas un nombre entier, le gamma du nombre a 
sera en général une transcendante. Mais nous verrons que ces 
transcendantes ont beaucoup de propriétés , et qu’elles peuvent 
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être évaluées dans tous les cas avec presqu’autant de facilité que 
les arcs de cercle et les logarithmes. 

Réciproquement le nombre 4 pourra être regardé comme l’ex- 
posant ou la racine de la fonction Ta , et nous le désignerons de 
cette manière, 


(7). Revenons maintenant à l'intégrale définie fx?—"dx (1—x}"", 
que nous avons représentée par (p, g). Cette intégrale est facile 
à déterminer lorsque l’un des deux nombres p et q est entier. 
Supposons que ce soit g, et faisons U— x? (1 — x)", nous aurons 
par la différentiation , 


dU =(p+q—3)2x dx (i—x)— (qu 1) x dx (x — x. 


Intégrant de part et d'autre depuis x— 0 jusqu’à x — 1, et obser- 
vant que dans ces deux limites U est nul , puisqu'on suppose à la 
fois p > 0 et g> 1, on aura 


fred (1 55 LV == ae da ( I ms e 


on aurait de la même maniere 


JaeT'dx(i — x}, 


1 core g—2 
fx? dx (1 — x) De rm 


et ainsi successivement, jusqu'à ce qu'on parvienne à l'intégrale 
f: . . ? ?. e L] 1 L4 
fx’—'dx qui, dans les limites données, se réduit à -. Donc g étant 
| p 
un nombre entier, on a généralement 


J—1.j—9....1 Re 


P—1 À poils pe en PR MP TR TISSU PUR EVE IE PEN UT 
JS x(1—X) p+g—ip+g—2....p+i"p 
Mais dans la même hypothèse on a , par l'équation (1), 


Tg.511,2.5, 004 07, 
T(g+p) = (g+p1)(qg+#+p —2)....plp; 


" donc la valeur de l'intégrale trouvée peut se mettre sous cette 
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sa 


forme 
“he Tprq 
ATX (ri —a) = ii — 
f | r(p+ 9) 
On aurait trouvé le même résultat en supposant p entier et 9 un 
nombre quelconque, ce qui d'ailleurs se voit immédiatement en 
mettant 1 — x à la place de x. 


(8). L’équation précédente ne contenant plus de facteurs en 
nombre indéfini , acquiert une plus grande généralité, et ne sup- 
pose. plus que l’un des deux nombres p et 4 est entier ; car 
d’ailleurs chaque membre doit se réduire à une même fonction de 
p et q, laquelle est 


SP er, 1 déc die ot nuie Dents qd def nt 
p 1 Fu à 1.2 ‘p+2 1.2.3 PRES 


Nous aurons donc , quels que soient p et g, l'équation 


Trpr 
(Pr) = Gen? (3) 


A 


qui sert à exprimer généralement la fonction (p, 4) au moyen 
des fonctions T. 


(9). L’équation (3) simplifie considérablement la théorie des 
fonctions (p, g), puisqu'elle fait voir que ces fonctions, qui 
dépendent en général de deux variables , peuvent se déterminer 
par la fonction T qui n'en contient qu'une. Cette même équation, 
en établissant une relation entre les fonctions (p, q ) et les fonc- 
tions FT, va donner les moyens de découvrir les propriétés des 
unes et des autres. Et d’abord on voit que dans la fonction (p, 4), 
les quantités p et q peuvent être échangées entr’elles , puisqu'il 
en résulte toujours la même valeur de (p, q). On a donc la 
formule 


(pe) (ag, p} tr (4) 
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On a ensuite, d’après l’équation (3), 


rpr 
(Pr) = Es 


r(p+ r 
(P+g;sr) = tres , 


et celles-ci étant multipliées entr’elles donnent 


Er 
> 9)P+H 9 = ETS 


Si l’on observe maintenant que dans le second membre de cette 
équation deux des lettres p, g, r, peuvent être échangées entr’elles 
à volonté, on en conclura cette nouvelle formule 


(2: 9 P+g = (P;r)(p+r 9)=(;r)(g+rp);  () 


laquelle contient une propriété fondamentale des fonctions (p, q). 
Ces propriétés, au reste, s'accordent avec celles que nous avons 
démontrées dans la deuxième partie, relativement à la fonction 


désignée par @ mais elles ont dans notre nouvelle notation une 


plus grande généralité, puisqu'elles ne sont pas restreintes à la 
supposition que p et g soient des nombres rationnels, 


(10). L'intégrale (p, q) peut être déterminée exactement lorsque 
p+gq=—=1; en effet, considérons la formule 


(a, 1—a) = fax 'dx(i x)"; 


ET TOn ur ve TT me 
14 Ci? 7" STE 


l'intégrale aura pour trans- 


, 24 1dz : a 
formée laquelle devra être prise entre les limites 2—0 
1+z? ; 


z—c. Or Euler a prouvé que cette dernière intégrale = —=-; 
, : : À sin a 
ainsi On aura généralement 


T 
(a, 1—a) = Rs 


Mais 
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Mais par l'équation (3) on a aussi 


lee) 


(a, 1— 4) = se 


= Tarl(i—a). 


Donc entre les fonctions Ta, T(1— a), on a cette équation très- 
remarquable 


Ta T(1—a) — 5 D (6) 


Sin Gr | 


c'est la seconde propriété générale des fonctions T. 


(11). On voit par cette équation que les fonctions Ta, T(1—a), 
placées symétriquement dans la première période, peuvent se dé- 
duire l’une de l’autre, puisque leur produit est toujours une quan- 
tité connue. Et parce que les racines a, 1—4a, sont complémens 
l’une de l’autre, nous regarderons la fonction T(1—4) comme 
étant le complément de Ta, et réciproquement. 

On a déjà remarqué que pour déterminer la fonction Fa dans 
toute son étendue, il suffit de connaître cette fonction dans la pre- 
mière période, depuis a—0o jusqu'à a—1, ou dans une autre 
période quelconque , comprise entre deux entiers consécutifs m , 
m + 1. En vertu de l’équation (6), il suflira de connaitre la fonc- 
tion Ta dans la moitié d’une période, par exemple depuis a —0 
jusqu'à a—;, ou depuis a=+ jusqu'à a—1. 

Dans la seconde période, les fonctions T(1a), T(2—a), 
également éloignées des extrémités de la période, seront pareil- 
lement regardées comme complémens l’une de l’autre; et puisque 
d’après l'équation (1) on a T(1+a)=aTa et T(2—a)—=(1—a)T(1—a), 
il s'ensuit que les deux fonctions T(1+-4), T(2—4) pourront se 
déduire l’une de l’autre par l'équation 


MORE) SENS VIe me Eu 


sin ar 


On trouverait de même, dans la troisième période, que les fonc- 
tions F(2+a) et T(5—a) se servent mutuellement de complément 
et se déterminent l’une par l’autre. 

2 
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(12). Ces formules entre les fonctions complémentaires prendront 
une forme plus élégante en les comptant du milieu de chaque 
période ; alors on aura pour les périodes successives les équations 


T(2—a)T(i+a) = — 
Tia) Ha) = Ga, 


T(5—a)I(5 + a) fa) (fa!) TRE 
etc. 


T 
2 


I 


Si l’on fait a—o dans ces diverses équations, on aura les valeurs 
des fonctions qui se rapportent au milieu des périodes, savoir : 


Tiny r, Ti=iyr, Tikiiyr, T1=:.5.5y7, etc. 


Ces fonctions , et celles où a est un entier, sont les seules qu’on 
puisse déterminer exactement, sans employer de transcendantes plus 
composées que les arcs de cercle et les logarithmes. 


15 AR : . i 2 7 
(13). Si l’on considère les fonctions successives T =, T=, T=..... 


— ] e e 
PET SN dans lesquelles z est un nombre entier, il suflira de 
n 


ii! 


À n Q ° e È 
connaitre les premiers termes de cetle suite, si z est im- 
ve [12 e. LL L 
pair, el les —1 premiers seulement, si zx est pair. Les autres 
2 


se détermineront par l'équation (6), à laquelle on joindra, dans 
le second cas, l'équation Ti= V7. 


À l'égard des intégrales ei qui, dans la notation d'Euler, 


répondent à une même valeur de x, elles s'expriment par les 
fonctions I, de la manière suivante : 


Ne CAGE) 


Œ)=; D Me 1 ME LE (Es ? (7) 


fee à DA C9 A & 


A Cp+q=mr(2ts y 
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la première devant être employée si l’on à p+g<n, et la se- 
conde si l'on a p+g>n. 

Au moyen de ces deux formules et de l'équation (6) , toutes les 


intégrales 9) dans lesquelles les nombres p et 4 sont pris à vo- 
lonté dans la série 1 , 2, 3...n, pourront s'exprimer par les pre- 


: h ML 2 3 : TI—1 
miers termes de la suite l'-, T-, T-, etc., savoir, par — 
LL F1 IL 2 


. . . 11 . . 
termes si Z2 est impair, et par -—1 Si 2 est pair. 
pair, et par = P 
< 


(14). Comme on a (E) = ( 2), on pourra toujours supposer 
que p n'est pas >> g; alors les intégrales (E) qui répondent à 


une même valeur de z pourront être disposées dans un ordre trian- 
gulaire, comme il suit : 


OTONOEE) 
Le nombre de toutes ces fonctions est donc : (12). Il faut 


déduire de ce nombre, 1°. les z fonctions de la forme (£ }, dont 


la valeur exacte est st 2°. les fonctions de la forme ( re E. ) 
= 11—9 


dont la valeur est > 


. 11—1] 
= ; le nombre de celles-ci est gro 
n sin 


selon que n est impair ou pair. Il restera donc dans la série des 
intégrales @ , un nombre de transcendantes égales à +(n—1}, 


si n est impair, et à -(n—2) si nest pair. 
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Dans le premier cas, un nombre +(7— 1} de transcendantes 
mL 


— premiers termes de la suite 


(2) euvent s'exprimer par les 7 
q P P P 


1 2 3 n 
-, T=, T-, etc.; dans le second, un nombre -(7— 2) de trans- 
[LA TL 2 


IL 


Le IL e 
cendantes (5) peuvent s'exprimer par les -—:1 premiers termes 


T 


de la méme suite. 
De là on voit qu'il peut être établi un grand nombre de com- 


paraisous entre les transcendantes ji) qui répondent à une même 


valeur de », et qu’elles peuvent toutes être exprimées par un petit 


. \ 111 T1 
nombre d’entr’elles ; nombre qui sera ou -—1, selon que 


n est impair ou pair. Mais ce nombre, dans le cas où 7 n'est 
pas premier, pourra être réduit ultérieurement par les autres pro- 
priétés de la fonction T, que nous démontrerons ci-après. 


(15). Considérons maintenant le cas où les deux nombres p et 
g sont égaux dans la fonction (p, q); alors on aura 


(a, a) = fa Tdi (is x)", 


Soit x—2?(1+y), la transformée sera 2'—*/dy(1—7y°) ; et 
comme cette nouvelle intégrale doit être prise depuis y=—=—1 
jusqu'à ÿ = +1, il revient au même de la prendre depuis 7=0 
jusqu'a 7 — 1, et de doubler le résultat. On aura ainsi 

(0) = afp) 
Mettant x à la place de 7°, ce qui ne change pas les limites, il 
viendra (a, a)= 2'7*%fx “dx(1—x), ou 


1 


(a, a) = nt TRE 


formule qui s'accorde avec l'équation (r) de la page 232. 
Mais d’après l'équation (3) ci-dessus , on a 
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donc en substituant ces valeurs, l’équation précédente donne 


Tal(i+a) = 2!T%TIT(2a) = 2 | T(2a): (0) 


c’est la troisième propriété générale des fonctions T. 


(16). Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut par- 
venir à ce résultat par une autre voie. 
Considérons pour cet effet la fonction (#7), dont la valeur est 


__ 2n+2.on+4.on+6...An. 
Ÿ(n) he IMG: 


SOU .4 o1—1 ? 


si l’on met 7-1 à la place de », on aura 


on+4.on+6.on<+8...An +4 
VG+ 3) = - APCE RÉEL AR SAN ER 2R +1? 


de là résulte 


YO) _ dntodnté 
Ÿ (n) _— on+ao.on+i © 


Donc en général 4(7)— A.4", À étant une constante qu’il faut 
déterminer dans un cas particulier. Or en faisant z2—7:1, on a 
d(n) = 4; donc A—:; donc x étant un nombre entier quel- 
conque, On aura 


2n+2.2n14.0n#6...4n0 4 


11009: cute ON — 1 


Mais en vertu de l'équation (1), on a 
(m+1)(m+2)(m+3)...(m4n) = D, 
Faisant successivement m—n et m——!{, cette formule donne 
(+5) (n +2) (+5) ...20 = , 


ON — 1] T(n++) 
. 2 ri LA 


CL 


3 
2° 
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Divisant la première équation par la seconde, il vient 


on+o.on—+4...dn DEP(aonb-1) 
RSR Qn—1  C(n+i)r(n+!) 


Lorsque » est un nombre enter, le premier membre se réduit 


A 


à 2**; ainsi dans ce même cas on aura 


_ Ts F(on1) — Gi 

T(n+i1)T(n+:) 
Cette équation ayant lieu lorsque » est un nombre entier à volonté, 
elle aura également lieu pour toute valeur de 7, puisque Ta est 
une fonction continue de ». Si l’on fait ensuite 2—4a—+, on re= 
tombera exactement sur l’équation (9). 


(17). Si l’on combine l’équation (9) avec la première des équa- 
tions de l’art. 12, on aura l'équation (v) de l’art. 61, dont nous 
avons montré l’usage pour déterminer la fonction Ta dans toute 
l'étendue de la racine &, pourvu qu’on connaisse la valeur de cette 
fonction depuis a— 2? jusqu'à a— 1. On pourrait prendre égale- 
ment pour intervalle connu celui de a=—0 à a—+#, ou celui de 
a 1 à a—À, comme on le verra ci-après. 


(18). Pour revenir maintenant âux réductions dont nous avons 
parlé dans l’article 14, il faut voir quel usage nous pourrons faire 
de l'équation (0). 

Si z est impair, il n’y a pas lieu de faire usage de cette équation, 
parce qu'il en naïtrait de nouvelles transcendantes dans lesquelles 
les quantités a auraient des valeurs fractionnaires dont le dénomin:- 
teur serait 22, et qui ne seraient plus comprises dans la suite des 


1 2 3 
transcendantes T 2 HE MD NElCe 


Mais si z est pair, l'application de l'équation (9) aux valeurs 


. 1 2 POEES 
SUCCESSIVES a A etc. permetlra de réduire le nombre 
L 2 s 19 
des transcendantes Tr, =, etc. à 


de la forme 4i+ 2 ou 4i. 


LA 
ou -, selon que x sera 
4 4? q 
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(19). Toute la théorie des intégrales Eulériennes , tant de l’es- 
pèce (E) que de l'espèce Ta, est comprise dans le petit nombre 


de formules que nous venons d’exposer. On en peut déduire, sans 
exception, toutes les formules qu'Euler a données dans ses diffé- 
rens Mémoires sur ces intégrales, et toutes celles que nous leur 
avons ajoutées, d’après l'équation (d'), page 237, qui n’était pas 
connue de cet illustre auteur, non plus que l'équation (»), page 284, 
qui en est une conséquence. 

L'application de ces formules au cas de n—12 a été donnée 
avec détail dans l’art. 18, page 238. On y a fait voir que, dans 
la méthode d'Euler, cinq transcendantes A, A,, A,, A,, À; sont 


nécessaires pour déterminer toutes les intégrales (E); elles suf- 


fisent aussi pour déterminer toutes les fonctions T5, T5...r, 
ainsi qu'il résulte des formules des art. 59 et 60. 

Au moyen de l'équation (d'), ces cinq transcendantes ont été 
réduites à trois seulement, savoir, A,,A,, A;, ce qui s'accorde avec 
T1 
4” 
de transcendantes nécessaires lorsque » est un multiple de 4. 

Enfin, au moyen de diverses intégrations dont le résultat a été 
donné n° 155 de la première partie, on est parvenu, dans l’art. 19, 
à déterminer exactement le rapport de A, à A,, ce qui réduit les 
trois transcendantes aux deux seules A,, À. On peut donc réduire 
à deux seulement les fonctions T4, T2....71, de manière 
que ces deux fonctions étant connues, toutes les autres peuvent 
en être déduites. 

Cette dernière réduction, qu’on n'avait obtenue que par des 
intégrations très-compliquées , méritait une attention particulière; 
elle donnait lieu de croire que la théorie des fonctions T devait 
contenir d’autres formules propres à opérer leur réduction. Ces 
formules ont en effet été découvertes par des recherches ultérieures, 
dont nous allons donner le résultat. 


le résultat général de l’art. précédent, qui donne - pour le nombre 
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6 IL. Recherches ullérieures sur les propriétés des 
Jonctions 1. 


(20). Considérons la fonction @(x) exprimée par la suite infinie 


3 = 1 ZX 1 Le 1 LT: e 
AGDE orme mr 4 A ce c pa Var rue LTD M 


dans laquelle nous supposerons x < 1. Si l’on développe cette 
quantité suivant les puissances de x, et qu'on désigne, comme 
ci-dessus, par $, la somme des puissances réciproques , de degré , 
des nombres naturels, on aura 


p(x) = S,x — S3x° + S,xi — Ssxf etc. 
Mais par l'équation (œ) du n° 77, deuxième partie, on a 
logT (14 x) = — Cr HE Sr — 5 Sn HE Syxt — etc. 


Différenciant celle-ci et comparant le résultat à la valeur de o(x), 
on en tire | 


d 
DCE) = Ce EEE) (to) 


d’où l’on voit que la suite désignée par @(x) peut être sommée 
immédiatement, au moyen du coeflicient différentiel de la fonc- 
üon logT (1x), puisque d’ailleurs C est une constante dont la 
valeur a été donnée n° 73. 

Observons que la fonction @(x) peut être mise sous la forme 


CD CD GED + (De 


alors on voit qu'elle est la différence de deux suites qui ont l’une 
et l’autre une somme infinie, mais qui étant ainsi retranchées 
terme à terme, se réduisent à une quantité finie. Cette quan- 
tilé est d’ailleurs la même qui a été désignée par C—N dans 
lart. 75, et elle représente par conséquent aussi la somme de la 

suite 
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suite harmonique 


x Ve 20e mit H POUR 


BL 


(21). Puisqu'on a généralement 


CCG) = c+ Cie, 


on trouvera, par des différentiations successives, les sommes de 
différentes séries, savoir : 


1 L 1 DE ddlr(1+x) 
cn ton tentantec.s den 
D M A ge pdt, Dianrpeght 1 HO PT CET) 
PS nero EE en UE 

1 1 1 rh 1 dtIr(i1+x) 
GE Geo cet Sud ? 


1 1 1 1 + 1 dIr(1+x) 
Gp GET Gay app SE 
etc: 


Et en général, si l’on désigne par 4, (1x) la somme de la suite 


1 1 1 1 
TE - PET TS ES DIN SUIS ER ERA etc. à 
eh À Bar À Ga À Gay À le, 
on aura 
rs: Cnus -d'ir( + x) 
H(+x) = 1.2,3...n— E 7 
de sorte que les sommes de toutes ces suites se déterminent par 
les coefficiens différentiels successifs de la fonction /T(1-+x); il 
faut seulement excepter le premier terme (1 +x), d’où l'on a 


EE x , " dir 
déduit tous les autres, et qui ne se détermine par — RCE, 


qu’en ajoutant la constante infinie 1411 -Letc. 


(22). Dans l’art. 41, deuxième partie, nous avons représenté 
3 
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par (a, n)" la somme de la suite infinie 


1 1 1 1 | 
T'en opan Fay + ete 
Si l’on fait a=nx, cette suite devient 
; + + — t 
an" me (1 de ie (2 + Fi + e C ). 
Ainsi en faisant x = =: ; l'expression générale de la transcendante 
(a, n)" sera 


I man Let A: (— 17 s dir 
AR) © En MARS pe NT LE 


On peut encore remarquer qu’en faisant 


1 


P(X) = 1 + gt 


on aura en général Pux) + d,(i+x) = const. = S$S,; donc 


an YA d' x 
x). = S,— (GHz) = S,+ —- ; _— . 


C’est simplifier la théorie de ces diverses transcendantes, que de 
faire voir qu’elles dépendent d’une même fonction {F(1+x) et 
de ses coefliciens différentiels successifs. 


(23 ). Considérons maintenant d’une manière particulière 
l'équation 
dIrG+ax) _ 1 


} ni 
ds oct & 2 ia" Gear aide? 


que nous mettrons sous la forme 


dd Îrx __ 1 1 
et pa ep PE mot lei sie (re) 


Cette formule est le principe d’où nous allons déduire de nou- 
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veaux théorèmes , qui serviront à perfectionnér et même à com- 
pléter entièrement la théorie des fonctions T. 


Soit, pour abréger, f(x) la fonction qui forme le second 
emble de a ne (12); si l’on met 2x à la place de x, on 
aura 


1 1% VE 1 1 1 x, Qu. I k 
Jen=lstestons tas tes tee]: 


dans la suite renfermée en parenthèses, les termes de rang impair 
ont pour somme f (x) , et les termes de rang pair ort pour somme 


f(z+ x). Ainsi on a 
Jx) = fe) + fi + x 
fie dire fti4 a ere 


d Ë 
2X) = nl An ot à substituant ces AE il vient 
4dx° ? 2 


or l'équation (12) donne f(x) = 


dilEe(sæ) Nddirr ddir (: +): 
dx? us dx? TE — ? 


multipliant par dx et intégrant, on a 


He — Fe sin Li + «, 


Multipliant encore par dx et intégrant, il vient 
log T (2x) = log Tx + log T(i+x) ax Æ 6, 

ou, en passant des logarithmes aux nombres, 

TaT (iæ+x) = Ae-aT (2x). 
Il reste à déterminer les deux constantes À, « , introduites par 
l'intégration. Pour cela, soit x infiniment petit, on aura HSE 
etT (2x) = = ; donc A = 07 + Soit ensuite x —+5, on aura 
AeT 3% =T 21, donc e“— 2 ; donc l'équation générale est 


Far (2x) = r(2x).ar2 TE 


20 EXERCICES DE CALCUL INTÉCRAL. 


Nous retombons ainsi sur l'équation (9) déja démontrée de deux 
autres manières ; mais la même méthode va nous faire découvrir 
de nouvelles propriétés. 


(24). En appelant toujours f(x) le second membre de l'équa- 
tion (12), si l’on met 5x à la place de x , on aura 


1 1 1 1 r 1 
+ es test tata) 


La suite contenue dans le second membre se décompose en trois 
autres , savoir : 


1 


PT par amy Poe —/ (6), 
Dre Maecer co ele) (ce 
eh qe fé ne); 

donc on a 

SGx) = 31) + fG+ x) + fG + x) 

d 


Remettant au lieu de f(x) sa valeur _. et semblablement 


pour les autres termes , il vient 


dd Ir (5x) __ ddlrx ddlr (4 sx), ddlr(i+x) x) 


dx? dx? nr dx’ Hire 


Intégrant celte équation deux fois consécutives, on obtient pour 
résultat 


FAT (+ Hx)T (ES x) = Fx) Ac. 


Pour déterminer les deux constantes À et «, soit, 1°. x infiniment 


petit , on aura À —3T1iT;: de 


EEE RETS 
Sin 77 


on aura A6 “—Til£=—"!A, et par conséquent e* = 35. Donc 


tam": soit, de does 
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on a l'équation 
QUE CHx)r(Ebax) = 2r.3 ST (5x) : (13) 
c’est la quatrième propriété générale des fonctions T.. 
(25). Si l’on considère semblablement la fonction f(5x), el qu’on 
décompose la suite qu’elle représente en cinq autres, provenant 


des termes comptés de cinq en cinq, à commencer par le 1, le 2°, 
le 3°, le 4° et le 5°, on obtiendra léquation 


© AE EU Len re 1 om m2 2 1 cn D re 2 nn te DE 
ce qui donne l'équation différentielle 


ddr (6x) > ddiræz FE 5+2x) 
AE E T PO CU JEAN 


Lure 3 + 


CC i+x) 


x dd ! x 
Sr) dits) 


dont l'intégrale est 
TaT(i+x)T(+x)T(+x)r(éHx)=T(bx) . Aerar, 


Pour déterminer les constantes A et «, on fera successivement x 
infiniment petit et x —+, ce qui donnera 


A=STiTriTiTé, 
: Ae = TITEITSTÉ—E À!; 


donc e*= 5° : ensuite on a, par l'équation (3), 


AT Éo  cee BTS FLE 
UM RUE Du st 
at 57° 
ce qui donne A = — = 47°/5. Donc enfin la fonction T 
‘ snp sin 


satisfait encore à l'équation 
TaT (ix)T (x )T(Ex)T (£a) =T (6x). (arr). 5 TT: (14) 
c'est la cinquième propriété générale des fonctions T. 


(26). Il est facile de voir qu’on peut généraliser ces résultats et 


# 
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les comprendre dans une même formule. En effet, 7 étant un entier 
quelconque, la valeur de f(nx) pourra se décomposer ainsi, 


f(x)== Le a f(& ms æ) 2 f( kup x) | : 


il en résulte l'équation différentielle 


D — 1 
ddr Gex) dd rx are He ++) ET da Ir ( n ++) 
dx E dx .0... dx? 9 


dont l'intégrale finie est 


Ta (+ x) T ( +). ne — + x) = T (nx). Acc. 


Pour déterminer les deux constantes À et «, faisons successive 


. e e 1 LA e 
ment x infiniment petit et x = =) NOUS aurons ces deux équations 


l'790He 21 
Ale DEEE 


AG =TITITS.. T—t 


It It LA IL 


la dernière donne immédiatement e* — 77. Pour avoir la valeur de 
À , il faut distinguer deux cas, selon que z est pair ou impair. 


° 0 1 2, Hide Lien 
Soit, 1°. z — 2m3 les fonctions EF =, FT -.....7T mie 
2 TL 11 n 
auront un terme moyen Ti=ÿ#, et les termes également éloi- 


gnés des extrêmes étant complémens l’un de l’autre , leur produit 


sera donné par l’équation (3) ; et on aura pour le produit total de 
ces fonctions, 


1 
ns 


1 DES et EL ue | na Nu tra RES 
ST F . 3x « M—] SAN: HOT ee 37 IVe 

Sant SIN -— Sin — SN —— 7 Sin — SIN — SIN —..,..81n F 

It IL IL It IL IL IL 


Mais en faisant z infiniment petit dans la formule qui termine 
l'art. 240, {ntrod. in An. inf. , on trouve 


. FT + 97e 3x Q TD er 
Sin — sin ET sin 1.2 89» 2 .e sin 
IL 7è IL 
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ce qui donne , dans le premier cas, 


7 = (LL 


nl =. : rer 
rer: rs.....r ñn = (27) ? an 9 


et par conséquent 


Soit, 2°. 7 — 2m 1, il n’y aura point de terme moyen dans 


Me Tour. lé 
n 1 dl 


; mais les termes également éloi- 


gnés des extrêmes étant toujours complémens l’un de l'autre, le 
produit de toutes ces fonctions sera 


mm 


La F T FT 
0] + A — MAL DE ETUIS Se si ONE HS 
SIA ou 97: + NA: TN A O7 UNE 
Sir— Sin — SID —-7 SIN, SSID, 7,2... SIn — 
nm IL rL2 TL it 


D'une autre part, la formule citée d'Euler donne , lorsque # est 
impair , 


I—n 


| 


. F . 27 . 37 e mr 2 
SIN = (SIN, — SIN +... SIN -— 2 2 24°; 
n LA TL 2 


donc on a encore dans ce cas, 


1— 
TT 2 — (ax)Tn?, 


et par conséquent 


TREERRT , 
AN l'on 
Donc, quel que soit le nombre entier x, on aura généralement 
la formule 


Tim ] 


rar (2 + æ)T C+ æ)T CAP 2) = (x).(27) © RE (1 5) 


(27). Cette formule très-remarquable comprend comme cas par- 
üculiers , les formules (9),(13) et (14); elle en donnera tant 
d’autres qu'on voudra, en prenant pour z des valeurs en nombres 
entiers au-dessus de 5. 
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Il est bon néanmoins d'observer que les formules qui résultent 
de l’équation (15), en prenant pour #7 un nombre composé , ne 
sont que des conséquences de celles qui ont lieu en ne prenant 
pour 7 que des nombres premiers, el qu’ainsi il suflit de considérer 
ces dernières , en donnant à z les valeurs successives 2,3, 5, 7, 
11, etc. On obtiendra encore de cette manière une infinité d’équa- 
tions auxquelles les fonctions T doivent satisfaire , et qui donnent 
les moyens de multiplier à l'infini les comparaisons et les réduc- 
tions dont ce genre de transcendantes est susceptible. 


(28). Nous observerons encore que dans les usages de la for- 
mule (15) et de toutes celles qui en dérivent , on peut se borner à 
. 1 . 1 \ Lt: 
faire x < =; Car Si l'on met + x à la place de x, la formule 


qui naît de cette substitution ne diffère pas de la formule (15); 
de sorte qu'on n’obtiendra entre les fonctions T que les mêmes 


0 . f 3 à 
relations qui peuvent être obtenues en supposant x < =. 


(29). Nous pouvons même aller plus loin , et démontrer qu’il 
. 31 7 . . . . 
suflira de faire x << — , parce que l'équation qui viendrait en sup- 
1 . » . 
posant x = — ++, ne différera pas essentiellement de celle que 


“ 1 
donne la supposition x = — — « 
211 


En effet, si l’on fait successivement ces deux substitutions dans 
l'équation (15), on aura 
=T 


"(2 +e) r(È+e) r (E+e)er( + .)— T (+ 10) (on) + ne, 


21t 


- 5 5 OT— 1 Der te 
T° ma 1 ii ms. send.) E a) = Er L— 10 97 2 TL TO + 
) 21 ) é on ( )( ) , 


272 


multipliant ces deux équations entr’elles , et observant que chaque 
fonction T dans une équation, trouve son complément dans l’autre, 
on aura pour le produit total cette équation , 


T T T z (2%) 


CP PRET OT D CC FE RE ETS ee ser ? 
a La . 97 : OT] : T 
sin — ro SIL —=—— T& sin 7 Fa] Sin { — nor 
e ) (= gi ) ( 21% LE ) (£ * ) 


laquelle 
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Jaquelle , en faisant + or — z, peut être mise sous cette forme, 


I —— 


œ x +3): 


sin 73 —= 2"7 sin zsin ( — 3) sin (27 —- z). Les .sin ( 
c'est l'équation déjà citée de l’art. 240, 7ntrod. in An. inf. 

De là on voit que les deux équations obtenues en faisant 
D = + ® , IR &, ne donnent qu’un seul et mème ré- 
sultat, et qu’ainsi dans l'application de l’équation (15), il suflira 
de faire x LE —. 


On peut remarquer encore qu’en faisant w— 0 , on a la formule 


1 3 5 .270— 1 
F Sri : a À .. I = (27) 2 Le _ s 
212 272 27 At 


laquelle se déduirait aisément de la formule générale 


D — 1 ee 


Put ere en) to 
IL [2 12 LU 


(50). Il ne sera pas inutile de rassembler ici sous un méme 
point de vue, toutes les équations qui contiennent les propriétés 
générales des fonctions T. Voici ces formules , accompagnées des 
lettres qui serviront dans la suite à les désigner. 


(A) Tr 1.2.3. %.(x— 1), 

(B) T(i1+x)=xTx, 

(C) TxT(i—x) = — 

(D) rxr(i+x)=T(2x).(27) 2777, D. 
(Œ)Tx Tr (i+x)T(G+x) =T(Gx).(27) 5, ni 
Œ) Ter (Ha) (+2) TG Ha) x) = (6x). (27) 577, 


sin rx ? 


T1—1 nx 


(N) Ex T(+ M) TG). T( = x)=r(ex).(ar) sn À 
4 
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Ces équations offrent une infinité de manières de comparer entre 
elles les fonctions T , et d'opérer toutes les réductions que leur 
nature comporte. On peut démontrer , par exemple , qu'il suñlit de 
connaître la fonction T dans une petite partie de la première pé- 
riode, pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le reste 
de la période. On peut aussi considérer parmi les fonctions Tx, 
celles qui se rapportent aux diverses valeurs rationnelles de x qui 
ont un même dénominateur , et se proposer de réduire toutes ces 
transcendantes au moindre nombre possible. De là naissent differens 
problèmes curieux qui jetteront un nouveau jour sur la nature des 
fonctions T , et sur lesquels nous allons donner quelques recherches. 


$ HI. Réduction générale des fonctions \. 


(61). Nous nous proposerons d’abord de faire voir qu’au moyen 
de l’équation (D), il sufhit de connaitre la fonction Tx depuis x=—0 
jusqu'a x — +, pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le 
reste de la première période, depuis x = + jusqu’à x = 1. 

Comme il s’agit ici non d’effectuer la solution , mais d’en démon- 
trer la possibilité, nous ferons usage de quelques signes propres à 
abréger les calculs. Pour cet effet, désignons log Tx par (x), les 
équations (CG) et (D) pourront s’écrire ainsi, 


LP a 


(x) +(i1— x) 7 nv 
(x) + (i+ x) — (2x) = + l(27) + (3 — 2x) la. 
Les seconds membres de ces équations étant des quantités con- 
nues lorsque x est donné, nous les représenterons par la lettre d, 
iniliale du mot donnée, qui désignera également toute quantité 
composée de termes connus. Nos deux équations peuvent donc se 
représenter par la notation suivante, 
(G) (x) + (1 —x) 
(D) (x) + (x) — (2x) 


d 
d. 


2 
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Cela posé, si dans l’équation (D) on fait x = : + #, on aura 
(G+e)+Gt+e)—(i+a) = d. 


Mais par l’équation (C) on a(5+a)——(}—x)+4,et par 
l'équation (D), (++ 24) = (44) — (24) + d; donc 


(ia) = (3—a) + (4e) — (2e) + d. 


Tant qu'on aura a + , cette équation déterminera la fonction (x) 
ou (+ mr) par d’autres fonctions où x est moindre. Ainsi en 
nt à « toutes les valeurs En CAR jusqu’ MC A RCE on 
connaîtra la fonction (x) depuis x = + jusqu'a x — +. 


(32). Par exemple, soit x = Z ou æa— 7, on aura 


= CG) Fr) d; 


ainsi la valeur de (-Z) est RER de quantités connues. 


ra 
SOITPENCOTE T'— 5 OU ZA — —, ON aura 


eo) = oh (rs) (shit dd. 
Dans le second membre , la fonction (#) n’est pas donnée immé- 


diatement, puisque # est >> +; mais On aura sa valeur par la 


15 ? 
même formule, en faisant & — -# — qi = +, Ce qui donne 
GP NE an 6 mm D Mr 


d'où l’on voit que (22) deviendra entièrement connu. 


1 


(33). Lorsqu'on fait x—+7 ou æ —-;, la formule précédente 
ne détermine pas la fonction (+); mais alors les équations (C) et 
(D) donnent immédiatement 


Gti =d,, G)H+HG)—G) =; 
d'où l’on üre la valeur cherchée 


GO =) +4 
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Connaissant la fonction (x) depuis æ —0 jusqu'a x — +, il reste 
à la déterminer depuis x — + jusqu'a x = +. Or par la combinai- 


son des équations (C) et (D), on a la formule 
(i—a)—= (a) — (2a) + d. 


Si l’on donne à & toutes les valeurs depuis 4— 0 jusqu'à a— +, 
le second membre sera connu ; ainsi on aura la valeur de la fonc- 


Li 


tion (x) ou (i— x), depuis x — ; jusqu'à x = E. 
On peut donc déterminer Ja fonction Tx pour toute valeur de 
la racine x , pourvu qu'on connaisse celte fonction depuis x —0 


1 


jusqu'à, m7: 

Ce problème revient à celui que nous avons résolu dans l’art. 6r, 
deuxième partie ; mais la méthode précédente fait voir plus claire- 
ment la possibilité de la solution. 


(54). Il ne serait pas difficile d’ailleurs d’obtenir les solutions 
effectives , en réalisant les quantités désignées par d; on trouverait 
alors les trois équations 


(i+a)=(5—a)—(2a) + (4x) +(i+ 2x) l2+lsin(i—a)r, 
2(:)=(5)+i/r—5l2—lsinir, 


(i—a) = (a) —(2a) + +7 — (1 —2a)l2— 1 cos ar. 


La première servira à déterminer la fonction (x) depuis x — + jus- 
qu'à x — ;; la seconde déterminera la fonction (+), et la troisième 


servira à déterminer la fonction (x) depuis x = 2 jusqu'à x — 1, 


Enfin, d’après ces données , l'équation (C) servira à déterminer la 
fonction (x) depuis x = + jusqu'à x = 1. 


(35). Puisque l'emploi des équations (C) et (D) donne les moyens 
de réduire à + la partie de la première période où la fonction Fx 


doit être connue, afin de déterminer cette fonction dans la période 
entière, on peut conjecturer de là que si à ces équations on joint 


l'équation (E) , il sera possible de réduire ultérieurement à +(1—+) 


ou 5, la partie de la période qui sert à déterminer tout le reste. 


4 
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C'est ce que nous allons vérifier par une analyse semblable à la 
précédente. | 
BUPPOSODS que la fonction (x) est connue depuis x — 0 re 
x = À; d'après l'équation (E) on aura 


(sta) +G+e)+(G+e)—(s+52) =d. 


Mais l'équation (D) donne (ia )=—(22)— (a) + d, (1 + 34) 
— (6æ)—(3a)+-d, etl’équation (C) donne (5+a) = — ue, + d; 


on a donc la formule 
(LHa)æ= (+= 4) + (2) (23) — (52) + (64) + d. 


Tant que 64 sera plus petit que 2 &, ou tant qu’on prendra 
q 6 > 1 
4 4 ns a] 1 m 

& 75, cette équalion donnera la valeur de (x) ou (++ «) par 
des fonctions dont la racine est moindre. Ainsi on connaïtra la 
valeur de la fonction (x) depuis x = + jusqu’à x — +. 

La formule précédente ne détermine pas la valeur de la fonc- 
tion (+); mais par une autre formule que nous donnerons ci- 
après (art. 45) ,ona 


(= () — 30) + à 


(56). Il reste à déterminer la fonction (x) depuis x = ? jusqu’à 
x — 2}. Pour cela, soit &æ —-"; + z, l'équation précédente de- 
viendra 


(+62) (5H) + (+53) + (52) — (55H) — (2) +de. 


Pour faire usage de cette formule , 1l faut supposer connue la fonc- 
tion (++-3) depuis 3—0 jusquà 3— «, © élant une quantité 
aussi pelite qu'on voudra. Alors donnant à 3 toutes les valeurs 
depuis 3 = o jusqu'a z — =, on connaitra la fonction (æ) ou 
(++ 63), depuis x — +: jusqu'a x — +. 

On peut aussi ne faire usage de la formule précédente que depuis 
Z—=0 EN à Z2—-%,cCe qui fera connaître la fonction (x) depuis 
. er cg jusqu’ à x — +. On déterminera ensuite cette fonction depuis 
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x = 7; jusqu'à x—+, par la formule \ 


(x) = (x) — (2x) + d 


Cette solution est fort simple , puisqu'elle est fondée sur une seule 
formule mise sous deux formes différentes ; mais elle suppose 
qu'outre la partie de la période connue depuis x —o jusqu’à 
æ— +, On connait encore la partie comprise depuis x—+ jusqu'a 
X —+;+w,« étant une quantité qui, à la vérité, peut être aussi 
petite qu'on voudra, mais qui ne peut être tout à fait anéantie. 
Voici un autre moyen de résoudre le même problème, en supposant 
connues deux parties de la période non contiguës , mais telles que 
leur somme se réduit précisément à à. 

(37). Supposons la fonction (x) connue dans deux parties de la 
première période, savoir , depuis x—0 jusqu'à x — -;, et depuis 
x jusqu'a x — -; : ces deux parties réunies font une somme 
égale à +; et pour déterminer la fonction (x) dans tout le reste de 
la période , il faudra exécuter les opérations suivantes : 


1°. Par les formules (E) et (C), on a 
(2) =(c)+(i+e)—(i—-a)+d: 


le second membre est connu depuis &æ == 0 jusqu'à &a— =, ainsi 
on connaîtra la fonction (x) depuis x = o jusqu'à x =}. 


LI 


2°, D’après les équations (C) et (D), on a 


ECS) ACoRe 


le second membre est connu depuis & — o jusqu’à « =}; donc 


C1 


, A k e 0 ui: . 1 ADS à 7 
on connaîtra la fonction (x) depuis x = o jusqu'à x — Z.. 


5°. Mettant æ — 1 à la place de &« dans l’equation précédente, 


on en tire 
ns 5 )— Ç Re Gas) ee ds : 


le second membre de celle-ci est connu depuis æ==0 jusqu’à 
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&—7}; donc on connaitra la fonction (x) depuis x = # jusqu'a 
L= —, 
Par ces trois premières opérations , la fonction (x) devient connue 
+ 2 +ER ° 1 Ad: - » EST e 71 PRIT 
depuis x —o jusqu'à x = -,et depuis x —%# jusqu'à x = Z. 
Il faut maintenant remplir la lacune que laissent ces deux espaces, 
depuis x =; jusqu'à x —-£, ou depuis x —?—- jusqu'à 
1 4 + 


L—;%5 Tgo° 


4°. D'après l'équation (D), on a 
G+z)+(Z+z)—(5 +2) — d': 


des termes (Z+z), (14 2z) peuvent être remplacés par leurs 
complémens —(-%—72), — (3— 23); ensuite, par l'équation (D), 
le terme (—2:) peut être remplacé par (5— 47) — (5 — 22). 
On aura donc 


GHD +4 = (2) + (20) + di 


Dans cette équation, le second membre sera toujours connu, 
pourvu que z positif ou négatif ne surpasse pas --. 

Cela posé, donnons à z toutes les valeurs depuis 3—;1 jus- 
qu'à 3—=-#;; la fonction (+— 43) est connue, dans cet intervalle, 
ainsi on connaîtra la fonction (x) représentée par (++), depuis 
x —=++ + jusqu'a x —}:+-#. Donc lintervalle où la fonction 
(x) reste inconnue ne s'étend plus que depuis x=:—-:7 jus- 

A Are 1 
qu CG er fs Et yo 

Donnons maintenant à 3 des valeurs négatives, depuis z=—:.,2 
jusqu'a 2——:%; la fonction {1 — 4z) sera connue dans cet in- 
tervalle, ainsi on connaitra la fonction (++4-2) depuis = — 
jusqu'a z—=—-+%; de sorte que lintervalle où la fonction (x) 


1 


reste inconnue se trouve de nouveau resserré entre x=:——% 
et 1 

et Xi +. 

On continuera de procéder de la mème manière, en attribuant 
à z des valeurs alternativement positives et négatives. Si l’inter- 
; + EAr 9 F4 . w ea. TI e £ 21 Re ue à 
valle inconnu s'étend d’abord depuis x=:—w jusqu'à x—=5+-40, 
une première opération resserrera cet intervalle entre les limites 
X—+—w, X—++iw; une seconde opération le resserrera en- 
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core entre les limites x—i—-%o et x=+5+ro, et ainsi de 
suite. D'où l’on voit que l'intervalle inconnu finira par s’anéantir 
1 


dans la limite x—+; et en ce point on aura, toujours d’après 
la même formule, 


(G)=1(H)+10) +2 
5°, La valeur de la fonction (x) étant connue depuis x=—0 jus- 


qu'a x —-7%; pour la trouver depuis x =-7 jusqu'a x —+, on fera 
usage de la formule 


(12) = (x) — (ax) + d. 


(58). On voit donc qu'il est possible de déterminer la valeur 
de la fonction x, dans toute l’étendue de la première période, 
et de là pour toute valeur de x, pourvu qu'on connaisse cette 
fonction dans une partie assez petite de cette période. 

La partie qu'il faut connaître est +, quand on ne fait usage que 
de l'équation (C); elle se réduit à +, lorsqu'on fait usage des deux 
équations (C) et (D), et elle se réduit de nouveau à +, lorsqu'on 
fait usage des trois équations (C), (D), (E). Elle se réduirait ul- 
térieurement en faisant usage de l'équation (F }) et des suivantes; 
mais la proportion de cette réduction et la distribution des parties 
qui conduisent à la plus grande réduction, pourraient faire l’objet 
d'un genre de recherches analytiques qu’il ne nous paraît pas né- 
cessaire de continuer plus loin. Nous nous contenterons de remar- 
quer que les fonctions T se rapprochent, par ces propriétés, des 
fonctions circulaires, logarithmiques et même elliptiques , qu'il 
suflit de connaître dans un intervalle aussi petit qu’on voudra, 
pour pouvoir les déterminer dans toute leur étendue. 
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$ IV. Formules pour réduire au moindre nombre possible 


Q 1 2 
les transcendantes contenues dans la suite TV LA P=, 


PA à à — =, n éfant un nombre entier donné. 
n 


(39). Si z est un nombre premier, on ne pourra faire usage 
que de l’équation des complémens (C), et les transcendantes dont 
il s'agit ne pourront être réduites à un nombre moindre que 
Z(n— 1). Mais si x est un nombre composé, chaque facteur pre- 
mier de x donnera lieu à l’application de celle des équations 
(D),(E), (F), etc., qui est relative à ce facteur, et il en ré- 
sultera des réductions d'autant plus multipliées, que 7 aura plus de 
facteurs simples. 


Si n est divisible par 2, on pourra appliquer l'équation (D), 
: 1 2 3 
dans laquelle on fera successivement x—>, «=>, x—>,etc., 


jusqu'a x—;, ce qui donnera autant d'équations de condition 
2 5 nn 


os F=....7 


LA 


1 


. 1 4 
entre les fonctions 1er Es . On se borne à chercher 


A1 
des relations entre ces fonctions, parce que les suivantes, jusqu'à 
Lan 


(PL 


—— » Se déduisent de celles-ci par l’équation (C), excepté r:,. 


dont la valeur est connue. 
Si nest divisible par 3, on fera l'application de l'équation (E), 


è . 1 2 a . NN 
en donnant à x les valeurs successives = no n... Jusqu'à & exclu- 
LA 


sivement, ce qui donnera de nouvelles équations de condition. 
On fera un semblable usage de l'équation (E), si » est divi- 

sible par 5; de l'équation (F), si » est divisible par 7, et ainsi 

de suite. re 

, On aura de cette manière toutes les équations de condition qui 


serviront à réduire au moindre nombre possible les transcendantes 
L I — ] 


SIT RUE 
I nm 


> €t qui feront connaitre en même temps celles 


5 
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de ces fonctions qui sont nécessaires pour exprimer toutes Îles 
autres. 


(40). Considérons pour premier exemple le cas de »=12, et 
désignons , pour abréger, logT (=) par Zk; la question est de 
réduire au moindre nombre possible les transcendantes Z1, Z2, 
Z5, Z4, 25; et pour cela nous aurons à faire l'application des 
équations (D) et (E), puisque 7 a pour facteurs premiers 2 et 3. 

Les valeurs à substituer dans l'équation (D) se réduisent à deux 
seulement, x—-%, x—-#, parce qu’on doit supposer x < +; il en 
résulte les deux équations de condition 


Zs + 7 — L2 = Eilm + il, 
22 + LS — Lh = =lr + $l2. 


Au lieu de Z73 et Z8 il faut introduire leurs complémens Z5 et 
Z4, ce qui se fera par l'équation (C), qui donne, en faisant =7—w, 


25 + Z7 = 1l-T = Ir + 22. + Isin®, 


LA OR B EN ER TE Tr Par! 
Cette substitution donnera 
25 = 1 — 2 + El + Zl2 + lsino, 
LA = 52 + 5lm + Elo — 115. 
L'équation (D) ayant fourni deux équations de condition, on 
voit que les. cinq transcendantes dont il s'agit se réduisent à trois, 


qui sont 21, Z2, 23; et cette solution est dans le fond la même 
que celle de l'art. 18, deuxième partie, où l’on n’a fait usage que 


des équations qui, pour les fonctions (£), répondent aux deux, 
F | 


équations (C) et (D) relatives aux fonctions T. Mais l'application, 


de l'équation (E), due au facteur premier 3, fournira encore une 
nouvelle réduction. 


Puisqu'on doit prendre æ<2, on n'aura à substituer dans l’é- 
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quation (E) que la seule valeur x=-=, ce qui donnera l’équa- 
ion de condition 


Zi + 25 + Lo — 723 = l(ax) + 113; 


mais par l'équation (C) on a Z3+7Z9—1- — In + 1l2; 


sin 3 
donc 
Zi + ZE — 2735 = :l2 + ES; 


Substituant dans celle-ci la valeur de Z5 exprimée par Z1 et Z2, 
il viendra 


23 = Li — :22 + 5lr + ile — 515 + Llsine; 


d'où l’on voit que les deux transcendantes Z1, Z2 suflisent pour 
déterminer toutes les autres : c’est le dernier terme des réductions 
qui peuvent avoir lieu entre les diverses transcendantes désignées 


k 
par T=—. 


(4x). Nous avions déjà atteint ce terme dans les formules de 
l'art. 19, deuxième partie; mais nous n’y étions parvenus qu’à l’aide 
de diverses intégrations fort compliquées, dont le résultat est con- 
tenu dans l’art. 155, première partie. En vertu de ces intégrations, 
on a déterminé (art. 19) le rapport des deux quantités M,, M, 
comme il suit: 


Cr 

me I AS. à 12 18 
M = (D = re 
Tres 

212: 3 re 12 ER 
ME (EE 


donc 
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Cette équation permet de déterminer T © par le moyen des deux 


transcendantes FT =, l-Æ, et on en tire, suivant la notation pré- 
cédente , 


Z3 = 1 — 5722 + Elan + 5l2 — 515 + ilsme, 


valeur qui s'accorde entièrement avec celle qu'on a déduite de 
l'équation (E). 

Ainsi le résultat qui avait été trouvé presque fortuitement par 
des intégrations très-difficiles, est donné immédiatement par l’équa- 
tion (E). En général, il paraît que les seules réductions qui peuvent 
avoir lieu entre les fonctions T, sont celles que donnent les équa- 
tions (C), (D), (E) et les suivantes, lorsque l'application peut 
en ètre faite, à raison des nombres premiers qui sont diviseurs 
de ». Ces équations ont d’ailleurs l'avantage de conduire aux ré- 
ductions par la voie la plus simple et la plus courte, comme on 


vient d'en voir un exemple ; elles paraissent donc ne rien laisser 
à desirer sur la théorie des fonctions FT. 


(42). Dans l'exemple dont nous venons de développer la solution, 
le calcul nous a conduits à prendre Z1 et Z2 pour les termes avec 
lesquels on devait exprimer tous les autres. Mais ‘Zi et Z2 étant 
relatifs aux fonctions T5, T#, il peut paraître plus simple de 
prendre pour termes de comparaison les fonctions T£ et T+. Dans 
cette hypothèse, 1l faudra exprimer Z1, 2 et Z5 parle moyen 
de Z3 ei Z4. C’est ce qu’on peut faire facilement, au moyen des 
formules précédentes, et voici le résultat du calcul dans lequel 


+ k ; 
nous comprenons toutes les valeurs de log T —, excepté logT =. 


IT = ITS + IT} = Mr — Ha HS — HsinT, 
[TE = 21TE — ile — Lila + 213, NT 
IE = UT — IT + Er + la — 318 + sin Z 


IT Z = TE — ITL + Ll7 + la + 2135 + 1lsin Ls 
IT Z — [T3 + rm + la — 515, 


Ï 
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ITS — TI: Lim +, 
IT = — 2/73: + Sl7r + $la — 15, 
IT = — [T3 — [TE + Sr 4 52 — $13 — + Isin 


(43). Dans les articles 18 et 19 de la deuxième partie, on a 
trouvé qu'en faisant B = F'(sin45°) et C=— F'(sin 15°), les trans- 
cendantes T +, Ti peuvent s'exprimer par les fonctions B et C, 
au moyen des équations 


[5 4BV7T , 
LA 
Rs 07, 


mais par la théorie des fonctions elliptiques, on trouve les loga- 
rithmes vulgaires de B et C, comme il suit : 


log B — 0.26812 72224 1192, 
log C = 0.20361 53657 1262. 


De là résultent les valeurs des transcendantes log T # et 


k . : « 
log T ( + +) , comme on les voit dans le tableau suivant, qui 


pourra être fort utile dans diverses recherches d'analyse. 


log Ta. logT (1+a). 


- | 1.06067 62454 1387 | 9.98149 49993 6625 || 
= | 0.74556 78577 5330 | 9.096741 66073 6966 |! 
= | 0.565038 10750 4347 | 9.957352 10837 1551 || 
15 | 0.42706 274093 1426 | 0.095084 14945 9460 || 
= | 0.352788 12161 84098 | 9.:94766 99744 7338 || 
55 | 0.24857 49565 4707 | 9.04754 49406 8309 | 
7 | 0.184352 48784 0648 | 9.095024 16723 7311 || 
+ | 0.131065 64916 8402 | 9.95556 52326 2834 || 
2 | 0.08828 37054 8265 | 9.096354 50588 7455 | 
3 | 0.05261 20106 0482 | 9.97343 07645 5719 || 
— | O 


02347 73967 1089 | 9.098568 88358 2149 || 


= Le CLR SEE 
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(44). Après avoir développé fort au long le cas de 2—=12, nous 
prendrons encore pour exemple quelques autres valeurs de 7; 
mais ne voulant point entrer dans le détail des solutions effec- 
tives, nous nous contenterons d’en démontrer la possibilité, et à 
cet effet nous ferons usage des mêmes signes d’abréviation que 
dans l'art. 31. 

Soit d’abord n—724, et soit désignée par (x) la quantité 
log T (2) : on connaît déja, par le cas de 72 —12, les réductions 
qui ont lieu entre les termes de rang pair (2), (4), (6), (8), (10), 

= ? TR , à QE k . 
puisqu'en général l'expression (24) désigne /T QE qui est la 
même chose que [T (5). Ainsi en appliquant les résultats trou- 

12 


vés dans le cas de 2—12, on aura entre les cinq transcendantes 
dont il s’agit, ces trois équations : 


(6) = (2) —:(4)+ d, 

(8) —:(4) + d, 

(Go) = (2) — (4) + d. 
Pour obtenir d’autres réductions, on fera d’abord dans l'équation 
(D) les substitutions x=%, x=, x=#, ce qui donnera 


(+ GS) — (2 =d, 

GS) + G5) — (6) = d, 

(5) + (17) — (10) = d. 
Mettant dans ces équations, au lieu des termes (13), (15), (17), 
leurs complémens —(11), —(9), —(7), on en tirera 


GE UE) te: 
(D) NE EERUES 
(7) = 6) — Go) + d. 
Ces équations font voir que sur les six transcendantes (1), (3), 


(5), (7); (9), (11), il suffit d'en connaitre trois. 
Mais de plus, l'équation (E) fournira de nouvelles réductions, 
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en y substituant les valeurs x =, x =}, toutes deux plus 


petites que +; cette substitution donne deux équations qui, au 


moyen des termes complémentaires, deviennent 
EH) (7 — 64, 
Samir) à 
Celles-ci, en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à une 
seule, qui donne 


5) = (1) — () + (6 + d 


Cela posé, on voit que les deux transcendantes (1) et (3) de 
numéro impair, et les deux (2), (4) de numéro pair, suflisent 
pour déterminer toutes les autres, puisqu'on a les valeurs suivantes : 


(5) = (1) — 4) + d, 
(7) (1) — (2) + :(4) + d, 
(o) = (3) — (2) + :(9 + d, 
Gi) = (1) — (2) + d. 


Ainsi dans le cas de 7 — 24 , les quatre transcendantes T4 ,T2, 
3 ,T+ suffisent pour déterminer toutes celles qui sont com- 


prises dans la même série , jusqu’à T +. 


UUU 


(45). Considérons enfin le cas de z2—60, et proposons-nous de 
trouver combien 1l faut de termes de la suite T&H,T2....rT2, 
pour déterminer tous les autres , et quels sont ces termes. 

2 - k : RE 

Désignant toujours log T = par (4), on pourra d'abord considé- 


\ 


rer les termes où Æ est un multiple de 5 , et appliquer à ces termes 
les formules trouvées pour le cas de 7 — 12, ce qui donnera 


GS) = 6) —:(o) + d, 

(20) —10)+ d, 

5) = (5) — (10) + d 
Ainsi les deux termes (5) et (10) suffisent pour déterminer toutes 
les transcendantes (#) dans lesquelles À est un multiple de 5. 


40 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
Si l’on considère séparément les termes où Æ est pair, on aura, 
par l'application des équations (D) et (C) , les relations suivantes : 


(28) — (2) — (4) + d, 
(26) — (4) —(8) + d, 
(24) = (6) — (12) + d, 
(22) = (8) — (16) + d, 
(18) = (12) — (24) + d, 
(16) = (14) — (28) + d. 


On trouvera ensuite, au moyen des équations (E) et (C), 

(2) + (22) — (18) — (6) = d, 

(4) + (24) — (6) — (12) = d, 

(6) + (26) — (14) — (8) = d, 

(8) + (28) — (12) — (24) = d 
Ces quatre équations combinées avec les six qui précèdent, 
offrent deux coïncidences , et ne déterminent que huit quantités, 


saVOIr : 
(28) = (2) — (4) + d, 
(26) = (2) — (6) + d, 
(24) = (6) — (12H+ d, 
(22) =2(12)— (2) + d, 
(18) —2(12)— (6) + d, 
(16) = (4) + (6) — 2(12) + d, 
(14) = G) + (6) — 212) + d, 
(8) = (6) + (4) — (2) + d; 
d’où l’on voit que les quatre quantités (2), (4), (6) , (12) suffisent 
pour déterminer tous les termes (k) dans lesquels est pair et non 
divisible par 5. 
Enfin l’application des équations (F) et (C) donne 
@) Æ (14) + (26) — (22) — (0) — (10) = d, 
(4) + (16) + (28) — (20) — (8) — (20) = d, 


et 
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et ces deux-ci se réduisent à une seule, savoir , 
(12) = (2) — + (10) + d; 


d’où il suit que tous les termes (#) où # est pair , pourront s'ex- 
primer au moyen des quantités (2), (4), (6), (ro). 


(46). Venons maintenant aux quantités où Æ est impair. On aura, 
par l'application des équations (D) et (C) , ces six conditions : 


(29) = (1) —(2)+d, 
(27) = (8) —(6) + d, 
, (25) = (7) — (4) + d, 
NON 
Go) iQ) = (2) di 
(179) = (13) — (26) + d. 


Ensuite les équations (E) et (C) en fourniront quatre , savoir : 


Crete EL) rent NL 
Reset 
(7) + (27) — (15) — (21) = d, 
(9) + (29) — (11) — (27) = d 


Mais ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes : 
()= (1) + @) — (2) — 6) + (6) + 4, 
(3) = (5) + (7) — (9) + 2(2) — 2(6) — (10) + d. 


Enfin l’équation (F ) donnera deux conditions qui, en vertu des 
relations déja trouvées, se réduisent à une seule , savoir , 


(9) = (5) + (2) — (6) — 1(10) + d. 


De là on voit qu’avec les quatre données impaires (1) , (3), (5), (7), 
jointes aux quatre données paires (2), (4), (6), (10), on pourra 
achever de déterminer toutes les transcendantes désignées par (4). 
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On aura en effet pour les termes impairs , ces expressions : 


(9) = (6) + () — (6) — :(10) + d, 

(11) = (1) — 5 (10) + d, 

(3) = (7) + G) — (6) — 240) + à, 

(5) = (5) — (10) + d, 

Gr) = (7) — 2 (Go) + à, 

(9) = (1) —(2)+2Go) + d, 

(1) = (6) — (2) +30) + d, 

(25) = (7) + (2) — (6) — (10) + d, 

(25) = (5) — (Go) + d, 

(27) = (5) — (6) + d, 

GG (ad; + à 
Quant aux termes où X est pair, nous avons donné ci-dessus 
leur expression , où il ne reste plus à substituer que la valeur 


(12) = (2) — (10) + d. 


(47). Remarquons que le nombre des transcendantes nécessaires 
pour déterminer toutes les autres, étant nommé N , on aura 


n Loto) At =); 
PAUNGES ) UT 
PA UT =) CT sl UE): 
Dans cette formation du nombre N, le facteur + est du à l’équa- 
tion (C), le facteur (1 — +) à l'équation (D), le facteur (1 — +) à 
l'équation (E) , et le facteur (1 — +) à l'équation (F). 

En général, si &, 6, y, etc. sont les nombres premiers inégaux 
qui divisent N , on aura 


D —i)G—s)G—i) ete, 


nombre qui exprime combien il y a de nombres premiers à » et 
moindres que + 7, 


] 


© HE D 
WU Hl 


ou 2 = 12 N 
P ms 2 
pOur BR — 24, N — 
DOUTE ES COUSINE 
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Cette loi a été vérifiée dans plusieurs autres exemples, et il y 
a lieu de croire qu’elle est vraie en général; d’où il suit qu'étant 
donné un nombre. quelconque 7, on peut trouver immédiatement 


combien il faut de termes de la suite FT 2, F - »T=....T tre 


A0: 


pour déterminer tous les autres. 

Ainsi si l'on voulait construire avec le moins de données pos- 
sible |, une table des fonctions Ta pour toutes les valeurs de a, de 
millième en millième | depuis 4 —0.001 jusqu'à 4a— 1.000 , on 
pourrait le faire en supposant connu un nombre de termes de cette 
suite — 500.5.#— 200. Si au lieu de donner aux valeurs succes- 
sives de a, le dénominateur commun 1000 , on leur donnait le dé- 
nominateur 1050 ,qui a pour facteurs premiers 2, 3,5, 7, le 
nombre des termes nécessaires serait 52,1.4.£4.6 — 120. Ainsi il ne 
faudrait que 1 20 termes pour en déterminer algébriquement 1050, et 


la table ne serait guère moins facile à interpoler que dans l’autre cas. 


(48). On sait de cette manière combien il faut de transcendantes 
pour déterminer toutes les autres; mais il n’est pas aussi facile de 
prévoir quelles sont , pour chaque valeur de z , ces transcendantes. 
Dans le cas de 7— 6o, on aurait pu penser que ces quantités , 
dont le nombre est fixé à huit, pouvaient être les huit premiers 
termes de la suite TH, + ,7-, etc. ; mais le calcul a fait voir 
que la fonction FT À& doit être exclue comme étant déterminée par 
les précédentes, au moyen de l'équation (8) —(6)+-(4)—(2) + d. 
Cette circonstance a forcé de prendre pour huitième terme la 
foncuon T 52. Au reste, le problème qu'on a résolu par les huit 
fonctions mentionnées, pourrait l'être de beaucoup d’autres manières; 
c'est-à-dire qu'une ou plusieurs de ces fonctions pourraient être 
remplacées par d’autres en nombre égal; ce qui ferait toujours 
huit transcendantes par lesquelles on déterminerait toutes les autres. 


(49). Nous remarquerons encore que les équations que nous 
avons trouvées pour les cas de 7 = 12,7 —24, n —6o , et toutes 
celles qu’on trouverait de même pour d’autres valeurs de », sont 
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autant de théorèmes qui établissent des réductions plus ou moins 
remarquables entre les fonctions T. 

Par exemple , l'équation (12) = (2) — + (10) + d, obtenue dans 
le cas de z — 60 , est l'expression abrégée de ce théorème 


Ti=rT#.(TS:)"P, 


P étant une fonction donnée de # et de quantités algébriques. Il 
est même facile de voir , « priort , de quelle manière + doit entrer 
dans cette fonction. 

En effet, si dans les équations (GC), (D), (E), etc., on fait 
 Tx= 7" (x), ® étant une nouvelle fonction , on trouvera que 
7 disparait entièrement de ces équations , de sorte que la quan- 
üté æ°—' Jx devra être indépendante de æ dans tous les résultats 
qu'on tirera de ces équations. 


, man 4 9 RRELESRRE = AIRE ET 
Dans l'exemple précédent on a $— +25 —=;:; donc 


Ti—Tz(Ts) 7 Q, 


Q étant une fonction purement algébrique qui ne doit plus con- 
tenir #. Pour trouver cette fonction algébrique, il faudrait déve- 
lopper tout au long les équations qui ont conduit à l'expression 
abrégée (12) = (2) — + (10) + d, comme nous l'avons fait dans le 
éas: desire 2. 


$ V. Propriétés générales des coefficiens différentiels de 
la fonction log x. 


(50). D’après le théorème de l’art. 37 , deuxième partie, si l’on 
fait 
fer dx (1—xÿ = V, TE pe 


I — LC 
on aura 
NE d log V 
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Mais par l'équation (3) on a V — —P7— , oulog V —{Tp+iTq 
P 1 T(p +9) 8 P 


—Î[T(p+3q); donc 
dIr (p + q) ee APR 2 Sr sd = [EC 


dCPp+q) dp 1—x 
Mettant 7 au lieu de p+9, on aura l’équation 
dlogrr __d Tp dx xP—x 
dr =/f+. 3 — TL ? (16) 


à laquelle on peut donner ne la forme 


dlogr(i+r) dlogr (1+p) __ fCx—x) dx. 
dr dp ET d'TD €! 
l'intégrale du second membre est prise à l'ordinaire entre les limites 
ON TI. 


(51). Soit p— 0 et r — a, le coefficient différentiel PT PAREE à 
2 dp 


se réduira à — C d’après la formule (w) du n° 77, deuxième partie ; 


ainsi On aura 


dir (i+a (1 — x) dx 
a A (17) 


c’est l'expression -du premier coeflicient différentiel de la fonction 
log T(1+a). Ce coeflicient pourra se déterminer exactement 
lorsque a sera un nombre rationnel, puisque sa valeur est com- 
posée de la constante connue — C et d’une intégrale définie qui 
ne dépend que des arcs de cercle et des logarithmes. 


. mr Ê 
Soit: alors a——,et soit x—7", on aura 
IT 


TES = JE mL: n [Ÿ. BTE 
EE 1—y" =) SNS None dE 

Cette dernière intégrale est la même qui a été désignée par B, 
dans l’art. 55, deuxième partie ; ainsi on aura 


[ER = LB, ; 


1— XX 
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,» ee * TL e 
par conséquent pour toute valeur rationnelle «a ——, le coefficient 


dIr(i+a) 
MP dau 


PÉRCHENENIENOR 1 
D PRE ET C+-— nb, 


différentiel aura pour expression 


ce qui donne aussi 
dlra 
da 


= — C — nB,. 


On pourra substituer dans ces expressions la valeur de B,, donnée 
dans l’article cité; mais 1l faut observer que cette valeur suppose 
m ie ñn. Dans le cas contraire , il faudrait séparer de la différen- 


tielle Ÿ Us Asa , la partie entière qu’elle contient , et l'intégrer 
#1 br; 


dans les es FY=0,7=1. Le reste de cette différentielle 
représenté par Re. aurait pour intégrale la quantité B,.. 

La même opération peut être faite d’une autre manière, en dimi- 
nuant successivement la valeur de a jusqu'à ce qu’elle devienne 
plus petite que l'unité. On a pour cet effet les formules T(1+4)=4aTa, 
F(2+a)=(1+ a)aTa, etc.; d’où l’on tire 


dir G+a) dra 
da =: + da ? 


ELLES shHa) 27 1 dira 
2 PRE NOR psg PURE das 
etc. 
(52). On a déjà remarqué (art. 20) qu’en désignant par ® (a) la 
somme de la suite harmonique 1 HIHI... + _ on a 


@ (a) Le Q'esre LAN ax 


La fonction @(a) sera donc aussi exprimée par l'intégrale définie 


(= [= (18) 


NE 


Cette expression se vérifie immédiatement lorsque a est un nombre 
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entier. En effet, dans ce cas on aura 


EE dat (iHx+ ax... ax) dx, 


L 


et l'intécrale de ce polynome, prise depuis x = 0 jusqu'à x=1, 
. 1 LA LL LA 
donne la suite 1 +++ +... .+ > désignée par ® (a). 
Ce résultat étendu à toutes les valeurs de 4, en vertu de la con- 
2 
tinuité de la fonction @ (a), aurait sufli pour donner l’expression 


de @(a) en intégrale définie , et de là celle du coeficient diffé- 


rentiel ST Ge 2) 


, qu'on aurait trouvé ainsi sans le secours du 


théorème de l’article 37. 


(55). Il résulte de la formule précédente que, toutes les fois 
que le nombre a sera rationnel , la somme © (a) de la série har- 
monique pourra être exprimée par le moyen des arcs de cercle et 
des logarithmes , Ce qui est un théorème assez remarquable. 

Pour avoir la valeur effective de @® (a) dans le cas dont il s’agit, 
on observera d’abord que par la nature de cette fonction, on a 


® (a) = = + p(a— 1); 


d’où il suit que la détermination de la fonction @ (a) se réduira 
toujours à celle d’une pareille fonction dans laquelle 4 sera plus 
petit que l'unité. 
. TL » : 
Soit alors a — —, m étant 7, etonaura, comme ci-dessus , 
mn 


P(a) = - — nB,. 


Les cas les plus simples peuvent être calculés directement par 
le moyen de l'intégrale définie. Ainsi on trouve 


1 d 
P(i)—=2— 2 + =2—2b, 

Éd den 0: TR ST NE Crer 2 ÉCS rm : LR 
(5) = 3 JS =s in, 


CG = 4-4 = 45h — 37. 
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Lorsque & est infiniment petit , on aura 


EN Es 
x 


= SES = à — —L 


LR 1— LT 


al À 


Cette valeur se déduirait aussi de la formule 


de __ ddlogr(1+a) 
GALIRIT da? # 


2 
dont le second membre se réduit à S, ou e lorsque a — 0. 


La fonction ® (a) décroit donc continuellement depuis a = 1 
jusqu'a a — 0; elle est égale à 1 dans la première limite, et à 
zéro dans la seconde. 

Nous remarquerons qu'Euler a donné la valeur de @ (1) dans 
son Calcul différentiel , pag. 814, mais d’après une suite infinie qu'il 
ne somme que dans ce cas particulier. 


(54). Si l'on différentie logarithmiquement les équations (C ), 
(D),(CE), etc., on aura diverses relations entre les coefficiens 
différentiels de même ordre de la fonction T (x). Et d’abord 
l'équation (C) donne 

dira dir(i—a) _ 

De Pet es Aus Ua MAT (19) 
dir Er a) — a) 
dG—a) P 


dira 
Ty» que nous regardons comme son 


Ainsi le coefficient différentiel eut se déduire du 


coefficient différentiel 


complément. 

Cette équation fait connaître la différence de deux coefficiens 
qui sont complémens l’un de lautre, et elle a l'avantage de 
donner cette différence pour toute valeur de 4 rationnelle ou ir- 
rationnelle. 

L’équation (16 ) donnerait pour la même différence > cette 


valeur 
dira d'IT (a) M des LT iEE 


da EN d (a matos) vel Vin 


; 


donc 
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donc on a 


de ARE 
—,—— = ®%# Cot ar, (20) 
TX 


formule qui a lieu pour toute valeur de a, et qu'il est aisé de vé- 
rifier lorsque a est rationnel. Cette formule s'accorde entièrement 
avec celle du n° 44, deuxième partie. 


(55). Différenciant de même l'équation (D), et changeant x en a, 
on aura 
dÎra dIr(i+a) adIr (sa) 


"da DOTE DU ME PT (80) GAME 0ù 


Le premier membre se compose de deux différences qui se déter- 
munent par l'équation (16), et dont les valeurs sont 


d'Îra PRADIE (5 nadéqef ei NE nent tes 

da A'COUIT IN ENST"; 
dIr(i La). dir(sa) _ fdx æx—xt" 
PAGE TR PET ce! RENRCITENS EN" EEe 


Donc en faisant les substitutions, on aura la formule 


C —= 2/12, 
Fe 1— 2 


1 
— a 
[= tait — 22° 


De l'équation (E) on déduirait semblablement là formule 


, (fee ce ne Res CM 


va Lt 


et ainsi des autres. 
Ces formules peuvent aussi se mettre sous la forme suivante : 


1H x — 0x" 


[x 'dx.— 


TER NS 


fade LES y 


mL , 


fas="dx 1H © + x + x — Li 


1 — xt TRE 
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et l'on peut remarquer qu’elles sont toutes contenues dans la for- 
mule générale 


x T'dr F6 plié s à 
LE 1— x" in (21) 


(56). Ce résultat est facile à vérifier lorsque a est un nombre 
entier. En effet, appelons f(a) le premier membre de l'équation 
précédente ; si à la place de &« on met a + 1, on aura 


x dx narti-idx 
dits 1) NE 1—x" ) 


À x xd na T1 1 né 
Mais on a(— Œ = +f= sl a fe Lu Pr 


1 (°2 


] 


na—1 (| 1 ] 
+ [EE ©. Faisant æ=—1 dans les parties hors du signe, et 


1—- x" 
retranchant une intégrale de l’autre, on aura F(a+ 1) =F (a), 
et par conséquent F(a) —F (1). Mais lorsque a— 1, on a 


LS pm à À - 1— x" 
F() = [= — ne Le ; 
faisant ensuite x — 1, on aura F(1)—/{n; donc F(a)=/n. La 


formule générale est donc démontrée lorsque 4 est un nombre 
entier. 


(57). Supposons maintenant EE pet g étant des nombres 
entiers, si l’on fait x—7*, on aura 
FO = [LES me 
I 1— y" 7/7 


intégrale qui devra toujours être prise depuis > —0 jusqu'a y —=1. 
Si l'on faisait y"—z2, la valeur de F(a) pourrait se mettre 
sous la forme 


F (a) — Î RARE AS rl +), 


 Empae 4 1—21 


c’est-à-dire que F serait la différence de deux intégrales de même 
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forme et prises entre les mêmes limites; d’où il semble qu'on 
devrait conclure que F est nulle. Mais 1l faut observer que les 
intégrales dont il s’agit sont toutes deux infinies, et que leur 
différence, qui peut être finie, dépend de la relation qui existe 
entre 3 et y, et ne peut être trouvée que lorsqu'on aura écarté 
les infinis de part et d’autre. 

Pour cela, je remarque que p et g étant toujours supposés des 
nombres entiers, on a, par les règles de la décomposition des 
fractions rationnelles, 


N étant un dénominateur qui ne s’évanouit pas lorsque y = 1. On 
aura donc l'intégrale indéfinie 


P—1d 
en ie UT 2) LU)» 


f(y) étant une fonction de y exprimée en arcs de cercle et lo- 
garithmes, laquelle est nulle lorsque y — 0, et ne devient pas in- 
finie lorsque y —1. On aura semblablement 


PR op s) CE 


1 LA Ty 


f(z) étant la même fonction de z que f ( y) est de y. De là ré- 
sulte l’intégrale indéfinie 


F=(—) +f(n —f0): 


ou, en mettant y” à la place de z, 


LE) + fn) — fo). 


en À 
Maintenant si l’on fait y—1, comme on peut préalablement mettre 
1 A 2 D — 
entz sous la forme 1+y+7y"...+7"t, on aura la valeur 


cherchée 
ETAN SUR 
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de sorte que la formule générale est démontrée a priori pour toute 
valeur rationnelle de a. 


\ 


. POV UALIE 
(58). Pour revenir à la fonction <, que nous pouvons re- 
da ? 


présenter par Z/(a), on voit que les équations (C), (D), (E), etc., 
ne font connaitre aucune propriété particulière de cette fonction, 
et qu'elles conduisent seulement à des formules relatives aux in- 
tégrales définies. Il ne reste par conséquent à considérer d’autre 
propriété de cette fonction, que celle qui est contenue dans 
l'équation (16), et qui consiste en ce que, toutes les fois que a 
sera rationnel, la fonction Z'(4) pourra toujours s'exprimer par 
la constante —C jointe à une quantité qu’on peut toujours évaluer 
par arcs de cercle et par logarithmes. 

Nous avons traité fort au long des réductions qui peuvent avoir 
lieu entre les fonctions log Ta ou Z(a), lorsqu'on donne à la 


: . RTS D — 1 
racine a Îles valeurs successives =, =, =...——. Un semblable 
71 [12 [LA 


problème n'a point lieu relativement aux fonctions 7Z/(a), puis- 


qu'elles sont toutes déterminables , ainsi qu’on vient de le dire. 


+ D Ô dd ra 
Passons donc aux coefficiens différentiels du second ordre —=—, 


que nous désignerons semblablement par Z"(a). 


(59). L’équation (16) étant différenciée par rapport à p, donne, 
en mettant a au lieu de p, 


q=—] 1 
dd [ra Ro fré Pere 


da? 1—X 


Développant la différentielle du second membre en série, et in- 
tégrant les différens termes d’après la formule de l’art. 40, deuxième 
partie, on aura 


dd [ra HAT 1 1 t 
de 47 0° qe (a+ 1)" a (a +2} + etc: 


Cette formule et celles qu’on pourrait en déduire par la différen- 
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tiation , sont les mêmes qui ont été données dans l’art. 22; et Comme 


1 
x dx — 
: x 


1 2 
il ne résultera de l'équation (16) aucune propriété des fonc- 
tions Z"(a). | 


on ne connait aucun autre moyen d'obtenir l'intégrale f 


(60). L’équation (19) étant différenciée, donne 


f! 11 — nu 
Z'(a) + Z'(i—a) = =; | (22) 
d’où l’on voit que la fonction Z"{1—a) se détermine par la fonc- 
tion Z"(a), qui en est le complément. 

Lorsque a—+, la formule précédente donne Z"(+) = + 7°. 
Lorsque a—1, on a Z"(1)=—+%7"; en effet, la valeur générale 
de Z/(a) étant 

( po ol 1 
Z (a) QE æ = + (2 + a)° —- elc. , 


1 
G+a) 


2 


cette quantité, dans le cas dont il s’agit, se réduit à S, ou = 


G- 
C’est aussi ce qu’on déduirait des formules 

ZL'{i+a) = — C + Sa — Ssa + Sjai — etc. 

ZL'(1 + a) = S, —2$,a —+-35,a* — etc. , 
en faisant a — 0. . 


Pour avoir d’autres propriétés de la fonction Z'(a), on pren- 
dra la différenuelle seconde logarithmique de l'équation (D), ce 
qui donnera 
de même la différentielle seconde des équations (E) et (F) 
donnerait 
Z'(a) + L( 3 + a) + 25 + à) — 9Z"( 5a) = 0, 


! ! Ge ) 
La) +2" +a)+L'É+a)+2"(E+a)+L"(É + a)—257/ (ba) = 0 : 
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ce sont les mêmes équations qui ont servi à Bird les équa= 
tions (D) CEST (ESS "etc. 

Il résulte de ces équations, qu’on peut faire sur les fonctions 
Z”' les mêmes réductions qui ont lieu pour les fonctions F, c’est- 


\ e . s \ 2 4 4 
àa-dire que si l’on considère les fonctions successives Z" (£}, 


2 TD — 1] ë ; ; 
FA ( œ À NZ ( Fe JE ces fonctions se détermineront par le 


moyen d’un certain nombre d’entr’elles, et ce nombre sera en 
général le même que celui des nombres premiers à z et plus pe- 
tits que 37. Ainsi dans le cas de 7 — 12, deux des transcendantes 
22), Z"(2)...2Z"(2), suffiront pour déterminer toutes les 
autres : ces deux SA ee se trouveront d’ailleurs par la 
même méthode qui a été employée à l’égard des fonctions T. 


(61). En effet, si l'on désigne, pour abréger, la fonction 


k à . . F 
2" (=) par (4), l'équation (22) donnera, en faisant =), 


G+G) = = 4P6+V3), 
(2) + Go) 
(3) + (9) 
G)+ (8) = 57, 
GO) + (7) = je = 4m(2 —V3), 
(6)= 17% 
on aura ensuite, par l'équation (25), les deux conditions 
G) + (7) — 46) = 0, 
(2)SESFOUREE 4(4) = 0, 
et par l'équation (24), cette autre condition, 
G) + 6) + (9) — 96) = 


Ces neuf équations permettront de déterminer toutes les trans- 
cendantes dont il s’agit, par le moyen de deux d’entr’elles. Par 


Un 


à 


ll 
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exemple, si l’on prend pour données 7(-5) et Z"(-#), que 
nous désignons par (1) et (2), les autres transcendantes se dé- 
termineront ainsi : 


(3) = 5G) — 5) + rm —5iVs), 

D =3C) + #7, | 
(6) = (G) — 4(2) + 47 —V3), 
(6) 27) 
(9 = 42) — G), 
G)= Ms) Sms 
(9) = 5(2) — 30) ++), 

(10) = — (2) + 47, 

(u)= — (1) + 47 (24 V3). 

Il ne reste, pour la détermination absolue de ces quantités, qu'a 


connaître Z"(2) et Z"(Æ). Pour cela, il faudrait pouvoir sommer 
les suites que ces quantités représentent, savoir : 


I IA 


VIN 4) ES QUES 
Z (- —) RÇPESE 144 (: + 132 + 25: —+ 37° — etc.) » 
RESTE PATE MR cta E 
Z'(E) — 56 ( RON er ReE elc.). 
On pourrait aussi déterminer ces quantités par les intégrales définies 


1 


Be) AUS 


+ 


1 

dx l- 

LE) = 369) —— 

10) Car pores 

Mais la difficulté d'exprimer ces intégrales autrement que par les 
séries précédentes, rend ces expressions peu utiles. 

Lorsqu'on voudra obtenir ces valeurs par approximation, on y 

parviendra aisément par la formule de l’art. 46, deuxième partie. 


(62). Considérons maintenant le troisième coeflicient....., 
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FRUTIE= nu ; on aura d'abord, par l'équation (C), 
2#Ÿ COS a 
2") — LG a) = — TEE, (25) 


ce qui détermine la fonction Z/"{1—a) par son complément Z/(a). 
On a ensuite, par les équations (D), (E), etc., 


Z"(a) + Z'(E+ a) — 82/"(2a) = 0, 
Z"(a) — Z"(+ + a) + Z"(5+ a) Lu 27 2"(3a) = O, 
et ainsi de suite; ce qui établit les mêmes réductions entre les 


fonctions Z/"(a) qu’on a obtenues entre les fonctions Z/(a). 
Le cas de a—1 donne, par les formules de larticle 60, 


Z/"(i) = —2$S,; si dans la première des deux équations précé- 
déntes on fait a—+, on aura Z/(1)—92/"(1)—=— 148;; enfin 
dans le cas de &a— +}, on aura les deux équations 

87° 


2) AN ae 
Z"(3) + Z(2) LL 26Z,"(x) — où 


ce qui détermine les deux transcendantes Z/(+) et Z”(£), par 
le moyen de Z/(1) ou de S:. 

Toutes ces solutions reviennent à celles que nous avons déjà 
données ou. indiquées dans les art. 45 à 49 de la deuxième partie; 
mais on voit plus clairement dans cette nouvelle méthode la sé- 
rie des opérations, et on connait le nombre de transcendantes 
nécessaires à chaque solution, nombre qui a été fixé par la règle 


de l’art. 47. 
$ VI. Divers exemples d'interpolation. 


(63). Euler, dans le chapitre XVII de son Calcul différentiel, 
a résolu divers problèmes d’interpolation par des suites infinies 
dont il ne donne la somme que pour le cas de 7 = +. Nous allons 
faire voir que ces interpolations peuvent être effectuées d’une ma- 


nière plus simple et'plus générale au moyen des fonctions T.. 
Exemple 
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Exemple I. Supposons qu’il s'agisse d’interpoler la suite dont le 


É 1 . ‘ 
n°" terme est N=1+:+H+5r....—+ SE la question est de savoir 


ce que deviendra N lorsqu'on donnera à z une valeur fractionnaire 
quelconque. 

Nous avons désigné (art. 52) ce terme général par @ (»), et 
nous avons fait voir que ® (7) est donné par la formule 


— x") dx 
P (n) = Re L 


cette intégrale étant prise depuis x—0 jusqu’à x = 1. On pourra 

donc déterminer @ (x) par les arcs de cercle et les logarithmes, 

toutes les fois que » sera un nombre rationnel. Dans les autres cas, 
on déterminera @ (7) par la suite 

1 A" pa 

= D — He 

p(n=C+h+— ne NE Zn 

où À’, B', C’, etc. désignent les nombres Bernoulliens. On pourra 

toujours faire ensorte que celie suite converge rapidement dans 


C7 
— En —+- elc., 


1er . fee ( 
les premiers termes; car on a @(n)—@{n+1 PR en . Ainsi 


o (n) peut être déterminé par @(n + k) , À élant un entier qui 
pourra être pris assez grand pour que la série qui détermine ® (n+-k), 
ait les conditions requises. 


(64). Exemple IT. Soit proposé SARA la suite dont le terme 
général ou le n“" terme est 


NC) EST regoalél | 


a + b a + 2b a+3b'""" 1 a+nb 
HER a+ n6 € ab— : | 
Puisqu'on a TE nb PEROU TC , On voit que ce Cas se ra- 
b +) 


mène au précédent , et que l'expression de IN pour toute valeur 
de » , sera 


NEA p(r+n). 
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Ainsi on pourra déterminer N par les arcs de cercle et les loga- 


. . «@ . 
rithmes , toutes les fois que e + x aura une valeur rationnelle. 


(65). Exemple IIT. Pour interpoler la suite dont le terme général 
N=:1i+ = + z + Fe + — on pourra se servir de la formule 
FE Ca ol dents 
D MULIÉE A APE Ter dx' ? 


d'Ir(i+x) 
dx' 


et appliquer les réductions propres à la fonction , dans 
laquelle on fera x = 7. 

Dans les cas où cette fonction ne pourrait s'exprimer exactement 
en. vertu de ces propriétés , il faudra, pour trouver la valeur deN, 
avoir recours à la série qui vient des différentiations répétées de 
la formule 


Ce) D TONI ES RE APR ALT 


Mais comme cette formule suppose x 1, il faudra préalablement 
ramener le cas proposé à celui où z est << 1; ce qui n’a aucune 
difficulté, puisque N étant une fonction de #7 qu'on peut désigner 
par f (2), on aura 


FU) = fa — is) + à 


(66). Exemple IV. Soit proposé d’interpoler la suite dont le 
ua +6 a +26 x + 3 æ + n6 
a+b'a+ob'a+5b"""""a+ nb" 

Lorsque z est un nombre entier , on a 


terme général N — 


(m+ 1) (m+2) (m+3)....(m+n) = ED, 


Donc le terme général N a pour expression 
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valeur qui pourra être employée quel que soit ». 
| dr és 


qe . 1 
Si l’on propose, par exemple, la suite 2? 2.4? 3.4.6? 


etc., son 
terme général sera 


NA T(n +2) 
Tir(n+i) 
Ainsi pour l'indice » = ;, on aura N = - _ MES 2 ; pour l'indice 
s T3 
n— 3, On aura N — RE NE nl que ourr i— 
re mr PA UE qui pourra se ré 
duire ultérieurement par la relation connue entre T + et T£. 


. . 1 . A . 
Soit encore la suite >, 3638 Ctc., l'expression de son 
terme général sera 


fe N Ce ANG" 
T:T(n+:) 
Ai . li Hi is # Ne La ai 2 ré 
insi pour l'indice n = +, on aura N — SR PAL pour 
Le es T'1 1 3 sin: 3 /3 
l'indice n=?, on aura N= RE ps agi uls V ù 
T3r3 3l3r3 27 4m 


(67). Il est bon d'observer que la question d’interpoler une suite 
donnée , est susceptible d’une infinité de solutions, quand on 
l’envisage analytiquement et sans application à un objet déterminé. 
En effet, soit N le terme général de la suite donnée , terme dont 
la valeur est connue lorsque 7 est un entier , et soit ® (7) la fonc- 
tion continue égale à N ; dans laquelle on peut mettre pour z un 
nombre quelconque entier ou fractionnaire ; si au lieu de N on prend 
N sin (onr + «) 

Sin æ 
pas zéro , il est visible que la suite résultant de ce terme général, 
ne différera pas de la suite donnée. On pourrait donc , au lieu de 


D (n), prendre ® CAES , valeur qui différerait de ®(7) 


, & étant un angle quelconque , pourvu qu’il ne soit 


In æœ 
lorsque x n’est pas entier. On pourrait même prendre plus générale- 
ment, au lieu de ® (x), l'expression 


p AB sin (onx + «) + C sin( 277 + 6) + etc. 
(x). À + B sin & + C sin 6 + etc. : 
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et une infinité d’autres qui se reduisent à ® (7) lorsque » est entier ; 
ce qui donnerait une infinité de solutions différentes de celle qui 
est donnée par la fonction continue ® (x). 


On pourrait appeler fonctions ondulées , les fonctions ainsi affec- 
tées d’un facteur qui se réduit à l’unité pour toute valeur entière 
de ». Ces fonctions serviraient à expliquer quelques paradoxes qui 
peuvent se rencontrer dans les applications de l'analyse. 


LS 


6 VIL Des valeurs que prend la fonction V'a, lorsque 


la racine a est négative. 


(68). Tant que a est positif, on peut regarder la fonction Ta 
comme, représentant l’aire , prise depuis x = o jusqu'a x —=1,de 


’ ° 1 LEE e- . 
la courbe dont l’ordonnée y — (4) . Mais cette construction, en 


quelque sorte géométrique, ne peut donner aucune idée de ce que 
devient la fonction Ta, lorsqu'on suppose 4 négatif. Il faut suppléer 
à cette construction par les formules mêmes qui contiennent les 
propriétés générales de la fonction T, et auxquelles on donnera 
l'extension nécessaire. On liera ainsi, suivant une même loi, les 
fonctions T (x), considérées comme les ordonnées d’une méme 
courbe qui répondent à des abscisses quelconques x positives ou 
négatives. 


Si l’on prend d'abord l'équation (B) et qu’on y change le signe 


de x, on aura 


AE 1e (26) 


Pour. voir plus clairement l'usage de cette équation , nous distin- 
guerons différentes périodes dans le sens négatif, comme nous les 
avons distinguées dans le sens positif. La première sera comprise 
depuis x — 0 jusqu'a x——1, la seconde depuis x=—1 jusqu’à 
x = — 2, ainsi de suite. 


D'après l'équation précédente , l’on voit que la foncüon T (—x) 
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est négative dans toute l'étendue de la première période, et qu'elle 
est infinie aux extrémités de cette période. 

Si dans la même équation l’on met 1 x à la place de x, 
on aura 


T(—i—x) =— T(— x) = 


= ras Con 2E 


d’où il suit que la fonction T(— a) est positive dans la seconde 
période , depuis a = 1 jusqu'à a=— 2, et que dans ces deux limites, 
elle est infinie. 

Mettant dans cette dernière équation 1 + x au lieu de x, on 
aura encore 


de ne ait 231 er oui Ro 


T(—2—x)— x (1 + x) (2 + G+x)? 


(ei CC G+x) 
d’où 1l suit que la fonction F(— a) est négative dans la troisième 
période, depuis a=— 2 jusqu’à a — 3, et qu’elle est infinie dans 
ces deux limites. 
En continuant ainsi , on voit que la fonction T (— a) sera infinie 
pour toutes les valeurs entières de 4, et qu’elle sera alternativement 
positive et négative dans les périodes successives. 


(69). La courbe dont les ordonnées représentent F (x) , est donc 
composée , dans le sens négatif, d’une infinité de branches séparées 
par des asymptotes perpendiculaires à l’axe des x , et menées 
successivement aux distances Xx—0,—1, — 2, —3, etc. Ces 
branches qui touchent chacune des asymptotes, sont situées alter- 
nativement d’un côté et de l’autre de l’axe ; de sorte qu’il y a dans 
chacune un point où la fonction F est un minimum. 


La fonction Ta étant supposée connue pour toute valeur positive 
de a , on en déduit aisément par les formules précédentes , l’ex- 
pression de toute fonction de cette sorte où & est négatif; car on 


a en général, * étant un entier quelconque, et x un nombre 
moindre que l’unité, 


7 CARO OP AT) 
GARE CES RATER (k+ x)? (27) 
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ou encore 
(— 1} rxr(1— x) 


T(k+1+x) ; 


Cette dernière formule se déduirait directement de l'équation (C), 


T(—k— x) — 


TxT(i—x) = — 


sinrx ? 


dans laquelle mettant # + 1 x au lieu de x, on trouve 


mn 4 mme RL CAUSE ip CL RES La k+1 2 54 : 
T(kHix) T (—A% On ET U TS LE 1) TXT (1x). 
Ces formules s'accordent parfaitement avec les résultats que donne- 
raient les autres équations (D), (E), (F), etc., en y changeant le 
signe de x. Elles offrent conséquemment la théorie-complète des 
fonctions Ta pour toute valeur négative de a. 


(70). Pour confirmer cette théorie , nous allons démontrer, 


RS ne . dlogr s 
d'après la valeur générale du coefficient —®—, que la fonction T 
Ï 3 nblenté 


n’est susceptible que d’un minimum dans le sens positif, mais qu’elle 
en admet une infinité dans le sens négatif. 


En effet, si l’on fait log Tx = Z, on aura (art. 21) 


dZ Li ] XL —— 1] 2 — 1 DEN 
Peer CN ir 


de sn He ES TC ee 


, LS dZ, , . - 
Lorsqu'on fait x—1 ou æ<1, la valeur de Ts est négative ; 
lorsqu'on fait x—=2,0ona 

dZ 1 1 1 1 
Brin esta ie rh etcs riGiess 1—C, 
valeur positive, Donc entre x = 1 etx=32,il y a une valeur 

3 dZ vs 
de x qui rend nulle 7x » €t alors Z est un minimum. 


ee dz y 4 
Si l'on fait x > 2, la valeur de Ts Sera positive et augmentera 
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jusqu'à l'infini. Ainsi il n'y a aucun autre minimum dans le sens 


positif. 


Dans le sens négatif ; au contraire , il y a un z#intmum dans chaque 
période, ou en général entre x=—ket x ——#kK—1, k étant 
un entier quelconque. Prouvons, par exemple, qu'il existe un 
minimum entre X—=—2 etx——53. Lorsqu'on fail x —=—2—0, 

d. 


; . . « Z : 762 
© étant infiniment petit , la valeur de += contient différens termes 


. l - e . +. 
dont la somme est finie, et un terme - qui est un infini positif. 


4 conti 
js Es ntiien 


dra de même des termes dont la somme est finie, et un terme 


Lorsqu’ensuite l’on fait x= — 3 w, la valeur de 


LRO. daiées dr le à 
— >; qui est un infini négaüf. Donc entre ces deux extrèmes, il y a 


dZ . « . 
une valeur de 7 nulle; donc il y a un minimum entre x=— 2 
L 


et x ——3, conformément à la théorie précédente. 


6 VIII. Zormules pour calculer par approximation les 
Jonctions 1". 


(71). Nous avons pour cet objet deux formules générales qui 
ont été présentées dans les articles 73 et 77 de la deuxième partie. 
La première est 
AMIS Ho ri 
Tax 3m Tom etc. 


logTx = 1+l27 +(x— 7%) lx — x + 


Elle donne «pour /T x une valeur d'autant plus approchée que x 
est plus grand , et nous avons fait voir dans les articles 70 et 71, 
quels sont les moyens d'obtenir par cette formule, tel degré d'ap- 
proximation qu'on pourra desirer. Il faut qu'on ait x > 5 pour 
que cette formule donne / Tx avec douze décimales exactes, et 


alors on devra calculer les sept ou huit premiers termes de la suite 
Arr à B’ 
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Si x n'est pas >> 5; par exemple , si x est compris entre 1 et; 
on augmentera æ de quatre unités, on calculera log T (44+x) 
par la formule précédente, et on en déduira 


log Tx — logT (4+x)—log{x(1+x)(2+x)(3+x)]. 


(72). Quant aux coefficiens différentiels successifs de la fonction 
Z=— log Tx, leurs valeurs déduites de la formule précédente, 
sont 


dZ un ART DM CON 

BEN La Lx RATÉ Lise 2Ù HE SNS 
ddZ 1 QUE 1 1 1 

AT = rade Didier 16100 
dZ 1 1 1 1 1 

FE né — Fr OA MODE ee + elc., 
eic. 


Ces suites sont de moins en moins convergentes , à mesure que 
les différences deviennent plus élevées ; et la convergence qui a 
lieu dans les premiers termes , se change bientôt en divergence. 
Mais leur usage n’en est pas moins utile, en suivant les règles que, 
nous ayons posées dans les articles 70 et 71. 

Les logarithmes donnés par ces formules , sont des logarithmes 
hyperboliques ; pour les convertir en logarithmes vulgaires, il faudra 
multiplier tous les termes des séries par le module #7—0.43429 etc., 
excepté les termes exprimés en logarithmes, dans lesquels on substi- 
tuera directement les valeurs données par les tables. 


(73). L'autre formule pour calculer log FT (1 4x), a été donnée 
dans les articles 77 et 78 de la deuxième partie. Mais pour en faire 
usage , il faut connaître les valeurs fort approchées des transcen- 
dantes S2, S3, S4, etc. qui représentent les sommes des puissances 
réciproques, de même degré, des nombres naturels. Ces valeurs 
sont données jusqu'à la 16 puissance et avec seize décimales, 
dans le Calcul différentiel d’Euler ; page 456. Mais l'examen que 
nous avons fait de cette table, nous y a fait apercevoir quelques 
erreurs assez graves, et nous avons été obligés de la calculer de nou- 

veau ; 


OMOMOLI" OC Ou AE 


al 


nl 


bd 
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veau ; nous avons cru devoir en même temps la prolonger jusqu'a 
la 35ème puissance , terme passé lequel chaque fraction qui suit 
l'unité devient la moitié de la précédente. Voici cette nouvelle 


table corrigée. 


S, 


.64493 40668 482264 
.20205 69031 595943 
.08232 32337 111382 
.03692 77551 433700 
.01734 30619 844491 
-00834 92773 819227 
-00407 73561 979443 
.-00200 83928 260822 
.00099 45751 278180 
.00049 41886 041194 
.00024 60865 533080 
.00012 27133 475785 
.00006 12481 350587 
.00003 05882 363070 
.00001 52822 594086 
.00000 76371 976379 
.00000 38172 932650 


nm 

19 | 1.00000 
20 | 1.00000 
21 | 1.00000 
22 | 1.00000 
23 | 1.00000 
24 | 1.00000 
25 | 1.00000 
26 | 1.00000 
27 1.000000 
28 | 1.00000 
29 | 1.00000 
50 | 1.00000 
31 | 1.00000 
32 | 1.00000 
33 | 1.00000 
34 | 1.00000 
35 | 1.00000 


S, 
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19082 127166 


09539 620339 
04769 329868 
02384 505027 
01192 199260 
00596 081891 
00298 035035 
00149 015548 


00074 507118 | 


00037 253340 
00018 626597 


00009 313274 | 


00004 656629 
00002 328312 
00001 164155 
00000 582077 
00000 201038 


(74). Au moyen de cette table on aura, pour calculer log T(1+-x), 


l’une ou l’autre des formules : 


IT(i+x) = — Cr Hi Sr — + Sais ,xft— etc. 


LF(1+x) = À] 


C3 ba 


sinrC 


—Car—}Ssx—+?S;x— elc. 


ee 
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Lorsqu'il s’agit de calculer log Ta pour une valeur donnée de #, 
on peut toujours réduire la question au cas où l’on a a—=1+x, 
æ étant <<}, ou même <<. Les suites précédentes seront donc 
convergentes et auront l’avantage de l’être dans toute leur éten- 
due, de sorte que le degré d’approximation auquel on peut par- 
venir par ces suites, n’est limité que par celui qui a lieu dans les 
valeurs des transcendantes $,, S;, S,, etc. 

La seconde formule est préférable à la prenuere , comme con- 
tenant une suite plus convergente. Cependant lorsque x sera très- 
petit, il vaudra mieux faire usage de la première, parce que la 
valeur de logsin#x, donnée par les tables, pourrait n'être pas 
suffisamment exacte. Or le moyen de suppléer aux tables serait de 
calculer log smx par la formule 


lsinwx = l(rx) — S,x° — St — 5 Six — etc., 


ce qui revient à faire usage de la première des formules ci-dessus; 
mais lorsque x est assez grand pour que les tables donnent sans 
difficulté la valeur de log sinæx, il y aura un avantage marqué 
à se servir de la seconde formule. 


(35). On pourra simplifier encore assez notablement cette for- 
mule, en lui donnant la forme suivante : 


TXL k 


LE also Er 


Æ # (29) 
+(1—Cx —(S3—1) 3 —(Ss—1)S — etc, 


Enfin pour convertir ces logarithmes en Jlogarithmes vulgaires, il 
faudra multiplier les termes algébriques par le module 77; soit 
donc 


m(i—C)=B, Z(Ss—1)=B, L(S—1)=B, etc, 


et la formule adaptée aux logarithmes vulgaires deviendra 


D Go) 


+ Br — By — Bsx — Bi’ — etc. 
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Cette formule pourra servir à calculer log Ta jusqu'a 14 déci- 
males, si l’on a des tables telles que la Trigonometria Britannica , 
qui donnent ce nombre de décimales pour {sinrx; quant aux 
1+x 


1e 2. à 
avec ce degré d’exactitude, ou un plus grand encore , par la table 
connue qui donne les logarithmes des 11 ou 1200 premiers nombres 
avec 20 décimales. 

Pour obtenir le nombre de décimales dont il s’agit, il sera bon 
de calculer le terme Bx par la simple multiplication, afin d’éviter 
l'emploi des logarithmes à 14 décimales, pour lesquels on n’a 
. point de tables complètes, ou auxquelles on ne supplée que par 
des calculs plus longs que la multiplication. D'ailleurs si l’on ap- 
plique la formule à la construction d’une table, la multiplication 
dont il s’agit peut être entièrement évitée, puisque chaque produit 
B(x + w) se forme du produit précédent Bx, auquel on ajoute la 
constante Bo. , 

Quant aux autres termes B;x°, B:sx, etc., ils se calculeront par 
les tables ordinaires à 10 décimales, au moyen des logarithmes 
des coefliciens qu'on trouvera ci-après, art. 70. 

Il ne faut pas perdre de vue qu'on peut toujours supposer 
x <+ ou même x +. Dans le cas de x=— +, le terme B,:x'° ne 
vaut pas trois unités décimales du onzième ordre; dans le cas de 
x—+,il n’en vaut pas une du quinzième. Au surplus, quand 
on est parvenu aux derniers termes de la formule, ces termes 
forment avec les suivans une progression à très-peu près géomé- 
trique, de sorte qu'il est facile de tenir compte des termes qui 
restent à calculer. 


logarithmes de x et de 


» il Sera toujours facile de les. avoir 


(76). La valeur de la constante C a été calculée par Euler 
(Calcul différentiel , page 144), au moyen de la suite harmo- 
nique 1H, dont la somme (x) est donnée par 
la formule 


A" B’ 


1 C’ 
CD ENCRES AE re EE 
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A, B', C/, etc. étant la suite des nombres Bernoulliens. Appli- 
quant cette formule au cas de x —10, on a, par la sommation 
effective , 


® —= 2.928096 82539 68253 96825, etc., 
et par la sommation approchée, 
p—=C+ 2.355175 25800 66721 1076; 


de Ïà on tire 
C—o.57721 56649 01532 8606, 


valeur qui s'accorde, dans les 15 premières décimales, avec le 
résultat donné par Euler. 

La valeur de © peut se calculer aussi par l'équation (29); en 
faisant soit x— 1, soit x—+; il en résulte ces deux expressions: 


2) 
+ l2H ES; —1) HAESs—i) HAS,—1) Hetc., 
1— CZ LE HS} Si + (Si) + etc. ; 
substituant les valeurs des quantités S:, S;, S,, etc., données 
dans l’article 73, on trouve 


par la première expression C — 0.57721 56649 01532 85, 
et par la deuxième C — 0.57721 56649 01532 86r, 


ce qui s'accorde aussi bien qu'il est possible avec la valeur déjà 
trouvée, et on voit que celle-ci est exacte jusque dans la dix- 
huitième décimale, Il suit de là que les valeurs des transcendantes 
Ss, S:, S,, etc., contenues dans la table citée, sont exactes, et 
qu’on peut les employer avec confiance dans le calcul des quan- 
UIÉSAr 


(77). Pour faire voir, par un exemple, l’usage de la formule (50), 
proposons-nous de déterminer le minimum de la fonction Ta. Nous 
savons que ce munimum a lieu à peu près lorsque a —:1.4616; 
nous, allons donc chercher la valeur de logT(1+x), en fai- 
sant x 0.460616. Ce cas est l’un des moins favorables pour la 
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convergence des suites, mais il pourra servir de type pour les 
calculs semblables où l’approximation s’obtiendra avec plus de 


facilité. 


æ... 0.409714 98726 9413 
x... 9.066426 58001 4768 


ax... o.16141 56728 4181 
sinxx... 9:99683 20907 2586 
Diff... 0.16458 35821 1595 
a... 0.433572 34831 2856 
Diff... 9.73086 00989 8739 
1... 9-86543 00494 9369 
Br... 0.08475 571635 7949 


A... 9.095018 57658 7318 


(1)... 0.00287 69621 5818 


Ga} ur ane 6 72196 4509 
re LET LOUE 23131 0721 
AMEN ENTER 922 1008 
6). S.E DRE de 59 5556 
(D AR moe EN. 1 7709 
GRIS MER RIM 815 
Pour les termes suivans ...... 39 


Somme... 0.00294 65912 6265 


À... 0.95018 57658 7318 


T(1+x) — 9.947253 91746 1053 


. 0.106482 85343 4448 
* 9.735110 50512 1592 


.. 0143372 54831 2856 a 
. 8.466153 67490 38 
+ 8.909279 74004 43 
. 745803 41494 8: 


. 7.50616 72144 
. 8.32152 90007 


219.092749:02151 


# 6:71433 516: 
- 7.064986 06ot 


. 4.364109 5762 


+ 5.98639 046 
- 6.97839 220 


. 2.096478 266 


. 5.290028 44 
. 6.30692 38 


. 1.59720 82 


. 4.612735 3 
285:03940 


. 0.24818 8 


3.094724 


. 4.96399 
. 8.91123 
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(78). Pour avoir le point précis du 7inimum il faut, pour la 
valeur donnée x —0.4616, calculer les coefficiens différentiels 


7 SE dE 7 étant mis pour {T(1+x). 


dx 2 dir? dr? 

Il conviendra, pour cet objet, de revenir à la première des équa- 
tions (28). Cette équation légérement modifiée et adaptée aux lo- 
garithmes vülgaires, donnera, en faisant toujours B,—=—(S,—1), 


les formules suivantes : 


ZL=— l(i+x) + Br + Br — Br + Bixf — B;x° + etc. , 
dZ 


AL TOUR Fer +B + 2B,x — 5B;x° + 4B;x°— 5Bsxt + etc. , 
ddZ | 
PE om et 2B,— 6B;x + 12B,x° — 20B;:x° + etc., 

d'Z m 


. A a = — G+x} Cac 3B; + 12B,x Gr 50B;x° . elc, 3 


1. 7 m 


elc. 


Au moyen de ces formules on trouve, pour le cas dont il s’agit, 


= — — 0.00001 35093 33, 
ddz | 

a = 0.42026 7079, 

3 
se — — 0.38460 :. 


Désignant ces trois coefliciens différentiels par —f, g, —h 


2 
respeclivement, On aura 


IT(i+x+o)=2— fo + ge — — Rae 


Au point du ninimum, la différentielle de cette quantité prise 
par rapport à © doit être nulle, ce qui donne pour détermi- 
S 37, . A 
ner © l'équation f— 3 + 1} —o. Et comme f est très- 
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petit par rapport à g et}, on en tire o—=L(r ils , €t le ni- 
nimum cherché = —}ge" + 3 ho. ù R 

Substituant les valeurs trouvées de f, g, h, on aura...... 
w —0.00003 21451 105, et la correction qu'il faut appliquer à Z, 
— — 0.00000 00002 1713. On peut donc fixer comme il suit le 


— 


minimum de la foncüon Ta, 


a —= 1.461635 21451 105 
log Ta — 9.947235 91743 9340. 


(79). Pour faciliter l’usage des formules précédentes, on joint 
ici une table des valeurs des coefficiens B, et de leurs logarithmes, 
calculés jusqu’au quinzième terme, ce qui est plus que suflisant 
pour les applications où l’on n’a pas besoin de plus de 12 déci- 
males exactes dans la valeur de logT(1+x). 


n B, log B, 

1 | 0.185601 29037 6840 | 9.263090 51988 6135 
2 | 0.14004 56532 118 | 9.14626 96335 7783 
3 | 0.02925 07326 917 | 8.46613 67490 379 
4 | 0.00893 81315 34 7.095124 67415 

5 | 0.00320 75040 58 7.50616 72144 

6 | 0.00125 53326 86 7.00875 88372 

7 | 0.00051 80064 42 6.71433 51608 

8 | 0.00022 13466 G2 6.34507 29774 

9 | 0.00009 69148 80 5.098639 04653 

10 | 0.00004 31938 49 5.63542 19056 

1 | 0.00001 95112 17 5.209028 45534 

12 | 0.00000 89061 69 | 4.440969 09488 

1 0.00000 40995 17 4.612973 27627 

14 | 0.00000 18999 80 4.27874 91451 

15 | 0.00000 08556 20 3.094724 74888 
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$ IX, Construchon et usage de la table des logarithmes 
des fonctions [. 


(80). La table que nous avons donnée à la fin de la seconde 
partie , n'ayant été calculée que jusqu’à sept décimales, nous avons 
pensé qu'a raison des applications multipliées que peut avoir la 
fonction T dans diverses recherches d'analyse, il serait utile de 
calculer de nouveau cette table en poussant l’approximation jus- 
qu'à douze décimales. C’est ce que nous avons exécuté de la ma- 
nière suivante. 

Comme les séries qui servent à calculer les différences succes- 
sives de la fonction log Ta, sont moins simples et moins conver- 
gentes que celle qui donne immédiatement la valeur de cette fonc- 
tion , nous n'avons point fait usage des différences , et nous avons 
calculé directement chaque terme par la formule (30), et pour les 
cas où x est très-petit , par la formule 


los T(1+x)=—l(x + x) + Bzx + B,x° — B;x + Bxf — etc, 


On a calculé ainsi les valeurs de log T(1 4x), depuis x—0.001 
jusqu'à x— 0.250 ; ces valeurs ont servi dans chaque cas à déter- 
miner leurs complémens au moyen de la formule 


T(ama)i ER) (51) 


T(i+x)°sinrx 


On a donc obtenu à la fois les valeurs de log Ta, depuis «= 1.000 
jusqu'à a— 1.250, et depuis a — 1.750 jusqu'à a — 2.000. 

Au moyen de ces valeurs qui composent déjà la moitié de la 
période; on a trouvé les valeurs de log Ta depuis a— 1.375 jus- 
qu'à a — 1.625 , ce qui forme un troisième quart de la période, 
par les formules 


FIRE ERURE) F5 (1— 


Fu LME COS 7x ? (32) 


dans 
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dans lesquelles on a donné à x les valeurs successives depuisx=0.001 
jusqu’à x — 0.125. l 


\ 


La seconde des équations (32) jointe à l'équation (31), donne 
les formules 


RE Oral mdr 3 


| TOTCI—=X) F 
per) T(1+x)'sinrx? 
au moyen desquelles on a déterminé log Ta depuis a— 1.250 jus- 
qu'à a— 1.512, et depuis a — 1.688 jusqu'à a = 1.750. 

Pour achever de calculer le reste de la période, on a passé des 
formules (33) aux formules (32), et ainsi alternativement, jusqu’à 
ce qu'on eût les valeurs de log Ta, qui s’approchent le plus des 
limites des deux suites qui sont 1 + d'un côté , et 1 + de l’autre. 


(81). À chaque logarithme de la table , on a joint ses différences 
première, seconde et troisième. Ces différences marchent avec la 
régularité nécessaire pour garantir l'exactitude des calculs ; elles 
serviront à faire reconnaître et à corriger les fautes, s’il s’en était 
glissé dans l'impression ; de sorte qu'avec tous ces secours, on 
peut regarder les transcendantes T comme étant connues avec un 
degré de précision plus que suffisant pour toutes les applications 
qu’elles peuvent recevoir. Il faut maintenant entrer dans quelques 
détails sur les interpolations auxquelles donnera lieu l'usage de 
cette table. 

Soit pour abréger, À — log la, et soient d'A, d'A, JA les 
différences successives de À , telles que la table les donne, en 
supposant que les valeurs de « croissent continuellement d’une 
quantité æ — 0.001. Pour avoir le terme X qui représente 
log T (a+ wx), on aura la formule 


X = A+ x (SA + (MA + ESA, (34) 


dont le calcul se fera de la manière suivante, 
10 
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Étant donnée la valeur de æ qui sera toujours plus petite que 


er D Lee) Le L \ . °\ ; Re 
l'unité, on calculera le terme d'A jusqu’à la douzième déci- 


male seulement, et on formera, en observant les signes , la quan- 
er 2 rare Dr 44 

tite d'A — ( 3 ) d'A, qu’on pourra appeler la difJérence seconde 
corrigée , et qu'on désignera par dAx. On calculera de même 


d’Ax, et 


. \ 1 7 ke Lt 
jusqu'a la douzième fon seulement , le terme 


on formera la dure d'A — (— J’Ax, qu'on appellera la 


difference première corrigée , et qu’on désigiera par d'A. Cela posé, 
il ne restera plus qu'à former la quantité À + xd'Ax qui sera le 
logarithme cherche X. 


(82). Soit proposé , par exemple, de trouver la valeur de 
log T(1—); on fera a— 1.083, x —2%, et on prendra dans la 
table , les nombres qui répondent à la racine 1.083. Ces nombres 
sont, en donnant aux différences les signes convenables, 


9:081 559 875 655 | — 194 416 822 


d'A | d'A 
635 664 | — 838" 


On tire de là successivement , 


d'Ax = J'A — 5 A —= 636 130, 
d'Ax = d'A — Fd'Ax —— 104 628 865, 
X = À + 3dAx — 9.981494 999 367, 


valeur qui s'accorde avec celle que l’on trouve dans le tableau de 
article 45. 


(83). Réciproquement , s’il s’agit de trouver la racine qui répond 
à un logarithme donné X , on prendra dans la table le logarithme 
prochainement moindre À , et la racine correspondante étant 4, la 
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différence 0.001 —w , on supposera que a + wx est la racine qui 
répond au logarithme donné X—A<+7y; et pour déterminer x, 
il faudra résoudre l’équation 


J=x (SA + (MAI (SNA, 


ce que l’on fera aisément par les deux opérations suivantes. 


1°. On négligera dans y , d'A , d'A, les quatre derniers chiffres , 
comme si la table n’était calculée qu’à huit décimales , l'équation 
nm À | 


à résoudre deviendra y = x (SA + —— d'A) , et on en tire 


x = ——À—— 
A 


PRE met 


2 


— |] 0 
d'A, ce qui donnera 


» Je va 
On pourra négliger d’abord le terme 
une première valeur approchée de x ; tenant compte ensuite de 
ce terme, on aura une seconde valeur de x , calculée jusqu'a la 
septième décimale. 


2°. Soit x’ cette valeur , et & la correction qu’il faut lui appli- 
quer , ensorte qu'on ait x — x" + «, on Calculera y’ par la valeur 


J'= x (PA HET (JA HIT SNA, 


et il restera à déterminer & d’après l’équation 


"4 


FT M E(x — 1)? 


valeur dans laquelle on devra ne pas conserver plus de chiffres 
significatifs qu'il n’y en a au numérateur. 


, Q , # 
Connaissant & , on aura la racine cherchée = a + ® (x° + x). 


(84). Soit, par exemple, le logarithme proposé.............. 
X = 9.950 241 672 3573; le logarithme prochainement moindre , 
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pris dans la table, a pour racine a = 1.585 , et les nombres cor- 
respondans sont 


A d'A 


AT MERE d TA" ‘7 | | ARE 
9.050 225 551 586 | 48 548 540 | 377 764 | — 5157 


de là on tire y—=X — A = 16 140 787; et la première valeur de 
x, désignée par x’, sera donnée par l'équation 


DE Dr: 
4855 — (——=) 38 


d’où l’on tire x’ —0.353. Au moyen de cette valeur , on aura 
successivement 


YA 10 124 625, 


fr = 16402, 
JA + (x'—1) SA — 48 485 264, 
15 162 # 
Br 28 485 264 == 0.000 333 34. 


La racine cherchée est donc 1.583 333 333 54, ce qui s'accorde 
avec la valeur de log T (1 =) portée dans le tableau de l’article 43. 


(85). Puisque la fonction Ta augmente à l'infini de part et d'autre 
du point où elle est un minimum , il s'ensuit que pour toute valeur 
donnée de Ta, plus grande que le minimum, il ÿ aura toujours 
deux valeurs réelles de la racine a. Dans l'exemple précédent , on 
voit par la table que la seconde valeur est comprise entre 1.344 
et 1.545. Les nombres qui correspondent à la racine a = 1.344, 
sont 

A 
9-950 256 821 818 


d'A d'A 
— 52 058 495 LE ee — 475 


D'après ces données, on aura 7 =X — A —— 15 149 445, 
ral (HAE 


— 0.290. 
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Au moyen de cette valeur de x’, le calcul s'achève ainsi : 


y =— 15 145 397, 


JT — IS —— 4048, 
d'A + (x'— 1?) d'A —— 52 157 235, 
4048 


TR 52 157 255 


[ 


0.000 077 G1 : 
donc la racine cherchée a+ w(x + a) = 1.344 290 077 Gr. 


(86). Étant donnée une valeur de a non comprise entre 1 et 2, 
il n'y a aucune difliculté à trouver log Ta ; il faut pour cela réduire 
la valeur donnée à celles qui sont comprises dans la table , ce qui 
se fera au moyen de l'équation F(1+x) = xx. Ainsi si l'on 
demande la valeur de log T (3.318), on la déterminera par l’équa- 
tion log T(3.3148) — log (2.353148) + [IT (2.5148) — [(2.3148) 
+ /(1.3148) + [IT (1.3148). De mème on aurait /T(0.3148) 
= [T (1.353148) — [(o0.5148 ); ainsi tout se réduit à trouver 
IT (1.3148); ce qui se fera aisément par la formule de l’art. 8r. 


(87). Mais s'il s’agit de trouver la racine a qui correspond à une 
valeur de log Ta non comprise dans les limites de la table, voici la 
méthode qu'il faudra suivre. 


Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de c qui donne 
HC—#, Ou lovic==0! 149 872 604. Il y a deux de ° 
: ) gle= ce le | 7 594 7 ces valeurs , 
une qui est comprise dans la première période, l’autre qui appar- 
tient à la troisième. Bornons-nous à déterminer cette dernière, 

On trouve d’abord, par quelques essais , que la valeur cherchée 
est comprise entre 3.448 et 5.449. Pour trouver la valeur exacte, 
il est nécessaire d’avoir les valeurs de log T qui répondent aux 


racines successives 3.448, 35.449 , 3.450, 3.451. Voici le calcul 
de ces valeurs : 
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/ 
2.448....0.388 811 413 473 52 2.449....0.388 988 785 12471 
1.448....0.160768 561 861 13 1.449....0.161 068 385 471 17 
T(1.448).. -9-947 278 386 843 T(1.449)...0.047 272 834 564 


T(5.448)...0.406 858 562 178 I(3.449)...0.497 350 005 160 


2.450. ...0.389 166 084 364 53 2 ADSL RT0 "680 345 3512125200 

1.450....0.161 368 00223407 1.451....0.161 6067412437 74 
T(1.450)...0.047 267 707 452 T(1.451)...9.947 263 005 114 
1(3.450)...0.497 801 794051 T(3.451)...0.498 273 728 804. 


Désignant comme ci-dessus 3.448 par a, et log Ta par À , on aura 
la valeur de À et de ses différences successives comme :1l suit : 


© 


A | d'A d'A |dSA 
0.496 858 562 178 | 471 642 982 | 145 909 | — 47 


Soit encore c—=a+uox, log Tec=X,7y7=X— A, on aura 
J7=291 510 516, et la première valeur approchée de x sera donnée 


par l'équation 
HLS 291 51 


FES 47164—(° +). 15 


Soit enfin x =x + «, on aura 


0. 0IO TL: 


Die JU 00 

Yÿ — Y = 5210, 
d'A + (x — 2?) MA = 471 625 750, 
5210 


= =» 471 625 750 = 06.000 01II 047. 


œ 


Donc la racine cherchée c= a + w(x'+a)=—= 53.448 618 111 047. 


La seconde racine de l'équation Te — 7 serait c:— 0.286 5641 , 
et il serait facile de la trouver avec un plus grand nombre de 


décimales. 
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_ (88). On peut encore, par notre table, trouver les valeurs ap- 
d log K 4 dd logra d'log ra 

—?— 3 —, qui 
da ar TN TL 

sont des transcendantes particulières dont nous avons fait voir diffé- 

rens usages. Ces coefliciens se calculeront par les formules suivantes, 

où l’on a fait log Ta = A. 


prochées des coefliciens différentiels - 


6 D = JA — LA + + JA — 2 JA + 3 d6A — etc. 
PR J'A— JA + UAMA — 5 JA + ête., | 
TR JA — IMA + ZJ5A — etc, 

no = d'A — 2JS$A + etc.; 


© est la différence par laquelle on fait croître la racine a pour 
former les différences successives d'A, d'A, d'A, etc. On a 
© — 0.001 quand on prend dans la table les termes qui se suivent 
immédiatement; mais on pourrait également faire  —0.002, 0.003, 
ou plus, afin de rendre sensible la différence quatrième J4A qui 
est presque toujours au-dessous d’une unité décimale du douzième 
ordre , lorsqu'on prend w — 0.001. 

En se bornant à l'hypothèse w — 0.001 qui est la plus simple, 
puisque la table donne, sur une même ligne, les nombres A, d'A, 
d'A , d'A, on voit que la valeur qui en résultera pour le coefficient 
dA , , à Rt ts s : 
To ne sera approchée que jusqu'a la neuvième décimale à peu près ; 
dA 
da 
jusqu'à la troisième. Mais c’est déjà un grand avantage d’avoir les 
deux premières transcendantes d’une manière si facile et avec un 
pareil degré d’approximation. 


celle de ee: ne le sera que jusqu'a la sixième, et celle de 
«a / 


(89). Soit, par exemple, a— r.500; les différences données im- 
médiatement dans la table pour cette valeur de a , sont 


d'A = 16 050 324, d'A—405620, d'A —— 359; 
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on en tire les coefliciens différentiels 


dA ddA d'A | 
Ta —0:019 847 394, = — 0.405979, 77 —— 0.350. 


Si au lieu de faire o — 0.001, on fait © — 0.002; c’est-à-dire, 
si on prend dans la table les fonctions A qui répondent aux racines 
successives 1.500, 1.502, 1.504, 1.506, 1.508, on aura les 


valeurs de d'A , A, MA, MA, comme il suit, 
J'A=32 506 268, d'A—:1621044, d'A——:2865, MA 10. 


De là résultent les coefhiciens différentiels , 


dA ddA d'A 

Ja —=0:018 847 394 250, 7 — 0.405 9795, 77 ——0.5600. 
Ces valeurs diffèrent très-peu de celles qu'on a obtenues immé- 
diatement par les différences des termes consécutifs. 


Soit encore © —0.00; on aura à considérer les différences 
successives des termes de la table qui répondent aux racines 1.500, 
1.505, 1.510, 1.515, 1.520; ces différences sont 


d'A = 84 504 232, d'A—10104715, d'A—— 44425, MA—374, 
et on en déduit les cocfficiens différentiels 


3 
0.015 847 394 53, = 0.405 979 32, ne —= — 0.359 80. 
Ces valeurs different peu des précédentes et semblent devoir être 
plus approchées de la vérité, parce qu’on a tenu compte des diffé- 
rences quatrièmes devenues sensibles par une plus grande valeur 
de « ; cependant la valeur de © ne doit pas passer une certaine 
limite, et cette limite qu'il serait difficile de déterminer avec pré- 
cision, dépend de la loi que suivent les différences successives de 
la fonction A. 


(90). Dans l’exemple précédent , il est facile de vérifier la valeur 
obtenue 
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dA , | 
obtenue pour >; car en faisant 4 — : dans la formule (17), 


art. 51, et observant que les logarithmes de la formule doivent 
A . LR. 1 
être multipliés par le module » = ;: pour les changer en loga- 


rithmes vulgaires , on aura 


ME =— C+f 


— 2°) de 


DRE) 


L'intégrale du second membre, prise depuis x = o jusqu’à x = 1, 
est égale à 2— 2M /2; donc 


L (2—C) m— 2 l2. 


L . . L L2 dA 
Mais on a fait ci-dessus B—72(1—C) ; ainsi on aura = m+-B—21l2; 
ce qui donne , en substituant les valeurs connues, 


dA 

Tr —= 0.015 847 394 343 69, 

valeur qui doit être exacte jusqu’à la quatorzième décimale : elle 
prouve que les résultats oblenus par la méthode précédente , sont 
moins exacts dans l'hypothèse w— 0,005 que dans l'hypothèse 


© = 0.002. 


(o1). Les formules précédentes donnent les coefficiens différen- 
tiels de la fonction A — log Ta, en supposant que à se trouve 
immédiatement dans la table ; mais s'il faut trouver les coefliciens 
différentiels de la fonction X — log T (a wx), qui est intermé- 
diaire entre les deux fonctions consécutives données par la table 
A= log Ta, AH JA—log T(a—w), voici comment on résou- 
dra ce problème d’interpolation. 


On a généralement 
X = A + xd A + = — JA JA = etc., 


et si l’on fait a wx—a, on aura, en supposant que x seule varie, 
II 
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da = wdx, d'où © a — = — Différentiant donc la valeur de X par 


rapport à x, et réitérant Le “différentiations , On aura 


o EE = JA + ET JA EE RES J'A 
4x°— 18x° + 907 — 6 
TE MUYA + (x — 1) NA + Eten d'A + etc., 
NE = MAH(x—3) d'{A + etc. , 
etc. 


On connaîtra donc les coefficiens différentiels dont il s’agit, par les 
différences d'A , d’A, d'A que la table donne immédiatement. 


(92). Dans le cas dex =1,ona a—4a+w, et les formules 
deviennent 


o = SAT: d'A — : MA + Æ J'iA + etc., 
ot = d'A — + JMA — etc., 
es — d'A — :JMMA — etc. 


Celles-ci offrent des formules un peu plus convergentes que celles 
de l’article 81, de sorte qu'il y a quelqu’avantage à déterminer 
les coefliciens différentiels de la fonction log T (a w) par le 


moyen des différences qui répondent à la fonction précédente 
log Fa, 


(93). Appliquons les formules précédentes à la fonction. ...., 
X = log T(1+ +). Alors on fera a—1.353 ,x— +, et les diffe- 
rences données immédiatement dans la table seront 


d'A = — 57 262 267, d'A — 475486, JA = — 483, 
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d'où résultent les valeurs suivantes des coefliciens différentiels , 


es —— 0.057 341 5415, 
ia 00 01470, 008% 

d'X 

PAT = 0.483. 


Pour vérifier le premier de ces résultats, on peut avoir recours 
à la formule (17) qui donne 


dX,». G—a)de 
C4 nf CE FE 


Effectuant l'intégration indiquée entre les limites x=0, x=1, 
il vient 
dX 
da 


mr 


= Bin slosa ss, 


et en substituant les valeurs numériques, 


dX 
= — 0.057 341 542 088 65, 


d'où l'on voit que nos déterminations sont aussi exactes qu'on peut 
le desirer. 


(94). Lorsque a est un nombre rationnel =; On a vu dans l’ar- 


ticle 51 que l'intégrale 2 fl=e, prise depuis x — 0 


1— ZX 
L2 A] e LA 1 e Fr 
jusqu'a x — 1, est exprimée par = — Bb; B,, étant une quantité 


dont la valeur est donnée par arcs de cercle et par logarithnies 
(art. 35, deuxième partie). Mais si l’on suppose , par exemple, 


a — , la valeur de B,, dont il s’agit sera tellement compliquée, 


1000 
qu'il deviendra à peu près impossible d’en tirer la valeur numé- 
rique de l'intégrale Z , et la difficulté serait encore plus grande: 
si a était une fraction plus composée. 
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Dans ce cas, l'intégrale dont il s’agit pourra’ se trouver d’une 
manière beaucoup plus facile par la formule de l’article 17, qui 
donne | x 


vu d'log ra. 


or pour la valeur a— 1.563, on trouve le coeflicient différentiel 


llogr 
—F— — 0.040 734 344. 


Ainsi on aura l'intégrale cherchée Z = 0.671 009 958 , laquelle 
doit être exacte au moins jusqu’à la huitième décimale. 

Nous sommes entrés dans d'assez grands détails sur ces diverses 
méthodes d’interpolation , parce qu’elles sont peu connues , et 
qu’elles peuvent s'appliquer à toutes les tables dans lesquelles il 
est nécessaire d’avoir égard aux différences du troisième ordre. 


TABLE 


TABLE 


DES LOGARITHMES DE LA FONCTION Ta, 


Calculés à douze décimales, pour toutes les valeurs de la racine a, de millième 
en millième, depuis 1.000 jusqu’à 2.000. 
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054 888 692| 39 98h 9041458 1061454 


1.320|9.951 648 536 655| 63 488 283|481 897| Soir .370/9.94 
11.32119.951 585 048 372] 63 006 5861481 396| 497l1.371|9.949 014 902 788| 39 527 798|457 652|452 
11.32219.9b1 522 041 09861 62 524 9901480 899| 49711.37219.948 97h D 29° 89 070 1461457 200|450 
1.:92319.951 459 B16 996! 62 044 0911480 402| 495l1.37319.948 936 304 844] 38 612 9461456 750451 
1.32419.951 397 472 go] 61 563 689479 907| 497l1.37419.948 897 691 898| 38 156 1961456 299450 
 411:325/9.951 555 909 216] 61 083 782/479 410] 493l1.37519.948 859 555 702] 37 699 897|455 849|449 
| 111.326/9.9b1 274 825 434] 6o 604 3721478 g17| 492l1.37619.948 821 855 805| 37 244 048|455 400|447 
| 111.32719.951 125 455|478 425| 49111.37719.948 784 Bo1 757| 36 788 6481454 953 443 
1.328|9.9b1 647 050|477 954| 49411.37819.948 747 803 109| 36 333 695|454 5o4|444 
| 12.520/9.951 9 169 096|477 440| 489/1.379 9.948 711 469 414] 35 879 191/454 o60|445 
| 911.330l9.951 481: 691 6561476 951] 48711.38019.948 675 bgo 293] 35 495 1311455 615447 
| 12-331/9.950 976 587 825] 58 214 7ob|476 464] 490h1.38119.948 640 165 092! 34 971 516|453 168,443 
| 02-332/9.950 91 373 120] 57 758 2411475 974] 488]1.382|9.948 605 193 576] 34 b18 348l452 795|442 
11.335/9.950 860 654 870] 57 262 267|475 486] 48311,38319.948 570 675 228] 34 065 623452 283442 
1.33419.9950 803 37a 61°] 56 786 7811475 0053| 488l1.38419.948 536 609 605| 33 613 340|451 8411442 
12:335|9.950 746 585 831] 56 311 7781474 515| 48411.385l9.948 502 996 265| 33 161 499l451 399]440 
1.55619.9bo 690 274 055] 55 837 2631474 081| 48411.586|9.948 469 884 766! 32 710 100|450 ab9|439 
1.337|9.950 654 436 790] 55 363 232|473 547] 48311.387l9.948 437 124 666| 32 259 1411450 É PP 
1.358/9.g50 579 073 5b8| 54 889 6851473 066| 480|1.388|9.948 404 865 Bab] 31 808 6211450 080458 
1.339|9.950 b24 183 873] 54 416 6109472 586| 48411.389|9.948 375 056 god] 51 358 541|449 640|437 
11:340|9.gb0 469 767 264] 53 944 035|472 102! 480/1.390|9.948 341 698 363] 30 908 8991449 205|436 


.950 415 823 o01| 53 471 931|471 622| 476l1.80119.048 310 789 464] 30 459 6 8 7691436 
.-9bo 362 351 290| 53 ve 809 jé 146 278 Sa à. 048 280 Ba 770] 30 ce ne pe 25 5 
.950 809 350 981] 52 bag 163|470 668| 479l1.39319.948 250 318 845] 29 B62 bg9|447 898439 
920.256 821 818] 52 058 49bl470 189| 47511.394/9.948 220 756 9253| 29 114 6941447 4661435 
.g5o 204 763 323] 51 588 306 469 714] 47411.395l9.948 191 641 5591 28 667 228|447 0311432 
28 220 197446 599432 
27 773 598|446 167|430 
27 327 4811445 7371431 
26 881 694445 306|4928 
26 436 388444 878l429 


CUS 
1 
&re] 


2 


OÙ OÙ OÙ 
NS 
CO (O (© 


xl 4 Où 
EN 
O1 
OO 


9.950 155 175 017| b1 118 b92l46q 240] 475l1.596[9.948 162 974 331 

.950 102 056 423| bo 649 3521468 765| 47311.397|9.948 134 754 134 
.950 051 407 073| 5o 180 5871468 299| 47411.398|9.948 106 980 536 
9/9.4bo oo1 226 486| 49 712 295|467 818] 469/1.399|9.948 079 653 105 


3 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


:850,9.94g 951 b14 191 


49 244 4771467 549| 47211.400|9.948 052 771 411 


Log:ra | Diff, IL. ft ET. | | HE 


1.401/9.948 026 335 023] 25 991 510/444 Adal 42611 .4B1l9. 
1.402,9.948 000 343 513| 25 547 0611444 093| 4981 .452l0. 
1.40319.947 974 796 452| 25 103 0358/4435 595] 42711 .453l0, 
1.4049.947 949 693 414] 24 659 44314458 108| 425h1 .454l9. 
1.405l9.947 92 053 971| 24 216 275|44a 745| 4941 .45bl9. 
1.40619.947 900 817 69Q6| 23 773 b32/442 51g| 4238l1.45619. 

Bd 23 551 213/441 89b| 424h1.4b7|9. 
1.408|9.947 853 712 g51| 22 889 317441 472] 423l1.458l0. 
1.409)9.947 830 823 634| 22 447 845l441 o49| 419)1.459|9. 
1.41019.947 808 575 789] 22 006 7g6|{4o 660| 4211 .460l9. 
1.41119.947 786 368 993| 21 566 166440 209| 422h.461l9. 
1.41219.947 764 802 827| 21 125 957|459 787| 418h1 .469l9. 
1.41319.547 743 676 870] 20 686 170|439 369] 4171 .463)0. 
L.41419.947 722 ggo 700! 20 246 801 158 bo] 4181 .464)9. 
1:415/9.947 702 743 8gol 19 807 849|438 254 41811.465|9. 
-947 682 956 obol 19 369 3151458 116| 416]1.46619. 


-947 644 635 536] 18 493 499|437 285| 414h .468l9. 
-947 626 1492 037| 18 0b6 2141436 87al 414l1.469l9. 
20l0.947 608 085 825] 17 619 3431436 457|_ 414 -470|9. 
1.42119.947 590 466 480| 17 182 8861456 043| 41ch1.471l9. 
1.42219.947 573 283 ba4| 16 746 8431455 653) 414l1.472l9. 
1.4298l9.947 556 536 ga: 16 511 210|45b 2109] 410]1.478]9. 
1.42419.947 540 225 b41| 15 875 9911434 809! 4odk1.47419. 


6,9 

719-947 663 566 755| 18 931 199|437 700| 415k1.467l9. 
9 

919 


Î1.42619.947 508 908 368! 15 co6 782|453 a8g| 4oël1.47619. 

1.42719.947 493 901 586| 14 572 7961453 581] 4oëli 47719. 
11:428/9.947 479 828 705| 14 152 2191433 175| 4061.478l9. 
1.429|9.947 465 189 581! 18 706 039|432 767! 407l1.470l9. 
1.4309.947 451 485 b49| 18 273 272|452 560| 407k1.480l9. 


11 977 410|49t 141 4oûlr . 48319. 
11 546 265|430 742] 4o4l1.484l9. 
11 115 23/4530 358] 4o2l1 .485lg. 


| 10 255 249|429 535] 4ocl1 .487l9. 


8 539 bo8l427 956! 8g8l1.491l0. 
8 a11 572427 b38| 395 mA 
7 684 0941427 145] 398: .493,9. 
7 256 8911426 745] 594f1 .4949. 


1.444109. 947 304 855 16 
6 830 1461426 351} 397 . 


1.445l9.947 297 598 625 
1.44619.947 290 768 479 
1:44719.947 284 564 684 
.947 278 386 843 
.947 272 834 564 
+947 267 707 459 


6 405 795|425 954] 3991 .496l9. 
5 977 8411425 56°] 951.497. 
5 552 279 425 167| 393l1.498,9. 
5 127 112,424 774] 8991 .499|9. 
4 702 658,424 582| 392 1.500. 


Fi nu = 
= & 
€ © 

CO CO LO 


1 .400!9. 948 052 771 411] 26 436 388|444 878] A2al1.450l9.947 267 707 4b2 


947 245 851 334 


947 257 562 oo] 4 128 380|416 304 


1.425l9.947 524 349 5bo| 15 441 189|454 400! 411f1.47bl9.947 276 571 852] 5 791 332414 798 


12.840 g19/451 953] 4o4l1.48119. 
12 408 9591431 549] 4o4l1 .4892|9. 947 


Log. T& 


47 263 005 114 CI 
D 258 727 1b8 3go| 
947 254 878 192 
947 251 442 896 
947 248 455 670 


2 161 g04|422 044 589] 
947 243 689 430| 1 739 860|421 65b| 385]E 
947 241 949 b7ol 1 818 ocHl4a1 270) 387] 
947 240 631 365 896 955420 883| 385|F 


947 259 734 430 476 ©b2|420 498 385] 


947 239 253 978 55 5541420 115| 383] 
947 239 202 824 364 559|419 730 
947 239 567 383 784 289419 346| 383] 
947 240 351679] 1 205 635/418 gb3| 382]k 
947 241 B55 307| 1 622 598l418 581| 38olf 


047 243 1977 905] 2 o41 179|418 201| 3811} | 


947 245 219 084] 2 45q 380417 820| 382] 
947 247 678 464] 2 877 200417 438| 378] 
947 °bo 555 664] 3 294 638|417 060| 378] 
947 253 850 3o2| 3 711 698|416 689) 378] 


| 


947 261 690 380] 4 544 6841415 926| 37 
947 266 235 o64] 4 960 610/415 548] 3741 
947 271 195 674] 5 676 158|415 174 


1.436 9. 947 378 321 201} 10 685 185|429 936] 4o1 1.48619.947 563 028 746} 10 353 604|410 719] 370lk 


947 418 8co 202| 12 383 488 468 870| 366] 


47 481 183 690! 12 792 5671408 514 364] 
pe 443 976 o57| 13 re 881408 150! 3631 
947 4b7 176 938] 13 6og 031|407 787| 3631 


947 470 785 969| 14 016 818|407 424} 561] 


484 802 787| 14 424 242|407 063| 36 | 
Este 499 227 a 4 14 831 305|406 699 
947 514 058 334] 15 238 o04|406 341 
947 529 296 358] 15 644 345|405 979 
947 544 940 683] 16 cbo 3241405 620 


R n ns értthttmrtianitentrtienmeenrciréi tente 


rte 
Fes ei de de je be 
- . - . . . 
- Ld 


| l1.515l9.947 828 193 099, 


—_—— 
[é 
mé 

ST 
Co 
co 
EN 
NI 
Le] 
NI 
& 
SI 
ed 
>| 
I 
© 
O1 


1r:526/9.948 095 151 100 
1l:.52719. 948 112 632 418 
U1.528/9.948 146 bio 216 
Î1.529l9.948 173 784 150 
L 1.530|9.948 201 455 875 


1.532 
1.533 
111.534 
| 11.535 

Ex 


L 9.948 257 079 534 


| 4 


1.538 


| à 


ps 


] 
Et 


| 
|{ 
| 
| 

| 


à 
4 
: 


4 
| 4 


| 


1} PE 
PR 


1-16 861 20b|/404 go2 
| 17 266 107404 545 
| 17 670 652/404 .187 


9:948 286 834 385] 29 249 4761394 085 
9.948 316 085 861] 29 645 5611598 746 
9.948 345 727 422] 30 037 307|393 407| 33ql1.585|9.950 
9-948 375 764 729| 30 450 714,393 c68| 338/1.58619.950 372 309 585] 49 680 6911376 827 34] 
1.53719.948 406 19b 443] 30 823 782|392 730| 38711.587|9.950 421 990 274] 50 057 518[376 514] 312 
1.588]9.950 472 047 792) 50 434 032[376 202| 310 
111-539/9-948 468 235 737| 31 608 gob|392 056| 33611.589l9.950 b22 481 824| 50 810 2341375 892| 309 
1l1-54019.948 499 844 649| 32 000 9611391 720| 337l1.590l9.950 573 2a2 ob8l 51 186 1261375 583] 311|} 


48. 437 o19 225] 31 216 512|592 393| 337 


16 o5o 324405 620| 359l1.550|9.948 
16 455 944405 261] 55al1.55119.948 
35741.552]9 .948 
858]1.553|9.948 
35611.55419.948 


18 074 839405 831| 55611.555|9.949 


718 478 G70l488 475 “35611 .b56|9.949 


18 882 145403 119! 35411.557|9.949 


| 19 285 2641402 76b| 355]1.55819.949 


19 688 o20|402 410] 35311 .559|9. 949 


24 891 9b5|397 859! 34511.572|9.949 7 


25 989 812|397 514] 346/1.573l9.949 
25 687 326|397 168| 34411.57415. 949 


26 084 4941506 824] 84411 .575|9.949 


26 4B1 318/396 480| 34411.57619. 949 896 297 co4 


26 877 7981596 136| 545k1.577|9.949 
27 273 9641895 7a1| 341}1.57819.949 
27 669 725395 70 -b79l9.9bo 
28 065 175/395 109| 34af1 5809. qbo 


| 1.53119.948 229 519 o5o| 28 460 2841394 767] 34al1.581|9.950 


28 855 0511394 495| 340h1.582/9.950 


359}: .583]9.950 
539} 1 .58419.950 


3891 .597|9 9950 
33241 . 59819. 9bo 
3811.590|9.9b1 


0|9: 948 857 441 447] 85 905 1111588: 386| 331)1 .600|9.951 


0.949 255 682 b83 


331h1.596|9.950 


Log. Ta: 


837 441 447 
873 344 558 
909 656 05b 
SA 815 607 
983 382 887 
020 837 565 


058 679 307 
og6 907 790 
155 b29 Gr 
174 523 669 
213 910 410 


38 
3 
59 


40 
40 
40 
41 
41 


42 
| 42 
42 


43 
43 
44 


45 
45 


g42 192 187 
988 467 840 
085 122 146 


47 
082 156 289 


177 861 624| 48 
295 531 586| 48 
274 079 926! 48 
825 006 030! 49 


886 


939 471 345| 53 
998 280 056| 54 


Diff: L, 


IT. 


614 8971386 08h 
000 982|385 759 
386 7411385 432 


107 2811584 781 
542 0621384 458 
926 520/384 155 
510 655|383 809 


694 4641583 488 


a 


35 903 1111388 386] 331} 
86 291 4971388 055| 3271! 
36 679 Db21387 728| 332 
37 067 280|387 596| 328/{ 
37 454 6761387 068 9) 
37 841 7441386 739| 32 

58 228 4831380 414 


320|} 
326k 
327 
324 


39 772 175585 108| 327} 


523 
323 
826 
321 
323 


077 952|385 16b| 321| 
461 1171382 844| 322 
845 9611582 D29| 322 


45 226 483/382 200| 319 


078] 45 608 665/5E1 BB] 319 
1 990 5641381 562 


572 126|381 242 


44 753 668380 922 


184 290380 605 
b14 895|580 288 


320! 
320 
817}} 
8u7| 
31818 


45 89b 1831379 a7o| 3171] 
46 275 1551379 653] 516]f 
46 654 8061379 337] 315] 


034 1431379 022| 3:7| 


170 2621378 078 
548 540|377 764 
926 104/377 449 
303 5531377 158 


808 7135/1373 425 
182 138|373 118 


o47 462 194] 54 555 256|37a 812 
102 O17 450] 54 928 068|372 507 


a aa son clañ he 47 418 1651378 70b| 313 
129 569 454] 47 791 870878 392| 314|] 


&141h 
3151k 
31 

31118 


308Il 
80g 
30818 


036 360| 53 434 983[373 730) 305] 


307 
306 
305 
30b 


1 


Log. Ta. . Dif. I. 


me 


Îl1.600l9.951 102 o17 450| 54 928 068|372 bo7 


.601/9.951 156 945 518|.55 $00 575|372 .209 


.602|ÿ.951 212 2 
.60319.951 267 9 
.60419.951 323 « 
.605!9.951 380 


.607|9.951 494 3 
.608/9.951 b51 8 
.609/9.951 609 7 
.61019.951 668 o 


.61119.9b1 726 6 ( 

.612l9.951 785 672 go4| 59 378 138,368 .880 
Lis 051 042! 59 747 018/368 582 

.61419.951 g04 798 060! 60 115 600|368 281 
:61bl9.951 964 g 


1.616l9.952 025 597 541] 60 851 866|367 687 
1.617l9.952 086 249 407] 61 219 553]367 390 
.618l9.952 147 468 g6o| 61 586 943/367 092 


1 


L 
1 


1.63419.953 176 746 o12 


46 093| 55 672 777|871 899 


79 816] 56 787 560|370 .987 


.60619.951 457 167 376] 57 158 547/370 685 


25 923] 57 529 252/370 383 
55 155] 57 899 615/370 .082 
54 770| 58 269 697/369 781 
»4. 467] 58 669 4781569 481 
65 945] 59 008 959/369 179 


13 660! 60 483 8811367 985 


.619/9.952 209 055 g05| 61 954 0351366 795 


.620|9.952 271 cog 938] 62 520 830366 5o1 


.622/9.952 396 o 


-621lo.952 353 530 768| 62 687 3311366 205 


18 og9! 63 053 536/365 g10 


.623l9.952 459 o71 635] 63 419 4461565 616 


.624l9.952 b22 491 081| 63 785 062|365 320 
.625|9.952 586 276 145| 64 150 382,365 027 
.626l9.952 660 426 525| 64 515 409|364 756 


.627|9.952 714 941 934] 64 880 145|564 442 


-63019 .952 gio 675 402 _567 
SAIo- 05e 976 647 995| 66 356 160/363 276 


.632/9.953 042 
.63319.953 10: 8 


9.952 779 822 079) 6b 244 5871364 149 
.952 845 066 66b| 65 608 736/363 857 
65 972 593|363 567] 29111.680|9.956 649 073 596 


84 155| 66 699 4361362 985 


83 39!| 67 062 4211362 695 


67 425 116,362 406 


1.635|9.953 244 171 128] 67 787 5221562 115] 286 
58 650| 68 149 637561 820] 29111.68619.9b7 157 130 291 
1.637l0.953 380 108 287| 68 511 466/561 538 
1.63819.953 448 619 755] 68 873 004,561 251 
1.639|9.953 517 492 757| 69 234 255360 966 


1 


1.640|9.953 586 727 o12 


11 


—636|0.953 311 9 


1.64119.953 656 322 253] 69 9b5 899/560 391 
1 En 085 726 278 132] 70 316 290|360 10b 
1.643l0.953 796 594 422] 70 676 395|559 819 
1.64419.953 867 270 817| 71 036 214/35q 534 
1:645|9.9b3 938 307 031| 71 395 748/359 250 


eee 


30b|1.650|9.954 208 875 428 
306]: .65119.954 390 64 586 
805/1.652)9.09b4 445 611 577 
18 870) 56 044 6761371 594! 30411.653)9.954 519 B16 118 
65 546! 56 416 270371 290| 305{1.65419.954 593 777 927 


_3o2h1.655l9.954 668 396 725 
302)1.656|9.9b4 743 372 230 
30111.657l9.954 818 704 15 
30111.658l9.954 894 392 28 
300!1.659l9.954 970 436 180 
302] 1.660|9.955 046 835 712 
2991 .66119.955 123 bgo 552 
298]1.662/9.955 200 700 4923 
30111.663|9.955 278 165 046 
2961 1.66419.955 355 984 045 
29811.665l9.955 434 157 443 
29711.66619.9b5 512 684 662 
29811.667/9.955 591 565 527 
29711.66819.955 670 799 762 
29411.66919.955 750 387 o0go 
296/1.670|9.955 830 327 238 
29bl1.67119.955 g10 619 931 
294/1.67219.955 9g1 264 895 
29611.67319.956 072 261 856 
29811.67419.956 153 610 541 
291/1.675\9.956 235 310 677 

“29411.67619.956 517 361 991 
208 nn 9.956 399 764 ne 
292/1.67819.956 482 517 067 
290)1.679/9.9b6 565 620 286 


29111.681|9.906 732 876 728 
290/1.682/9.996 817 029 413 
280l1.683/9.9b6 go1 531 382 
29111.68419.956 986 382 364 
28611.685|a.9b7 071 582 090 


28711.687|9.957 243 026 69, 
28511.688|9.9b7 329 271 ©4 
288]1.689|9.9b7 415 863 070 


69 59h 221/360 678| 287l1.690|9.957 502 802 498 


28611.691|9.9b7 5go 089 067 
28611.692l9.957 677 722 bog 
28511.693l9-957 765 702 558 
28411.69419.9b7 854 028 950 
28511.695l9.957 942 701 420 


1.646/9.954 009 702 779] 71 754 9981358 965| 283l1.6060|9.958 031 719 702 


L 
1 


1 
1 


.647|9.954 o81 


457 777| 72 113 963358 682 


.648l9.954 153 571 740| 72 472 645|358 398 
ee As 296 044 885| 72 831 043|358 115 
.660l9.954 298 875 428| 73 189 158|357 833 


LR LE 


28411.697|9.958 121 083 535 


285]1.698|9.958 210 792 654] 90 054 1401344 758| 260 


289]: .699|9.9b8 300 846 794 
283]1.700|9.958 5g1 245.692 


Diff. I. u. Vol 


73 189 158/357 833] 283 
73 546 9911357 5bo| 289 
75 904 5411357 268| 279 
74 261 809/356 989| 282 
74 618 798|356 707| 283 
74 975 b05|356 424| 277 


75 531 929|356 147| 278" 


75 688 0761355 869| 282] 
.76 043 9451355 587| 279 
76 399 5521555 308| 277 


76 754 840[355 031| 279] 1 


77 109 8711354 7b9| 276 
77 464 6931354 776 277| 
77 519 099/354 199| 278 
78 173 298|353 921| 275 
78 527 219353 646| 276 
78 580 865|353 370| 277| 
79 284 235|353 093| 27 

79 587 328|352 820| 27b| 
79 940 1481352 545] 274 
80 292 693,352 271! 274 
80 644 9641351 997| 273 
80 9g6 961]351 Sr me 
81 548 685351 451| 273 
81 700 136,351 178] 271 
82 051 3141350 go7| 273 
82 402 221/3b0 634! 270 
82 752 855,350 364| 273 
83 103 219/350 og1| 269 
83 453 310,349 B20| 269 
83 803 132349 553| 269 
84 152 685349 284| o71 


84 5o1 969/349 013] 26a|| 


84 850 982/348 744] 26 
85 199 726,348 47b| 268| 
85 548 2011348 207| 266 


86 244 3491347 


85 896 408/347 24! “268|} 
73 


86 959 428347 141| 268 
87 286 b69|346 873] 266| 
87 633 4421346 607| 265| 
87 980 049346 342| 264 
88 826 392/346 078| 266| 


86 92 0221347 406 2651] « 


RE LE Er" ts 


RS ds 


88 672 470|345 812| 261|) « 


89 018 282|345 551| 265 
Bo 363 8331345 286| 265 
89 709 119/345 o21| 263 


90 398 898/344 498| 264 
90 743 3961544 254] 261| 


bi 7 Sd DES 


o 743 396|544 234 
4 287 650545 973 
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QUATRIÈME PARTIE, SECTION If. 07 


DEUXIÈME SECTION. 


$ 1 De lintiécrale {4 _— et autres semblables, prises 


depuis z=0 jusqu'à z = . 


(95). me a démontre (Calc. int., tome T, page 252), qu’en 


supposant les nombres à et x entiers et an, l'intégrale 


ÿ 241 dz . le ; 2 
LE: priseentre les#linites z:=—= 0,7 =", est égale à 
F . \ «a 
= Si on met z à la place de z' et = a la place de a, les 
- FT 
71 Sin — 
LA 


limites de l'intégrale resteront les mêmes, et on aura la formule 


2% dz F 


(a) - ‘1+23 7 sinar”’ 


lim. { "ra 

3 — O0 
laquelle est démontrée pour toute valeur rationnelle de à plus 
petite que l’unité. Mais comme deux quantités rationnelles peuvent 
différer entr'elles aussi peu qu'on voudra, il est évident que la 
formule a lieu pour une valeur quelconque de a, rationnelle ou 
irrationnelle, mais plus petite que l’unité. 


(96). Cette formule, l’une des plus remarquables de la théorie 
des intégrales définies, se lie avec plusieurs autres qui ne méritent 
pas moins d'attention. J’observe d'abord que l'intégrale dont il 
s’agit est composée de deux parties, l’une prise depuis z—0 
jusqu'a 2—1, l’autre prise depuis z— 1 jusqu’à 2— . Pour avoir 


cette seconde partie, il faut mettre - à la place de 3, et on aura 


Z 
th ME 27 0 : A \ | # 24 
l'intégrale Ta qui devra être prise depuis 2=0 jusqu'à z=r. 
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98 EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 
On aura donc, en réunissant ces deux parties et mettant x à la 


place de 3, 


(è) 


PE Ha )dr gone { LEO 


1+x 7 sin ar gs, 


(97). Cette dernière formule peut être démontrée directement, 
quel que soit a; en effet, l'intégration par séries donne, entre les 
RANCE OMS 


Xi de 1 1 1 1 
= HONTE ina bas UNIS 
ati 1 1 1 1 
se == TA PAR, ML ET € eic. 


L-Hœ 1—a@ 2 — 


Ajoutant ces deux suites, on aura l'intégrale cherchée 
1 24 24 24 2a 
TUE RE PO PL more op le 4 LS 


Or suivant une formule de l’/ntrod. in anal., art. 181, le second 
F 


, . \ F Q 0 » , 
membre se réduit à ———; ainsi on a généralement Z — 7, 
sin O7 sin ax 


(98). Une troisième formule, qui se rapproche beaucoup des 
deux précédentes, est celle de l’art. 54, savoir : 


LT xd — 
(c) ER = à cot ar. fn 
I ZT / LOT 


Pour faire voir comment l'équation (b) se déduirait de celle-ci, 
3 : a À 
mettons dans cette dernière x? à la place de x, et ; au lieu de a, 


nous aurons 
LT — sin de 
PE de ue = cot 2 AT. 


Dans celle-ci mettons 1—a au lieu de a, il viendra 
(xT4— ‘dx 


1 — x? 


: = tang à ax. 


Ajoutant ces deux formules , la somme donne exactement l'équa- 
lion (b); ainsi cette équation n’est qu'un corollaire de l'équation (c). 


Ro 


QUATRIÈME PARTIE. SECTION IL. 59 
(99). Soit V —z{1+7) 7", on aura, en différentiant cette 


fonction 
22 dz 122 \d2 


Ce Gr  Gpoer 


Intégrant de part et d'autre, et observant que V s’évanouit dans 
les deux limites 3—0, 3— , pourvu qu'on suppose a posilif 
et Cr, on aura cette formule de réduction : 


24—1dz rat fai dz 


pe 7) Go 


d'où l’on tire successivement 


2° dz __1—a 2 ds __1—a F 
ATOS en 1Hz 7 1 ‘sinar? 


24 1dz 2 a fe 2% dz 1—G.9—a F 


[ 


(ia) nana (1+2)° JS sin de? 
et en général, r étant un entier quelconque, 
2% dz __1—a.9—a...r—i—a 7 
Ge) 1.5...4,/r—i1 ‘sin ax 


Mais par la propriété des fonctions T, on a 


1—a.2—a.3—a.. r—1—a@ __ T(r—a) 
APTE ne ...T—1 7 IrT(1—a) ? 


, T PAIE 
et d’un autre côté, ——— — TaT(1—4); la formule précédente se 
Sin A7 


réduit donc à cette forme très-simple : 


2° dz __ rar(r—a) Ze "0 
(d) Îs ne CE IE _. 


Par cette transformation, la formule a acquis un plus grand degré 
de généralité et doit avoir lieu quel que soit le nombre r; elle 
ne suppose même plus qu'on ait a«<1, mais seulement qu'on 


da <Lr, 


(100). Il est facile de parvenir, par une autre voie, à cette 


EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAT. 


r . 1 . 
formule générale. Pour cela, soit 2—-—1, on aura la trans- 
formée fx—"dx(1—x)"", laquelle devra être intégrée entre les 
limites x—0o, x—1. Or cette nouvelle intégrale est une fonction 
Lulérienne de première espèce, qu’on peut représenter par (r—a, a), 
et sa valeur, d’après la formule (3), est 


raT(r— a) 


_(r—a, a) = Cr , 


ce qui s'accorde avec l’équation (d). Dans cette nouvelle démons- 
tration , les nombres a et r sont des nombres positifs quelconques, 
et on suppose seulement ar, ce qui donne une grande géné- 
ralité à l’équation (d). 


24" dz 
G+z 


ties, l’une prise depuis 3 —0o jusqu’à 32—1, l’autre depuis z=1 


(101). Dans l'intégrale Ty» 0n peut distinguer deux par- 


° x . ON 1 
jusqu'à z— ©. Pour avoir cette dernière on fera 3=—-, et on au- 


x dx 
To qui devra être prise depuis x—0 


jusqu'a æ— 1. De là on voit que la formule (J) équivaut à la 
suivante, où l'intégrale est prise depuis x==0 jusqu'a x=1, 


(e) 


ra la nouvelle intégrale 


I Il 


ccm) 


(at + x ')dx TaT(r — a) : ce 
re G—+zx) Fan ts { 


(102). Si dans la formule (4) on met #3 à la place de z, ce 
qui ne change pas les limites de l'intégrale, on aura 


2% 'dz  __. ;_, Far(r—a) 
che CÉE 
Soit k==c(cos0+ y/—1 sin) et K—c(cosô—y/—1sin8), on 
aura les deux équations 
jé ht» #4 SNA _ ÿ TaT(r— a) 
D try) 260800. 


24 dz 2 1dz ILE r'ar(r— a) 
Ier Re GHKzy — — 20 . sin aÿ,.— + V/—1 ; 
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si l'on fait r— 1, ces équations donnent les deux suivantes : 


297 dz(1 + cz cost æCT4 
LEE = — , COS ab , 


1 + 2cz cos 0 + c°z? sin ar 


z°dz APE sin aê 
1+- 2c2cos0+c?z? sin ar ‘ sin0 ? 
. °, °\ ’ , » y 
mais j'observe que la première n’est qu'une conséquence de la 


seconde ; ainsi on peut s’en tenir à celle-ci, et faisant c—+, ce 
qui ne diminue pas sa généralité, on aura la formule 


(f) z“dz T sin a “ 2, © 
14220088 2 — sin ar sing” 2 ESS COS 


Cette formule suppose a<1; si on change le signe de « elle donne 


z “da T sinaô. { 3 —=0 
1-22 058 2 sin ar sind ? 3 — 00 
ainsi l'intégrale conserve la même valeur, et c’est ce qu’on trou- 
. . ’ - l \ 
verait immédiatement en mettant - à la place de z dans la for- 
mule ( f ). 
(2° + 2—)dz 


À ide intenant l'intégrale [ =" 
(103). Considérons maintenant l'intég PU ALES 


composée de deux parties, l’une depuis 2=—0 jusqu'à z=—1, l’autre 
depuis z—1 jusqu'à 2— : il est aisé de voir que cette seconde 


= L \ ox LE 
partie est égale à la première; car en mettant = à la place de z, 


l'intégrale reste la même, au signe près. On a donc cette autre 
formule, qui suppose a«< 1: 


( ) f (at ar é)des a æ sin @ô fF 
5 1—+9oxcosô x 7 sin ar  sin4 ” Es 


(104). Si l'on multiplie par dêsin8 les deux membres de l’é- 
quation (f), et qu'on intègre par rapport à 0 depuis Ü—0, on 
aura la formule 


A À 1+22z +2 ‘24 ? 
(2) fs dz log (OT eee) a sin ar (1 — cosaf). FE 


I I 


Q 


J Il 
8 
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L'équation (g) donnerait semblablement 
: ù à dx] 07-2 +ox + x° = (1—cosaf); ce ras 
(e) fe an ) 98 Ce a sin ax 7 = 1 
elles supposent toutes deux a 1. 


(105). Dans la formule (g), substituant les valeurs....... 


x = 1 + alx + . Pxetc., ai —alx+ — lx— etc., et sup- 


- .. Sin a : 
posant que le développement de la quantité — _ , Suivant les puis- 


sances de a, donne la suite 


it mes È (1 + Aa + A'af + Al'af + etc.), 


Sin Gr 


on aura la formule 


dr(i+TPa+ Fa he pete) ; 
JIPAR RER CRD (1 + Aa + A'af + etc.) ; 


ee 7 -2siné 


d’où résulte cette suite d’intégrales : 


ê 
ere T7 gsin4? 
if. dxPx ddr rod A! 
2,J 1+Ho2xcosô x? 7 osing" ? 
1 dx Dix LE. | CR | A" 
2.8.4J.1+oxcosô+x 7 osine* ? 
etc. ; 


ensorte qu'on peut trouver en général la valeur de l'intégrale 


( ‘1 . À . \ 
Z(2k) = f—< I —., prise depuis x—0o jusqu'a x —1. Il 


suflirait d'en doubler la valeur, si elle était prise depuis x—0 
jusqu'à 00 

Si l'on substitue les valeurs des coefliciens A’, A", etc., on 
aura pour les premières valeurs de la fonction Z{(2#) : 
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ê 


Z(o) TT 2siné ? 
4 Tr = 0° 
Li Event sr 


Z(4) AA dl m0 7x°— 50° 


Mug ain SOUS Se 5 2 


elc. 


La loi de ces expressions dépend, comme on l’a vu, du déve- 
loppement de la fonction 


Het atot 
1— — etc. 

2 3 2.3.4, ! [7] 
a ——<— =, À'!a° À af —t- elc. 
£ d°7? dirt [ —+ —+ 

C'HNUIE RET 


(106). Par les propriétés connues des suites récurrentes, on a 


sin 4 


1 +2x%c0 HE *sin 35— x° sin 40 + etc. 
1 + 2x cos + x? sin Û — x sin 20 + x° sin 58 40 + 


Multipliant par dx et intégrant depuis x—=0o jusquà x = 1, 
on aura 
$ cu 6 
sin Ü— } sin 29 + + sin 50 — ! sin 49 + etc. he 


Multipliant la même équation par dx Px, intégrant le second 
Lea 


membre par la formule /x"dx Px — mix et substituant la 
valeur de Z (2), on aura 
ME sin 924 sin 36 Pan 8 x —60* 


De même en multipliant par dx l‘x , intégrant le second membre 


par la formule fx"dx Ux — Li , et substituant la valeur de 
Z (4), on aura 
sin24 , sin 36 CA mo —0 7° — 58 


. 6 
sin 0 — ee OU ent A lee Lee 
8 55 LE etc = A à 
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Ainsi en général on peut sommer la suite 


. sin 26 sin 50 _ sin sin 44 
sin ô rare 22m+1 AL: G2n+t gr + etc. 


(107). Ces équations , au reste , se déduisent assez simplement 
de la première que fournit l'intégration directe , savoir, 


sit 0 2sin 20 LEsin 50 — 1 sin 49 + etc. = + 8. 


En effet, multipliant celle-ci par d8, et intégrant depuis 8= 0, 
on aura 


6? 
1 — COSŸ— — (1—C0S 2) + ARE ie EE 


Appelons M, la somme de la suite 1 — _ + & = ir etc., laquelle 
est égale à (: — À) S,—=-S$S,— "=, on aura 
2 2 12 


1e 1 Lrt-08 
cos Ü — — cos 20 + x cos 30 — etc. = M, — Ne 


Multipliant celle-ci par 4 et intégrant depuis 0 — 0, il viendra 


8 
2° 2.3? 


sin Ê— -;sin 20 + > sin 30 — etc. — 0M, — 


ce qui revient à la valeur trouvée dans l’article précédent. 
Continuant ces opérations de la même manière , et désignant 


par M, la somme de la suite 1 — :. + z — etc., laquelle est égale 


à ( 1 — a) S, , on aura cette suite de formules, 
ef 
2 * 2.3.4? 
5 
2.8.4.5 À 
1 g5 


PEN ERS 


cosf—— cos 20 + > CS 50—eic.—M,— DE 
sin a—- = sin 20+ = zssin 50—etc.—60M,— re MS 


1 
cosÿ— “cos 294% cos 30—etc. = M;— ARLES 


etc. 
Ja 
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La loi de ces expressions est manifeste ; elle dépend de celle des 
quantités M,, et par conséquent de celle des quantités $S, qui est 
bien connue. 


(108). Si on différentie l'équation (f) par rapport à 8, on aura 


x) 241dz 7 a sin 8 cos aô—cos8 sin af {: — 0 
( (1-92 cosé+z) sinar 2 sin°4 À Z —= 


Par des différentiations ultérieures , on trouverait en général la va- 


er ze tk dz , ' 
leur de l'intégrale f. SM PE É SEL Æ étant un entier quel- 
conque. 


De même par la différentiation de l'équation (g), on trouve 
l'intégrale 


(2) 


On connaitra donc ainsi , par des différentiations réitérées , l'intégrale 
ne dés dx 
(1 + 2x cos 8 + x°)“+1? 
Mais ces formules ne sont point applicables au cas où l’exposant 
du polynome ne serait pas un nombre entier. 


f (a'#iHat) dx __ x  asinécosat—cos 6 sinab En a 
( F EU 


1x cos 6x) sinar 2 sin°4 


k étant un nombre entier. 


2" rs 
TJ G +200) 
parait dépendre d’un ordre de transcendantes plus élevé que les fonc- 
tions T. Cependant si l’on a0= +7, on pourra mettre z° à la place 


Ainsi lorsquer ne sera pas entier, l'intégrale Z 


ar 
ppt * ; 122% ‘ds 
de z, et l'intégrale précédente deviendra Z = fs OU savaleur 
e r+ a È r— à 


2 2 
Dr Ke de sorte 


déduite de la formule (d) sera donc Z — 


qu’elle ne dépend alors que des fonctions T. 


Si l'on observe maintenant que la quantité (1 23 cos 82)" 
peut se développer en cette suite convergente , 


(143) — . .23 COSO( 1) LE .4zcos'Ü (143) etc. 
| 7 
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et qu'ainsi on a 


22 dz ns 22471 dz SRE 0 [ES z2+"dz 
(1 + 22 cos 8 + 2°) Qi +2) rh QG +2)" 


z2++dz 
LS def etc. ; 


les intégrales du second membre pourront être évaluées par la 
formule qu’on vient de trouver pour le cas de 8— +7 ; de sorte 
qu’en faisant pour abréger, T(ir+ia)T(+r—ta)=@f(r); 
a étant constant , on aura généralement 


zet—1dz $ ’ 
EE cos 02° EXT = [8 (r) = — PE qe ah 2 p(r2)—ete. | 


formule qui pourra se réduire ultérieurement au moyen de l'équa- 


tion @(x + 2) — 


e—,(l 
4 
cos? 4 


M= 1 +- 


Fi] are are ee FA x )(r 2 —a*) 
D ns 4 —a)+etc. , 


N=—cosÿ+ — 


+ (x —Q bear Es ss —( (ES —4*)+etc., 


on aura la formule générale 


2 dre MECS a)rGr—4 0) __NrG+ir+sa)rG+ir—:a) 
(1+ 22co + 22c0s 04 2° IS us aTr PRO) Î 


Quant aux suites désignées par M et N, leurs sommes sont connues 
lorsque r — 1, et même lorsque r est un entier , puisqu’alors l'inté- 
grale est donnée par la formule (f) et par ses différentielles suc- 
cessives prises par rapport à Ô; mais il reste à trouver ces sommes 
pour une valeur quelconque de r. 


(109). Considérons enfin la quantité P — 21H23) ar, 
dans laquelle nous supposerons à la foisa <reta+i>r; on 
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aura par la différentiation , y 


az 


z“dz ait 
= + (a+ 1 — C3 ds). 


Intégrant de part et d'autre depuis 3—0 jusqu’à 3 — , et obser- 
vant que dans ces deux limites P s’évanouit, on aura 


hf. (: Beer en SU US Na a P 2 dz 

GHz) Taba—ry {Es} 
Substituant la valeur du second membre donnée par l'équation (d), 
on à la formule 


ho mr em ar 


(110). Cette formule s'accorde avec celles de l’article 15, deuxième 
partie, qui n’en sont que des cas RE IE elle est remarquable 


en ce que les deux parties ff" d, [ES xp sont infinies, et que 
leur différence peut être déterminée par les fonctions T.. 


Soit r— a+ 1—4%, «© étant infiniment petit, la formule pré- 
cédente donne 


fl (= tie Nes, a Tar(1—e). 
Z1—% (1 Hz) are TLC (1 + a —w) 
Mais on a T(1<+a—0)=T(1+-a) (io 9) etT(1—0)—=1+C; 
donc 
dz z°dz el dir (i+a). 
(HER ETS 


G+9 "Ts 


Mettant "2 au lieu de 4, prenant la différence des deux équations 
et supprimant w , on aura l'expression suivante de la différence de 
deux intégrales qui sont l’une et l’autre infinies, 


2" z‘dz dIr(i+a) __ dir(+m) Z3—=0 
(2) [CS (i+z Ron) dé! 1 tr NES  ÉTTR 
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et on sait par l’article 5o que le second membre est aussi l'expres- 


M— x°) dx 
sion de l'intégrale re LS 
æ— 1 samtéprale qui pourra eo ètre exprimée par arcs de 
cercle et par logarithmes, lorsque » et a seront des nombres 
rationnels. 


prise entre les limites x —0, 


PC a) Cr x dx 


en à 


$ I. De Pintégrale Z = [| © 


depuis x = 0 jusqu'à x = 1. 


> prise 


_ 


X 


(111). Cette intégrale est une fonclion de a et de »#; si on la 
différentie par rapport à a, m2 élant constant, on aura 


R=f—C — x") dx 

hall 1—x ; 

Mettant au lieu du second membre sa valeur donnée par l’équa- 
tion (17), il viendra 


dZ = diT (a+ m)—dlTa; 


d’où résulte, en intégrant et observant que Z doit s’évanouir lors- 
que 4 — 1, 
(12) (1x) dx Lee ( T (a+-m) Éd 
1 e L es: F1 . SERRE. : 


—x rar (i+m)/ Ti 
& 


Si l’on met an au lieu de a, on aura semblablement 


Care) (=) ide l T'(a+mtn) 
1—x FE o EE (a+n)r (i+m)/ 


va 


Donc en retranchant la première de la seconde , il viendra 


x dx (i—2x")(i=xt) ra T'(a-m+n) Lo 
D JE Ce ne) fe 


“A 
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Cette formule revient à celle qu'a donnée Euler dans le tom. I, 
part. Il, des Nova Acta Petrop. 1777. 


(112). En appliquant à cette formule les propriétés connues des 
fonctions T , on en déduira aisément tous les théorèmes particuliers 
auxquels Euler est parvenu dans le mémoire cilé. Voici, par 
exemple, deux de ces théorèmes : 


de x" P— ox Æ x'TP 
LR = 108 cos 7, 
(ë) CELA 1— x or 
dx AP— 2x4 TP la pr 
xlx° Pt Ve or ? 


où l'on peut observer que le second se déduit du premier, en 
mettant r — p au lieu de p, et que ainsi 1l suflira de démontrer le 
premier. 


D'abord on peut mettre x à la place de x”, ce qui ne change pas 
les limites de l'intégrale; et cette substitution revient à faire 21. 
On aura donc à démontrer la formule 


22 1 1 
[È x? Rosa 


PRÉ AO TP SE = log cospr. 


Or j'observe que cette intégrale peut se mettre sous la forme 


PJ pi 2 
fl ren Lt , et que sa valeur , d’après la formule (a), est 
| rG—p)r(G+p) 
Deer RTE 
MaisonarTi=y#,et T(:—p) TG+r)=; donc 


Z = log cos pr. 


Les autres théorèmes donnés par Euler se démontrent avec la même 
facilité ; mais le théorème suivant ne se trouve pas dans le mé- 
moire d'Euler , parce qu'il dépend d'une formule qui a été décou- 
verle postérieurement. 
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(113). Puisqu'on a , en vertu de l’équation (D), 


Irr(r—5i) 
Tir(2r—1) 


mn 127 
= 2) , 


on voit qu'il y a un cas où l’on connaît exactement le second 
membre de l'équation (a) ; c’est celui où lonaa=:;,m=r—1, 
n—r— + On aura donc 


FRA AR 
1 


1 dir 
A 


mettant, pour plus de simplicité, x* au lieu de x, et faisant 
Pt M +4, on aura la formule | 


MERE és PaTrI —_—_ 
(c) FE RCE = «log 2. nr 
1. 1 des À Es Agen À 
ZT 


Cette formule a lieu quel que soit a, pourvu qu’il ne soit pas né- 
gauf et plus grand que l'unité. Elle se M aisément lorsque a 


mnt 1 
—2)= (RE 2) 


est entier, au moyen de la formule 


Nous remarquerons que si on différentie par rapport à a l’équa- 
tion (c), il en résulte 


Jx“dx ( 


ce qui s'accorde avec la première des équations 21, art. 55. 


14 x — 9278 


)=l0g2, 


$ INT. De l'intégrale Z — Je xPT "dx 


1— x) (1 — ax }" ? 


X — O jusqu'à X\=/"Y, 


prise depuis 


(114). Pour que l'intégrale ne devienne pas infinie dans l’une de 
ses limites, on suppose à la fois p> 0 et r 1; de plus il est 
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nécessaire de supposer 1 + a > o pour que 1 + ax ne devienne 
pas zéro entre les deux limites de l'intégrale. Cela posé ;"soit 
1—xX—323, On aura 1 + 4x = 1—+4a— 43, et si aux suppositions 


LA La -. [44 . LL . 
précédentes on ajoute celle que He soil << 1, Ce qui arrivera 


toujours si a est positif ou si & est négatif et < +, on pourra dé- 
velopper (1 + ax)" en cette suite convergente, 


à az n.n +1 az 
(1 +a) (+ + pete.) 
on aura donc , 


2 (1 + 


Soit V = «2, on aura par la différentiation, 


Æ (à + 7. AT A x + ete.) 


1.2 


nee 


dV=(p+k=r)xr tt de (kr) arr dx : 


intégrant de part et d'autre entre les limites données , et observant 
que V est nul dans ces deux limites, pourvu GIE ’on prenne À>r, 
on aura 


ax TS PARIS Au die 


De là résulte successivement, 


Pr 
Saez dx = ———— far 3 dx, 
; p—r+:1 
D 1 
XP! 2°" dx — — p—3 2 à 
jÊ Dr +09 ms rod MS 2 L; 
ee 


. ; Ptd: 
Soit donc , pour abréger, A=f = = = fx dx(1—x)", et on 


aura l’intégrale cherchée 


: IT à n.n+-1 NATION Er 
Co AG Te) pts —r7+1 hui Wa p==r-hi pra sert +ete) 


Quant à la valeur de À , on voit que cette intégrale est une fonc- 
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tion Eulérienne de première espèce , qui peut être représentée par 
(ps; 1—7r), et qu'ainsi on a 


_ Ipr(i—r) 


TT r(p+ir) 


L'intégrale ‘Z sera donc entièrement connue , si on peut trouver 
la somme de la suite contenue dans son expression , savoir , 


Er n.n—t1 01: O—r 
Q— +. p—r+1 : nu fe TE PE 1 pr. p—r+e etc : 


il faut pour cela examiner différens tas. 
Premier cas : n kr = p+i. 


(115). Alors en substituant la valeur de 7, on aura 


1—7,92—7 a? 1——r.2—7. ET aÿ 


Q=1+ (1) 1.2 Dr 19750 RL RE 


Cette suite est évidemment sommable , et la somme est 


Le (: +) = (0 + a); 


donc on a généralement 


x" QU, nr T(n+r—1)r(i1—7r) 
(®) GE PP ler el EEE Fn 


Cette formule suppose 7 +r> 1 etr << 1; et comme la série a été 
sommée exactement, le résultat ne suppose plus que a, s’il est néga- 
üf, soit < ;; 1l suppose seulement que 1 + & est positif. 


(116). La formule précédente peut se trouver immédiatement par 
le développement de (1 + ax)" qui donne 


LTRNET n.n—+i1 
L= | -——— C — NAX À ——— + DL? etc. ): 


Q—x) 
or 
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or on a en général, 


x n+r+k—2 d C 


ES Det Tin PE 
RER ” 


T'(n+4k) f 
ce qui donne successivement 
crade à ÎT.(Gbnet) n Gr) F 
GHz) Ta ae éd: 
DATE y LD (RE PPT OST) RER TT A 
CESR r(n+i1) x n ? 
aEtde 3 Dai) T (ar) 5 enchr—ionr À 
Ga)" TT, T (n+4-2) et n.n—-1 ? 
etc. 


donc 


M A (: — (ar ja EE at — etc), 


RES E CE SP VE 


(117). Si: dans la formule (2) on fait #—=7r et a=—1, on aura 


2 ju sas PS V'ÉLrr eur LA SE 2 

1— x) Tr ? 
mais dans ce cas l’intégrale Z est elle-même une intégrale Eulé- 
rienne de première espèce, qui, en mettant x à la place de x’, 
devient ? fx'-dx(1—x), et peut être représentée par 
2(—+,1—7); sa valeur est donc Z =} EN) PORT) 


Ce 1 
T'z 


vertu de l’équation précédente, on doit avoir 


»eten 


T(r—+) LOS) 


T(or—1)rT(1—7) 
CA PIE PCT 


Tr 4 


—— 1—8£8r 
ares 2 


ou T(r—2)fr=TiT(ar—1).2t7#, Faisant r—!+a, on a l'é- 
quation connue : 


Tal(a+i) = T(2a).T+.2, 
15 
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ce qui vérifie nos Calculs sans offrir une. nouvelle propriété des 
fonctions T'. 


(118). Reprenons maintenant l'équation (), pour en déduire 
quelques autres corollaires. Si l’on fait d’abord r—0, on aura 


x? 2dx 


En TG) (G+o 
(iLax)" (x TT 


a). 
) Ta RD 
. ° ,» . . W 
c'est ce qu'on trouverait immédiatement en faisant 1+ax =". 
Si dans la même équation on fait 2— 1, et qu’on substitue la 


valeur TrT(1-—r) —-——, on aura la formule 


sin 77 


SATarL ee _. 
(c) (1 +ax)(i — x) RTE sin #7 it + a) 


Celle-ci HEURES encore se démontrer directement d’une manière fort 


. . 3 
simple. Soit — = > QU LT TE,;» ON aura la trans 
id A Q l , o 
formée (1+ so ST , laquelle devra être intégrée depuis 
—œ0o jusqu'a 3—; sa valeur devient donc (1+a)"-"—. 


sin 77 


(119). Soit, pour abréger, x'—'dx(1—x)"=— dv; si on prend 
les différentielles successives de l'équation (c) par rapport à 4, 


et qu'on fasse ———A, on aura cette nouvelle suite d’intégrales : 


aT 
dv “p 
Ti ax — A(: — a) 2 
xd 
Gant © AG +4, 
(a) 5; 08 
dy T.7— 1 
Ta == A(1 Ha), 


*. LOVE ele L'ARS 
(i+ax) ME as A(I = a) airs 


elc. 
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Mais en faisant p—1—ax, on a 1=p—ax—(p—ax)=\p—ax), etc.; 


1 1 ax 1 1 oatr , dx? 1 1 3ax , 3a?x* a° x° 


ed — D LE EE ne UT TU rm LC 


PHP p° pt 
A » » ® » d 
On connait, par les formules précédentes, les intégrales É ’ 


d d die 
fe F etc.; donc, par la substitution de ces valeurs, on 


aura les formules suivantes : 


dv 
L. A (1 a), 


Fe —=A (140) (ir. ——), 
L5 a r.r +1 ar, Ve 
= —A(1+4) (i—2r. AURA Rene 


= 10 Tri r.rtir+2 a 
fret (57. +5 ai Ge) | 102.3 es) 


(e) 


FE 


formules dont la loi est facile à saisir; elles supposent toujours 


1—+a posiuf et r 1. 


dv 
(+ ax) (14 bx)? 
laquelle les nombres 1+a, 1<+b, sont supposés positifs. Comme 
on a 


(120). Soit proposé de trouver l'intégrale dans 


1 a 1 b 1 


( + ax) Gi + bx) F D'a 0 Par ont; las" 1 Lx? 


(42 
l'intégrale proposée est la même que Eau _—. — f ; 


ainsi On aura généralement 


D fem t+d Gi). 


Dans cette formule faisons a=c{cos8+4/—1sin0),#—c(cos8-#/—1sin8), 


. csin# 
ensuite p°=—1+2cco050 +c? et tangÀ — TH co NOUS aurons, 
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par ces subslitutions , 


ils v D H0(0 re rx) 
(8) cites — Ap sind 


\ ; . se QE 
(121). D’après ces diverses formules, il est visible que, si Q est 


une fonction rationnelle de x, dans laquelle le dénominateur Q 

ne se réduit à zéro pour aucune valeur de x comprise entre o 

|A 9 

QU—x)"? 

par une quantité de la forme ——.B, B étant une fonction al- 
Sin 7f à 


: ; et LE A à Pdv 
et 1, on pourra toujours exprimer l'intégrale | ——=, ou 
2 Q 2 


gébrique de quantités connues. 


Second cas. n=r, p=r#x+. 


1 
x'T ?2dx 


(122). Alors l'intégrale proposée est Z — ERP TES TU, 


TER rE — 7) 
LACET 


et 


en faisant À — on aura 


aude à T l—7T  2a r. Le, IT , 2—T 48 
TEe='A (+ LTET nd an LT RSI ° (Hay + etc. ). 


Pour voir plus clairement la loi de cette suite que nous désignerons 


| . 1m 
ar SON 7 
par Q, soit a 


; nous aurons 


1—7m?. a 1—m°.g—m? da 1—m°.9—m° .25—m* 
se pe CRE, CR RE 
Q UNE Hit 


1,9.9:445 Gay À 1.2.3.4.5.6. 7 nec 


Cette suite est connue , au moins lorsque »2 est un entier impair, 
et suivant la formulé donnée art. 256 de l’/Zntrod. in An.,ona 


sin m4 — 71° 9m 


LATE PL PRO 7 sing etc! 


=1+- 


m sin 


Donc si on fait 


a loin es 2 
RATES Abe on aura 


sin mb 
Q fers Lx ÉTRMAE 
mn Sin À 


nr à 
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Mais il faut démontrer que la formule précédente | trouvée pour 
le cas où m» est un entier impair , a lieu pour une valeur quel- 
conque de ». 


(123). Quel que soit »,le sinus de l'arc »8 a pour expression 


x m°6°? m°0° 
sin mÛ = m — qe + 1.2.8.4.D — etc. 


Mais l'arc 8 que nous pouvons supposer < 17 ,se développe de 
même en cette suite convergente 
1 


8— sin 8 + sin®f + =. ; 


k.1,0,4:2D 
bn5142%:0 


7 sin’0 + etc. 


| sin°ÿ + 


sin m4 


Donc quel que soit »#, la valeur de ——— peut se développer en 


une suite de la forme sin 0 + A sin50 + B sin‘0 +- etc., les coeffi- 

ciens À, B, GC, etc. étant des fonctions de m» qu'il s’agit de 

déterminer. | 
Pour cet effet, soit sn0=x, et 


: 
SE — X + Àx$ + Bxs + Cx’ + etc. 
on aura en différentiant de part et d'autre par rapport à 8, et met- 


; d. 
tant au lieu de “sa valeur cos 8, 


cos mô — cos Ü (1 + 3Ax° + 5Bxt—+ 7Cxf + etc.) : 
différentiant de nouveau par rapport à 8, il vient 
m sin m—(1—2.3A )x (5 A—4.5B )x+(5B—6.7C)x°+etc. 


Égalant le second membre terme à terme à la valeur du premier 
qui est 

mx + mA + m'Bx° + etc., 
on en tire 


B(25— m°) 


CURE 4.5 2 


+ 
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Donc on a généralement, quel que soit "”, 


sin m 1—m?. 1—m°.9— 


1" 1—m.9—m.925 05—m° 
msn — 14 — 


sine + 3.4.5 TT int TS LS A6 67 ——— sinfo + etc., 


et 1l résulte de la même analyse qu'on a en même temps 


cos mê 1— —1m 1—m?,9—m°?.925—m° 
——— —1 + EPA 


= 2 CAT EX we in 4 
sin CE Pen LEE RE AA TE 37066 sin8 + etc 


(124). Cela posé, l'intégrale cherchée sera donnée par la formule 


(k) je a — de DA ossi: sin (or—1)8 


1x) (1 ax) (2r—1) sin 4 Éd 


dans laquelle A = —"T 
tang 0— ya. 


Si l'on faita—1,ce qui donne Û—2:7#, la formule devient 


rGHDTG = 
Ur 


2 


, ct où l’on suppose r € 1 et 


(i) NME TI 7 
l ©" —= ——.Asin(2r—1)-. 
(1— x?) QF—1 As ( f )z 
Le premier membre est une intégrale Eulérienne de première es- 
. . :  f2r +1 
pèce qui peut se représenter par 3(—7—,;1—r), et dont la 
PA Ed Tir 
valeur est +. CG _ à) ne =), Ainsi en remettant la valeur de À, 


on devra avoir entre les fonctions T l'équation 


STORE DO TT) Et) TON 
Se Er) rte TATTE Co 


ir . 7 
sin (2r—1)-. 
Gr—1)7 

Si lon ar > +, soit r —1+ 24, cette équation devient 


BCE TU) DONNER 
HG) CAE | 


Mais on a T'(1+ 2a) = 2a T(2a),etTaT(1—a)=-—; de là 


sin Ar 
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résulle l'équation connue (*) 


TaT (ia) =T(2a).7*.21—%, 


équation à laquelle on serait également conduit en supposant 
P — FT rs 24: | 


(125). La formule (k)#e pourrait plus avoir lieu si & était né- 
gauf; mais en éliminant l'arc 8, qui alors deviendrait imaginaire , 
on peut parvenir à la vraie intégrale. 


En effet, si on change le signe de a, on aura tang 8 — y(— 4), 


sin 0 — / (=) CUS Ve / (—=) ; substituant ces valeurs dans 


la formule 


(cos 4 Æ V/— 1 sin 8)®— (cos 8 — 4/— 1 sin 8)" 
2 V— 1 id 


et faisant m—2r— 1, On aura : 


sin 8 — 


sin (or — 1) ê [é + Va 1e _— (1 A Vars ‘ 


——— Ps 
a 


sin 4 2V/a.(1 — a)" M 


on a en même temps cos”Ü— (1 — a)"; donc 


sin(or—1)6 


on LP RTE AL Et À € Par D MED 
sin 4 2V/a 


(*) M. Poisson, dans le tome IX du Journal de l'École Polytechnique , a 
trouvé des résultats analogues à ceux que nous venons d'exposer. Il parvient, 
page 146, à une équation entre deux intégrales Eulériennes , qui au fond est 
la même que l'équation (z); et il ajoute que cette équation contient une nou- 
velle relation qui peut servir à la réduction de ces transcendantes. On voit ici 
que cette équation ne conduit qu'à une formule connue, dont l'équivalente a été 
donnée page 284 des Exercices du Culcul intégral, et plus anciennement, 
page 96 du Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 


é* 
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donc l'intégrale cherchée 
: AR ORNER (1 Va) — GHva)” 
(&) CADET Her): 21 


et on aura toujours À — ane. lee) 
2 Vr 
(126). Dans cette formule il faut qu’on ait a << 1; on peut ce- 
pendant faire 4 = 1 , pourvu qu’on ait 2r << 1. Alors la formule 
devient 
Te dev) DT H Cr LE ANT Er} 
(Gi—x)" — 1—02r° V°# 


Mais le premier membre est une (nIPETRIe Eulérienne de la pre- 
Dr HS) ul) 
MALE Da 
avoir entre les fonctions T, l'équation 


mière espèce dont la valeur est ; donc on doit 


T(r++i NT CHE AD EM a. Tri 3) LG) 
DOS) cn ver rh Vr 


Mettant au lieu de T (?—7) sa valeur (i—7)T(1—7), et fai- 
sant ?—r— a, on retombe encore sur l'équation 


TaT(i+a)=T (aa). 2e, 


qui prouve l'exactitude de nos calculs. 


(ay). Il ne sera pas inutile de faire voir que la formule (4), 
qui est le résultat d’un calcul assez compliqué, peut s’obtenir plus 
facilement par une autre voie. Si dans l'expression différentielle on 
développe le facteur (1 — ax)", on aura 


Er ae 


en LE + rar ET x? +, ax etc.). 


Le 


Or en intégrant les termes successifs, on a 


‘i 
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(12) 1 è 
2H de _ r(r+HrG— à rHi 


RÉ. ci si ue lee 


MEME) TT rs E 
a +5 dr _TCrHi)r (ir) LA rHir+s 
G—z) ne AAA pet TA 


etc. 
Donc l'intégrale cherchée 


L= A (1 + ME à + MERE RTE HS où + etc.). 


Il est facile ensuite de voir que la série qui multiplie À , n’est autre 
chose que le développement de la quantité 


(= Va) (0 a) 
LA (2r— 1).2V/a 


Ainsi on obtient immédiatement la formule (4), et de celle-ci on 
pourrait déduire facilement la formule (k), au moyen des réduc- 
tions que donne la formule 


(cos 0 y/— 1 sin0 }" = cos mÔ+ y/— 1 sin m9. 


Troisième cas: p=r+n. 


ati dx 


(128). Alors l'intégrale Es 0 Pi er Ga” et la suite 


à sommer est , en faisant & — 1 
1 F a 


IT an 1—7,9—T Nu | 1—7.9—7.3—7r na 
— I FA ci SLR An 148 Fi e SES TE M TT. . LR % 
Q=— is TN 1.2 Cr 1.439 Sent e 
Pour avoir la somme de cette suite, supposons pour un moment 
qu'on ait 


1— ri ax"ri 1—r.92ær watt 
—— —- elc. 


_ 
— NN | — . Le re gr our ges 
& AUS 1 n +1 F9 n +2 
16 
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en différentiant par rapport à x, On aura 


LT 17,97 
dO-= na dx (: — ax Méess set d°x* etc.), 


mL" dx AB , 
ou dQ — G TE donc Q = (EE, cette intégrale étant 


prise depuis x —0 jusqu'a x = 1. 


Cela posé, comme on a en même temps 


À NE eu LP EE Pme P'CRERITANUT SIN 
TA CRUE FR En 


l'intégrale cherchée sera exprimée ainsi, 


RP de __ T(n+r)r (ir) Be LT as). 
(#) re Gaz)" Croi;008 rem mr émet 


d’où il suit qu’en regardant les fonctions T comme connues, cette 
lie 
(i— ax)? 


intégrale est ramenée à une intégrale plus simple 


. LA LL [44 
prise entre les mêmes limites et dans laquelle 4 — : 
1+a 


(129). Lorsqu'on change le signe de a, il convient de mettre 
sous une autre forme le facteur P= (1 — a) den dx 


1—r* 
FAT — a 


PA 'd 
SO Aoe ee CE , on aura P = [= ne retiles limites 
1 — az Qi — az)ÿ+" 


de cette intégrale seront encore z—0, z—1; de sorte qu'on 
peut changer z en x, et on aura pour ce second cas la formule 


TIRE r loue IT =eT) re 
(r) fes fs 


(130). On peut parvenir directement à ce résultat en développant 
dans la formule proposée le facteur (1—ax)-", ce qui donne 


ER = C + nAX 4 + ax + etc. ). 


+ 
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Or en intégrant les différens termes, on a 


TP dx _T(rHn)T(1—7) — TG) T'(1—r) 1 
Q—x) r'(1+n) Ta tu 2 
die dx T'(r+n+i1) M oem à gel T'(rn) Tir)  r4n 
Ta T (24n) Tn °n.nb+1? 
a'+#idx _ T(r+n-s) Tr) CGR) PQ) r+n.rtndi 
(ax) T (3+4-n) pren Ta " n.næ+1.n+a ? 
elc. 


Donc l'intégrale cherchée 


TL (Hn) T(r—n) in a THn.r+n+i a? S 
D a, an D RE . pete.) : 


Ta °n+i EE 


la série comprise hr cette formule n’est autre chose que la valeur 


LR : NOT : À 
de l'intégrale fee ; ainsi on obtient la même formule que 


ci-dessus. 
Dans les deux cas, si z est entier, on pourra trouver exactement 


l’une et l’autre des intégrales Pre Ke Ti ; il suflit pour 


Gaz)” JG—axrr 
cela de faire 1— ax ou 1—ax—z; mais ces cas particuliers 
sont compris dans le résultat général de l’article 121, et il est 
inutile de s’y arrêter. 


zdz sin 2aZ 


$ IV. De l'intégrale Z — = [2 LT D 


semblables, prises depuis z — o jusqu'à 2 = «. 


et autres 


(131). On pourra toujours supposer que r est plus petit que l'unité ; 
car s’il était plus grand, on mettrait - à la place de r, et on aurait 


une intégrale de même forme dans laquelle 7’ serait plus petit 
que l'unité. 
Cela posé, si l’on développe suivant les puissances de r la 
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sin 242 
1 — 97 COS 242 + r° 


quantité P — , on aura par les propriélés des 
séries récurrentes , 

P — sin 243 + r sin {az —- r° sin Gaz + r° sin 8az - etc., 
ce qui donne 


JR es (sin 247 +- r sin 4az + r° sin Gaz +- etc. ). 


rm 2° 


Mais par la formule (2) de la troisième partie, page 558, on a 


l'intégrale | 
LR LR NET ENS 
m° + 270 aus 


7, = = (eT2am R reTAsm re en + ete) ; 


donc 


ou simplement, 


1 


PÉTER EN 
ET em — r° 


c’est la valeur de, l'intégrale cherchée. 


On peut d’ailleurs changer le signe de r : ainsi on aura tout à 
la fois les deux formules | 


zdz sin 2az LT 


a ——© =  —— 

( ) eh 2% 1H r— 07 cos 2az em — y? [= ape 

() zdz sin 2aZ ONE 7 MT 1 4e 
m2" 17H orcos2az — er 


Ces deux formules supposent r << 1; mais elles seront encore 
vraies lorsque r = 1 , et alors on aura 


zdz cot az = 
(c) m°? + 2° PS es — 1 ? 
(d) zdz tang az ei: 7 
MHz 7 em +) 


(132). Si après avoir ajouté les deux équations (a) et (6), on 
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met a à la place de 24, et r à la place de 7°, on aura cette nou- 
velle formule 


zdz sin az 27 
e a ————. 
(e) mx" 1+r—orcos0az 1 +r' em"—Tr 


Faisant dans celle-ci r — 1, on a 


zdz ANR PRET 
(#) mea "sin ag tem 


(133). Si on multiplie par 4rda les deux membres des équa- 
tions (a) et (b), et qu’ensuite on les intègre par rapport à 4 depuis 
a—0o, on aura les deux formules 


(g) EE log (1 7° — 27 cos 243) = = — log (1 — rer 22) 1 
(2) EE log (x + 7 — 2r cos 242) 22 e log (x - HN) k 


Si dans ces équations on fait  —1, on aura ces deux autres 
. formules, 


| f_d_ log sin az — Mar 
(2) Tee. oO md 9m log (—— ——}, 
| up æ. 1 — eT2am 
() ee. log cosaz — — log = —) : 
d’où résulte cette troisième, 
() Eee log tang a3 = — tune bis 
m°+ Lè $ $ Re log 2am ee 1 * 


(134). Si on différencie par rapport à r les équations (2) et (4), 
on aura encore les deux formules 


(m) Dors T — COS 242 T 1 
m2 1+4 7r— or cos 2az om em—r? 


(n) ee Tr + cos 2az DE" T 1 
m+zt 17 —Lorcos 203 9m em 
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Ces équations pourraient se démontrer directement au moyen des 
deux formules 


TT = cos @ + r cos 29 + 7° cos BP r° COS 4p + etc., 


1 — 9r COS @® + r* 


= cos Àz — . "He 

Si l'on différenciait les formules que nous venons de trouver 
par rapport aux constantes qu’elles renferment, on en déduirait 
une multitude d’autres formules plus ou moins remarquables ; mais 
nous n’entrerons pas dans de plus grands détails à ce sujet. Nous 
devons seulement ajouter que les formules (c), (d), (f), (42), 
(4), (Z), très-remarquables dans la théorie des intégrales définies, 
sont dues à M. Bidone, qui les a publiées dans les Mémoires de 


l’Académie de Turin , année 18712. 


$ V. Z'ormules propres à rendre plus étendue la théorie 
des intégrales définies. 


(135). Dans les recherches précédentes, on a pu remarquer que 
des intégrales connues , prises depuis 3 —0 jusqu'à z— «, en ont 
fait connaitre d’autres , prises depuis æ —0o jusqu'a x — 1. La 
transformation employée pour cet objet, peut être généralisée, de 
manière qu'en passant alternativement d’un genre d'intégrales à un 
autre , On pourra assez souvent trouver une infinité de formules 
qui auront la même valeur ; et par ce principe, la théorie des 
intégrales definies acquerra une nouvelle extension. 

Dans les transformations dont nous allons parler , nous désigne- 
rons constamment par 3 la variable qui s’étend dans les intégrales 
depuis 32—0 jusqu'a 3 — © , et par x celle qui ne s'étend que 


depuis x = 0 jusqu'a x = 1. 


(136). Cela posé, soit la formule f'ds @(z) = A, dans laquelle 


l'intégrale est prise depuis 3 = 0 jusqu'à 3 —  , et a pour valeur 
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la quantité connue A, J'observe que l'intégrale dont il s’agit, peut 
être considérée comme composée de deux parties , l’une prise depuis 
3 = 0 jusqu'à 3 — mn (m étant positif ) ; l’autre prise depuis 3— » 
jusqu’à 3 — 0. Pour avoir la première partie , je fais 3 = mx, et 
j'ai l’intégrale fmdx @ (mx) , laquelle devra être PE depuis x —0 


jusqu'à æ=— 1. Pour avoir la seconde, je fais = —, et en changeant 


le signe , j'ai l'intégrale [= ® “ qui op être prise également 


depuis x — 0 jusqu’à x — 1. Donc en réunissant ces deux parties, 
on aura une nouvelle formule 


O. Jmepep+se()es (TX 


laquelle devra avoir lieu, quel que soit », pourvu qu'il soit 
positif, et pourra même en fournir une infinité d’autres en la fai- 
sant varier par rapport à 72. 


re fa APE ie? dom. 
Ainsi en désignant == par @' (x), et semblablement == par g"(x), 


on aura 
@) Ke] mode) ie Eh] > crie 
fdx [a (mx) + = g" (©) | —— = , 


etc. 


F 


(137). Soit, par exemple, ® (z) = E =} DR cas À — - 


sin ar ? 
: mm x" 1 m x°?T4 : d 
on aura mIC 
® (mx) = Rue e (= mr nue ce qui donnera la 
formule 
ain xTedx m4 — 
(c) fK — Am T Es O 
REA Pr 7 sin ar rien 


Cette formule, dans le cas de m—1 , revient à la formule de l’ar- 
ticle 96; mais elle est plus générale , puisqu'on peut donner à m 
une valeur quelconque positive. 
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(138). La généralité de cette formule est telle qu'on pourrait 
donner à m une valeur imaginaire. Soit donc m—c(cos8+ ÿ/—1 sin ), 
et on obtiendra par la She UOTE ces deux formules, 


at ‘me. 


x dx (14-0x cos 6) À: xT4dx (x + c cos 8 __ rc cos 
1H2cx cos 84 ox x Hocxcos8+c/T sinar ? 


(d) | 
x “dx rc" sin aô 


Rs 
PAIE CS TRE x 2cx cos 8 + c°/ TT sinar sin” 
On peut remarquer sur celles-ci que la première est contenue dans 
la seconde, et que cette dernière, dans le cas de c — 1 , s’accorde 
avec la formule du n° 103. 

La formule (c) contient une constante arbitraire "», la formule (d) 
en contient deux, c et 8 : il est visible que par la différentiation 
répétée de ces formules relativement à l’une des constantes arbi- 
iraires mn, c, 0, on en déduira une infinité d’autres intégrales qui 
toutes auront une valeur connue ; d’où l’on voit combien est féconde 
la transformation dont nous avons fait usage. 


(139). Nous avons considéré l'intégrale /dz @ (z) comme compo- 
sée de deux parties; on pourrait de mème la considérer comme 
composée de trois ou d’un nombre quelconque de parties, et de là 
naîtraient de nouvelles formules dont le nombre pourrait être multi- 
plié à l’infini. 

Concevons , par exemple, que l'intégrale /dz @ (z) soit composée 
de trois parties ; la première de 3—0 à z—m, la seconde de 
3—=maz—m}n, et la troisième de z=7m<+n à 3—0c. La 
première parlie sera donnée par l'intégrale f/mdx @ (mx), prise depuis 
%—=0 jusqu'a x = 1 ; la seconde par l'intégrale /ndxe(m+nx), 
prise entre les Fit limites ; et enfin la troisième par l'intégrale 


[= ndx 
(e) Jdx sé —np(mtnx)+ = ® je 2) | — À, à “: : 


dans laquelle #2 et 7 sont deux constantes arbitraires qu’on doit sup- 
- poser 
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poser positives, mais qui à la rigueur pourraient ne pas l'être, puis- 
que si on concoit l'intégration effectuée dans le premier membre de 
l'équation (e) , le résultat ne doit plus contenir les constantes 7» et ». 


(140). Le mème principe de décomposition peut s'appliquer à 
l'intéorale fdxe (x) = A, prise depuis x = o jusqu’à x —1. En 
effet, cette intégrale peut être considérée comme composée de 
deux parties ; la première depuis x — 0 jusqu’à x — m, la seconde 
depuis x — m jusqu'a x — 1. La première partie est donnée par 
l'intégrale frndx @ (mx) , prise depuis x = 0 jusqu’à x = 1; lase- 
conde se trouve par l'intégrale f(1—7n) dx ® [ m+-(1—m)x], prise 
entre les mêmes limites. On a donc la formule 


(f) fdx [mg (mx) + (1—m) ® (m+-x—mx)] = A: 


(141). Soit, par exemple, l'intégrale /x' dx(i—x) = A, 
on en deduira la formule 


{dx Les (mx) + (1 mt (Te x ie (x —x} | E=A) 


La seconde partie se simplifie en mettant 1 — x à la place de x 
et changeant son signe, ce qui donne toujours les mêmes limites; 
par cette substitution, la formule devient 


( sf Carta dn(— —x) "+ 1—m)+ da —— —x)" |A: 


LOT 
T(a+r) 


Si l'on prend m—+,on a 


2 


on a d’ailleurs À — 


(A) 1 Eee ( D = XI xt dx (2 —x)T] — pt+r—iÀ, 


Cette formule peut servir à trouver, par approximation, la valeur 
de A ; elle ne diffère pas de celle qui a été donnée article 21, 
deuxième partie. 
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(142). On conçoit que les transformations peuvent être variées 
d’une infinité de manières , de sorte qu’une formule assez parti- 
culière peut conduire à une infinité d’autres contenant des para- 
mètres arbitraires; mais il est surtout une de ces transformations 
que nous devons rapporter, et par laquelle une intégrale prise entre 
les limites x —0o , x —1, peut être changée en une autre dont les 
limites seront z2—0 , 2— 0. 

Soit /dx g (x) = A l'intégrale donnée qui doit être prise entre 

mz 
1+ m 
quelconque positif, et alors il est visible que les limites de la trans- 
formée seront 3 —0, z —  : on aura donc la formule 


(5) éorale 5) = A . (ire 


(143). Soit, par exemple, la formule fx" dx(1—x)" = À, 


on aura la transformée 


les limites &' = 0 "Tr ; jé fais x — om étant un uombre 


ZA UZz sa 
(4) (1 + mz D?rE = Am 2 


formule où l'on peut faire m — x , sans diminuer sa généralité. 
Soit encore proposée la formule 


EEE cot AT j 


© 


- ° mm 
la substitution x == donnera 


1 + mz 
J'Une dr (ma) — msg dz (1m) ] = 7 cot ar * 


formule dont les deux parties sont infinies comme celles de l'in- 
tégrale en x d'où elles sont déduites, 


Si on fait m— 1 dans cette formule, on trouvera par l'équation (»), 
n° 110, que le premier membre se réduit à L/7(—2) __ d/ra 
Migre ri: da *? 
quantité égale à 7 cot aw', suivant la formule (19), n° 54. 
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Ces exemples suflisent pour faire voir combien est féconde la. 

théorie des intégrales définies ; mais la richesse de cette branche 

d'analyse , comme celle de toutes les autres , consiste bien moins 

dans le nombre des formules que dans le choix de celles qui 

réunissent l'élégance à la simplicité, seules qualités qui peuvent 
les rendre propres à de nombreuses applications. 


$ VI. Formules pour trouver, par approximation , les 
différences finies Ms et Ms, lorsque n est un grand 


norrnibre. 


(144). Lorsque le nombre z n’est que de quelques unités , la 
différence finie de l’ordre z, d"s*, prise en supposant que la 
variable s croît continuellement de l'unité , se détermine par la 
formule connue | 


D 88 = (sn) n (sn) + 


D. —1] 


(s+n—2) — etc. : 


il en est de même de J"s—<, 
On peut aussi déterminer d" s*, ou en général d'y, par les coefï- 
ciens différentiels de la fonction y , au moyen de la formule 


dr+1 _, d'+24 
TS + N” Te + elc. , 


d 
(à dy= 


dans laquelle les coefficiens N°, N”, etc. sont des fonctions de », 
données par le développement de la fonction 


(e— 1) = 2x" (14 Nx + N'x+ N'x° + etc. ). 
En effet, comme on a par le théorème de Taylor, 


LE dy 1 ddy 
RER HER à 


EE * FT + ete. , 


cette formule peut se représenter plus simplement par dy=y(et—r), 
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en convenant qu'après avoir développé e*— 1 suivant les puissances 
d" js 
de d , chaque terme yd” se changera en Je Cela posé , on aura, 


d'après la même hypothèse, d'y = y (e*— 1)", ce qui donne , après 
le développement de (e*— 1)", la formule précédente. 


mL çd 


Comme on a en général = Ari A2. .(a—n+Hi)s, 


la différence finie d" s* pourra s'exprimer ainsi, 


On 071— 


() dMs—a.a—1.a—2.. (an) EN É ÉLNTE ES 


| Let. À 


formule qui pourra servir à déterminer ds", lorsque a— n sera 
beaucoup plus petit que s. 


(145). On peut mettre cette même différence sous une autre 
forme plus convergente. Pour cela, je reprends l'équation symbo- 


lique d'y — y (et— 1}, à laquelle je donne la forme 
L, ed RP 4 
d'y = 7e" (e"—e *"} ; et comme, en MS Tv), 


la "le put par 7e est y +17. D + > = (32 nÿ > + 
Dre: (SU LE il +etc.,oup(s+in);sien NT URL 
une AU HébruNe , on fait le développement de la fonction 
| UT ; 
(e —e* }, mu résulte 
(æ“ DES 8e sd y = d'(1 + + A'd + A!"di L A/"df+etc.), 


on obtiendra cette nouvelle valeur de dy ou d'@(s), 
d" ,dn+s dr 
(c) MO)= 706 + in) + AE 9 (HER) HA TE @ (s + An) +etc. 


(146). L'application de cette formule à la fonction s° donne 


LE RÉEL , AN, Q=n-1 » A-N.ü-1n-1 a-n-2.a-n-8 
(d) à S —K(s+21n) [+4 G+T ne —— + A Grp eee. | 


où l'on à fait K = 4a.a—1.a—2...,(a—n—+i). 
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Cette formule pourra donc servir à déterminer d" s* dans le cas 
où a— n serait lrès-petit par rapport à s + ; 2. El fandra y substi- 
tuer les valeurs des coefliciens A”, A", etc. données par le déve- 


NE D , 72 5n°— on 
loppement PS Ces valeurs sont À T1? AE EG , etc. 
On en déduirait, par exemple, 

DU. 200.0 té A EST 
rs T(n<+2).(s+2in), 


Tr(n+ 3) 


d''srta (sine , 


etc. 


| 


Mais ces cas ne sont que particuliers, et il convient de considérer 
le problème sous un point de vue plus général. 


. ist peus L Te Q RS PO . 
(47) Sat f'at/ax (2) , cette intégrale étant prise de- 
puis x — 0 jusqu'à x — 1; si on fait x'—z, on aura la transfor- : 
Nat Ë » ; 3 
mée Z = 57“ /dz (4 =) , laquelle devra être intégrée encore depuis 
3—=0 jusqu'à 2= 1. On aura donc Z = 5s—"Ta, et de là, 


q=—1 


Co) er 


ra ? 


La puissance s—* étant mise sous cette forme, il devient facile 

d'exprimer aussi par une intégrale définie la différence ni”"* de 

s7*; Car en faisant varier s d'une unité, on a successivement 

= cr) d'art aT (x), et. en général dx: 
= 7" (x —1}; donc la différence cherchée 

(— 1} INT et) 

RTE — Z [xs 4 éce: D AT 

(P) d FU REX PR) PURE s in mar 

Ainsi tout se réduit à évaluer dans les limites x=0, x = 1; 


bé ; 
l'intégrale 


il a 
x 


L'= fx dx (1 Ÿ (1—x), 
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æt on aura 
(—1} 7 
RAT mt À 
Ja Fe 


(148). L'intégrale 7’ peut se trouver assez facilement par la 
méthode des quadratures. Il suffit pour cela de calculer dans l'in- 
tervalle de x —0 à x — 1, quelques-unes des ordonnées de la 


courbe qui a pour équation 
$—1 L e: n 
PC (4) (1— x). 


Cette courbe touche l’axe aux deux extrémités x =—0, x —=1; 
elle a toutes ses ordonnées positives dans cet intervalle, et la plus 
grande que nous désignerons par M, répond à une abscisse x = m 
déterminée par l'équation 

nm (9 ED LI 


(8) or ln et pes 
m 


d'où resultera M = m1 (2 =) (1 — my". 
nt 


Plus on supposera grands les nombres s et », plus les ordon- 
nées décroitront rapidement en s’éloignant du maximum. Ainsi 
l'aire Z’ ne pourra être qu’une petite portion du rectangle M % 1, 
de sorte qu’on aura Z/ — M, & étant une fraction assez petite. 

Au reste , la méthode des quadratures pourra , dans tous les cas, 
donner la valeur de Z/ avec un degré d’approximation aussi grand 
qu'on voudra, et auquel les formules analytiques connues ne sau- 
raient atteindre. 


(149). Si l’on veut cependant avoir une expression analytique de 
Z', on pourra appliquer à cette intégrale la méthode du n° 20, 
troisième parlie; on trouvera par cette méthode et en se bornant 


au premier terme de la série , 


m' (1—m})"r (2 =) V27 


Z'= He ETAT EME OU) à ir Uri 
LC) + (a— 1) (Gi —n) | 
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m étant la valeur de x qui répond au maximum de y, el qui est 
déterminée par l'équation (g). Z”' étant trouvé, on aura la différence 


cherchée d" s—: = = ET 2. 


Connaissant la valeur générale de d” s—“, on pourra en déduire 
celle de d"s“; mais pour cela, il est nécessaire de distinguer deux cas. 


(150). Soit, 1°. n>a+1; en changeant le signe de 4, l’inté- 


grale Z' devient 
als ans QG —zx} 
re (eu 


Cette intégrale peut toujours être regardée comme l'aire, prise 
depuis x —=0 jusqu’à x — 1, de la courbe dont l’équation est 


PE ee 
œ 


Cette ordonnée s’évanouit encore aux deux limites de l'intégrale, 
et si l'on détermine l’abscisse x — m d’après l'équation 


ar Ti, PRICE TE) 


T7 1m ii? 
FAÉ 
m 
. | , Fe men 4 * 
le maximum de l’ordonnee sera M = m7" (e =) (1—mY. Ainsi 


on peut déterminer l’intégrale Z/, soit par la méthode des quadra- 
tures qui donne une approximation aussi grande qu'on voudra, 
soit par la formule de l’article précédent, où il suffit de changer 
le signe de & , et qui donnera 


m' (1m (1 2 =)" War 


AVE )-@+DG—my | 


Quant à Ta qui devient T (— a), il faut substituer sa valeur donnée 
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par la formule de l’article 68 , et on aura 


Dre RE ZT (1 a). 


(151). Soit, 2°.n <a+1 ,alors l’ordonnée y est infinie à la limite 
. 1 — Cm | ’ 
x = 1; Car en faisantæ = 1 —&, on a(1—x)" (2) — @"T IT; 
Ce 


l'aire Z' devient donc infinie tant qu’on a 7 << a et la méthode des 
quadratures n’est plus applicable. On ne peut donc, dans ce cas, 
déterminer l'intégrale fydx qu’en supposant les limites imaginaires, 
et il faudrait supposer de même qu’elles le sont dans l’intégrale 


es Ga} m* Pie 
[dx (22) , représentée par T (— a). Mais on peut éviter ces 


calculs en observant que les formules générales doivent être indé- 
pendantes des moyens employés pour y parvenir, et qu’ainsi la 
formule qui a été trouvée pour la valeur de d" s—“, doit donner 
celle de ds par le seul changement du signe de a. 


Dans le cas présent où l’on suppose » très-grandeta> n, a sera 
un très-grand nombre , et par conséquent la valeur de Ta qn'il faut 
substituer dans la formule de l’article 149, se trouve par la for- 
mule du n° 73, troisième partie, qui donne 


La era y(2Ta); 


substituant donc dans l'expression de d"s—* de l’article 149, tant la 
valeur de Z/ que celle de Ta, et changeant ensuite le signe de 4, 
on aura la formule 


(re repeee m° (m— 1)"#1 (my at +3 ee 


TT Vita +1) Cm— 1) — nm (im)? 
m étant un nombre plus grand que l'unité, déterminé par l'équation 


a 1 AM 


RARES | k 
0g m M — ] 


Ces diverses formules dont nous devions faire mention, parce 
qu'elles se rattachent à la théorie des fonctions T , sont conformes 


4 


a 


#QUATRIÈME PARTIE. SECTION IT. 137 


à celles que Laplace a données le premier dans les Mémoires de 
l’Académie des Sciences, année 1782. Mais cette matière semble 
exiger de nouvelles recherches , soit pour obtenir des approxima- 
tions plus certaines, surtout dans le cas où la méthode des quadra- 
tures n’est pas applicable, soit pour forlifier par des méthodes 
rigoureuses , les inductions analytiques sur lesquelles les formules 
sont établies. 


$ VII. De quelques suites dont la somme peut être exprimée 
par les puissances du nombre + 


(152). On a vu dans l'article 22, qu'en désignant par 4, (x) 
la somme de la suite 


1 


1 1 
eNGHan teen À, 


cette somme est donnée pour les diverses valeurs de z, à compter 
de 7 —2, par la formule 


si (x) A7 Œiy dire, 


Tn dx 


Mais de l’équation TxT(1— x) = -—,.0n tire 
sin Lea 


Hire dIr(i—x) APR à 
dx dx A STE 


donc en supposant que z soit un nombre impair, on aura 


d"=\ cot 
np. FN ARS PSC 


IL 


Cotrx 


Je 
—7i= — €st la même chose que LE FA HUE Pa 


do"! 
pourvu qu'après les différentiations on fasse © — 0 : on aura donc 
dans cette hypothèse , 


7" d"!'cot(# © 
ha) hGer) sr. CEE, 


la quantité ——— EUX 
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Si l’on observe de plus que les puissances paires de « sont les 
seules dont on doive tenir compte dans le développement de 
cot (rx +), puisque les puissances impaires disparaissent après 
les différentiations , on verra qu’au lieu de cot (4x + © ), on peut 

Sin, 272 


1 1 : Li 
mettre + cot (ax 47 œ) + 3 col (rx ERA a COS 20 — COS 272 On 


aura donc 
: HUE AT sin °7x 
X) — XL) = — , — | —————  — — 
Ÿn (x) Ÿ ( x) [n de" (= 2@ — COS —) ? 
ou , en mettant © à la place de 2» , - 


Ps NIORT Li sin 07 X 
À, (€) — (1 at) + Pn  ‘ du"! ‘\Cos © — cos 25x/ 


Supposons qu’en faisant le développement suivant les puissances 
de ®, on ait 


sin 27x 


COS © — COS 27x 


—= À + Bo + Cof.....+ No! —H elc., 


N étant le terme général de cette suite récurrente; on aura, en 
prenant la différentielle du degré n— 1, et faisant ensuite w —0, 


Le = N.(n—1)(n—2)....1=N Tr; 


do1 \cos & — cos 27x 


donc on a en général, 


(a) Ad (x) — 4, (1— x) = 2 mN. 


(r53). Cette équation peut servir à déterminer la fonction 4, (x) 
par son complement 4, (1—zx), ou réciproquement; mais notre 
objet est maintenant de considérer la seule suite représentée par 
Ad, (x) — À, (1 — x), et on voit que la somme de cette suite 
sera donnée, pour toute valeur impaire de 7, par la quantité 
2" 7" N, où N est une fonction rationnelle de sin 25x et de 
cos 21%. | 


Considérons particulièrement les valeurs rationnelles de x, et 


a 
nn. 
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BOITE : , p étant +9; si l’on fait 
1 
M 4 iz (g+p)*  (2q—p) mx (29-+p) d 


on aura 


a (X) ji ÿ (x) = 7) 
et par conséquent la somme Z, sera donnée par la formule 


OT 7" 
Ly TE ETES N. 
nm 
Reéciproquement on aura N =(2) 22%, , Ce qui donnera la for- 
mule générale 


(6) RE RAA PER (D 2°Z5+ (Lo L etc. , 


2p7 
COS DC OS = 


d'où nous allons déduire quelques corollaires. 


(154) Soit, 1° p—1,g—=4, n—2m+H1, la suite représen- 
tée par Z, sera la somme des puissances réciproques de degré im- 
pair des nombres impairs, avec des signes alternatifs , savoir, 


1 l 1 
Lanta = 1 gr Pier pa + etc. , 


et les différentes sommes Z, , Z:, Z: , etc. se détermineront par le 


1 


développement de ——, au moyen de la formule 
COS 


_ AT Ô ZLi+ (2) #2, a: (CV etzs+ etc. 


Cette formule, la plus simple de toutes celles qu'on tire de la 
formule générale , se trouve dans le Calcul différentiel d'Euler, 
page 544. 
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(155). Soit, 2°. p—1, g=—= 3, on aura la suite 


1 £ 1 


u _ 
Lans = 3 — Da Jane ans TT games CC, 


où se trouvent les nombres 34 + 1 avec le signe +, et les nombres, 


5k — 1 avec le signe —. La somme de cette suite pour les diverses 
valeurs de 2, sera donnée par la formule 


1V3: — (ee Z + (D 0254 (2) #2: + ete. 


COS © + + 


(156). Soit, 3°. p—1, qg—6, on aura la suite 


1 1 1 


] 
Pons — pr pr pes CH gui elC., 


où les nombres 64 + 1 ont le signe +, et les nombres 64 — 1 
le signe —. La somme de cette suite pour les diverses valeurs de 
z est donnée par la formule 


OO OS 


COS @ — + 
Au reste ce cas peut se déduire du précédent; car on a immédia- 


tement P,— Z,— — Z,,, et c'est aussi ce qui résulte des fonctions 


2" 
d’où naissent ces suites, puisqu'on a 
LV OR VS RUN ITR 
COS © — + COS & Hi cos 20 + À 


(157). Soit, 4°. p—1,gq—5, on aura la suite 


1 1 1 1 
Lans TE gs — om etc., 


où les nombres 5k+ 1 sont affectés du signe +, et les nombres 
5k— 1 du signe —. La somme de celte suite pour les diverses 
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valeurs de 7, sera dounée par la formule 


in (Se + (Jen + (Eu + ne 


COS & — COS 5 æ 


(158). Considérons maintenant le cas où 2 est pair ; on trouvera, 
par une analyse semblable à celle du n° 152, 


PE MUR de + sin w 


MA (rm) En ee (a), 


Supposons donc que le développement suivant les puissances de 
æ donne 


F sin & 
EEE ee Es Â co Ba Ce, ... No: elc. 
COS © — COS 27 A NS ie 4 14 

| 

N«"—! représentant le terme général descette suite, on aura la 

formule 


Que) + Ge) = 2m, 
Soit, comme ci-dessus, x — z » P<3rg'et n=—= 2m; si on fait 


1 1 


=) 


Lun = + 
pr TG) 


1 1 
Ge Gps À 6er 


on aura Z, =(7) N, et réciproquement N — (2) Z, , Ce qui donne 


la formule générale 


À © Sin © 5 4 ÿ 
(c) : (2 &7,+ (2) Lt (2) "Lit etc., 
5 


CV EE 
COS & — COS —— 


d'où l’on peut déduire différentes formules particulières, comme 
dans le premier cas. 


(159). Soit, par exemple, p—1,9—4, on aura la suite 


1 1 1 L 
Lane = À TP gm CE Eim PE Dan que + Eté, 
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dont la somme 7Z,,, = (: — ;x) Sumy Sam désignant, comme ci- 


C] Lt l 1 : l 1 
dessus, la somme de la suite complète 1+ ON Be 7e Ep + etc, 


On aura donc, d’après la formule (c), 
7 © lang © = (2—1)55, + (2f—1) z S,+(2—1) . S; + etc. 


Ainsi le développement de tang © fera connaître les valeurs des 
sommes successives S,, Sy S63 etc. 


(160). Si l’on fait en général S,, =H, 7°", il est remarquable que 
les coefficiens H,, H,, H;, etc. pourront être déterminés indiffé- 
remment par celle qu’on voudra des quatre formules suivantes : 
11 0 coto—=H,0+f,ct+ How etc., 

+ © tang o—(2°—1)H,0+(2#—1)H, CR ARE 


(a) 1 (21) H, ui matt à EMA Ent ESP etc., 


sin & 


log PR = H,c0°+1H,0f+ + H;wf—+ etc. 


Réciproquement, connaissant les coefficiens H, , H,, H, » etc., on 
aura immédiatement le développement des fonctions qui forment 
les premiers membres de ces équations. 


Ces formules sont liées entr’elles de manière que la seconde et la 
troisième se deduisent de la première, au moyen des équations 


— ES, ss æe 0 L ES : a 
tang w = Cotw — 2 COt 26, —— — COL à © — Cot w. Quant à la qua 
trième , elle se déduit encore de la première , en multipliant celle- 


ci 2do ti té : nt 
1 par Ps et 1n egsra . 


(161). Si on compare la première de ces quatre formules avec 
celle du Calcul différentiel, art. 221, on verra que les nombres 
EH, H, , H,, etc. se déduisent des nombres Bernoulliens A’, B', 
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C', etc., suivant cette loi twès-simple : 


L'OTAN CRE d'ELOMAEN 
H, = À" =>, RM ER Tr 107 
2°C 1 AAA 1 
BE EH DRE SATA 
DAT st 11 APE ET : 6g1 
TE en e RtiUlua 6862608250 IR] 


Ces valeurs peuvent se prolonger jusqu’au quinzième terme, au 
moyen de la table des nombres Bernoulliens qu'on trouve dans 
le - Calcul différentiel d'Euler, page 420; mais on voit que ces 
valeurs deviennent fort compliquées dans les termes ultérieurs , et 
il ést préférable de calculer les coefliciens H,, , à compter de m—6, 


= 


2m 


par la formule H,,— — ; car %°" est toujours connu avec tel degré 
F 


d’exactitude qu’on peut desirer , et la valeur de $,,, est donnée avec 
seize décimales exactes dans le tableau de l’article 73 ci-dessus. 
D'ailleurs comme 7° diffère peu de 10, on voit que la valeur de H,,, 


Som— 


. . 1 1 Ê À 
qui peut êlre mise sous la forme —— + ,) Pourra toujours être 
F7 


2m 
F 


calculée avec 16 + m décimales exactes. Lorsque m sera >> 17, 


) Q 1 1 
l'exactitude sera encore plus grande en prenant H,, = — + ——— 


7" (27) 
Ainsi la suite H,,H,, H;, etc., finit par se confondre avec une 
. , 1900 » . . 1 , 
progression géométrique décroissante dont la raison est —. Ce dé- 
FT 
croissement est plus rapide encore dans les premiers termes, puis- 


5 1 2 ] 
qu on a H = 5H ; H;= —H,, H,=— HS: 


(162). Nous avons remarqué que les séries qui résultent du dé- 


ser @ , 
veloppement des quantités cot w, tang w, ss log——, se dé- 
S &@ 5 ) 


duisent facilement de l’une d’entr’elles. Il n’en est pas de même de 


. . F , sn? 1 , 
la suite qui résulte du développement de la quantité —— ou sécw; 
COS © 


elle ne peut en aucune facon se déduire de celles dont on vient 
de parler, et ses coefliciens doivent être déterminés par un calcul 


ae 
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particulier , afin de trouver par leur moyen‘la somme de la suite 


1 1 1 
Ÿ FT — 1 — Z2m+ 1 + ban+ 1 FEI am 2: etc. 


. . 1 
Soit ——— 14K,,0°+K,0f+K:0$Hetc., puisque cos w—=1— 5 ©° 


cos © 


+ Z wf— etc., on aura par la loi des suites récurrentes, 


1 
K, = 9 ? 
1 1 5 
K= ;K— a FAN RSS ? 
1 1 1 61 
RS Rae brer NT ATAILIS rad? 
etc. 


et les valeurs successives de Z,,., seront 


T 7 F F ] 
L=>); Li= Ki; Zs=;5kR ; Z,=3k; etc. 


(163). Soit y = — log tang (+ æ ++ + ©); sion substitue la 
valeur développée de — , On aura en intégrant, 
J=o+iK,o +iK,e; + >; K;w7 etc. 
Cela posé, je dis qu’on aura réciproquement 


© —=Yy—%;K, I +iK,y — 7 K:77 + etc., 


c’est-à-dire que les coefficiens seront les mêmes dans les deux : 


séries , à la réserve des signes qui sont tous positifs. dans l’une, et 
qui sont alternativement positifs et négatifs dans l’autre. 
Pour démontrer cette proposition singulière, je fais @—® y/—1 


[ne . (272) . 
et y—=34v— 1; alorsl n dy = = devient 
tre y ; alors l'équation dy cos devie 


HE RE do __ 1 S0pN ae dp 
dr (27 ar FT LOT PRE PLIR 
te SE LA VAS | 


Intégrant 


ES TS SE 


LR US AS OS 


dem. 
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Intégrant et FePPPIQE que 3 et @ s'évanouissent en même temps, 
On aura 


= ut 3 4 == arc lang e?, 


ou ? — log tang (Z + à z). Donc par le développement de y 


en ©, on a 


P=5+iK,S+ EK,z + 7 K;3 + etc. 
Remettant les valeurs 9 — ven MAEZ DA , il vient 
o—y—5K,r + 5K,7 — 7 Ks77H+ etc, 


ce qui est le théorème énoncé. 


$ VIIL Formules pour la sommation des suites dont le 
terme général est donné. 


(164). Soit 9 ou ® (x) la somme de la suite dont le terme 
général est une fonction donnée z ou z (x), x désignant le nombre 
des termes , ou plus généralement ce nombre augmenté d’une cons- 
tante æ, ensorte qu'on ait 


P(x)=z(a +i)+z(at2)+z(a+3)....+z (x); 


on déduirait aisément z de @ au moyen de l'équation z=—@ (x) 
— ®(x—1), laquelle donne, par l'application du théorème de 
Taylor , 

do 1 ddg 


Be AE 


de : 
Re RS CU 


Mais s'il s’agit de trouver la somme de la suite dont le terme gé- 
néral est z, il faudra de cette équation tirer la valeur de @ en 


fonction de z. 
19 
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Pour cela nous supposerons 


PE RME CNE ANT TC QE + etc.; 


et puisque cette équation don être linéaire par rapport aze ®, 
les cocfficiens A , B, C , etc. seront les mêmes pour toute valeur 
de ®. Soit donc ls ee es on aura 3 —e" (1—e7") ou 3— he", 


: Se CE ddz 
en faisant k— 1 — e7"; de là résulte — — Ame", = — km°e””, etc. 
dx dx 


Ces valeurs étant subslituées dans l'équation précédente , ou plutôt 
dans sa différentielle 


de, "n° diz 
Ds RS ut HEC Het 


on en lire, après avoir divisé par ke”*, 
m 
1 + An + By + Cmf + Dm L etc. — = 
Le second membre reste le même en changeant le signe de 7»; ainsi 


tous les coefliciens B, D ,F , etc. des puissances impaires de 7» 
sont nuls. 


(165). Pour avoir égard à cette propriété, nous prendrons de 
nouveaux coefliciens À , B, C, etc. , au moyen desquels on ait 


PE JADE UOARE IR etc., 


et en vertu du résultat précédent , ces coefficiens seront déterminés 
par l’équation 


Lm = 
2 
1 + An — Brit + Cf — Dm + etc. = LL AMP 


Mettant wy/— 1 à la place de 2m , il vient 


1 — © COt® —= 2° À? + 24 Bof HR 26Co$ H etc. 


ÿ 
tk 


Pr. 
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Comparant cette formule avec la première des formules (d), art. 160, 
on voit que les coefliciens À , B, € , etc. se déduisent des coeffi- 
ciens H,, H, , H,, de cette manière : 


1 


1 E + 
A—:H,, B= > 1H,, C— > H;, etcs; 


on aura donc la formule générale 


. 1 dz I d?z 1 d°z 
(a) P=fidx +ir+ HT SH SH — étc.- 


Cette formule coïncide avec celle qu'Euler a donnée pour le même 
objet dans son Calcul diff. , pag. 418; mais la forme précédente paraît 


à » La l L : 
préférable, en ce que les coefliciens sb 3, 53 H, , etc. offrent 


évidemment une suite tres-convergente , dans. laquelle le rapport de 
chaque terme au précédent, tend de plus en plus vers la limite 
l 1 “ A . 
—— , Ou — à peu près. 
Pour que les termes qui composent la valeur de ® forment aussi 


une suite convergente dans toute son étendue , 1l faut que les coefh- 
ciens différentiels mm a e , etc. ne soient pas plus divergens 
qu’une progression géométrique dont la raison est 47°. Dans le cas 
contraire , la suite dont il s’agit sera du nombre de celles que nous 
avons appelées demi-convergentes , et dont nous avons fait connaître 
lusage pour parvenir au degré d’approximation que leur nature 


comporte. (Voyez part. IT, art. 70.) 


(166). La formule (a) donne la somme de la suite finie z (+1) 
+ 3 (œ+2) Hz(æ+5)....+Lz(x), en déterminant convenable- 
ment la constante qui doit accompagner l'intégrale /Zdx. S'il s'agissait 
de trouver la somme de la suite infinie 


B(x)+z(xLi)+a(x+2)+etc., 
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en supposant toutefois que les termes éloignés diminuent conti- 
nuellement et finissent par être entièrement négligeables ; cette 
somme que nous désignerons par 4 (x), devra être telle qu'on 
ait @ (x) + d (x) —z(x)=A, la constante À étant ce que devient 
@ (x) lorsque x est infini. De là on tire la somme cherchée 

“H É L'et0s 
(b) N(x)=C—/frdx +; Para bee Ts — 2 Ces Fa 0 9 :9 
C étant une constante qu'il faudra déterminer par la condition que 
L (x) soit nulle lorsque x = oo. | 


(167). Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver la 
somme de la suite infinie 


1 
LOST Gent out 06, 


on fera 3— x", et on aura la somme demandée 


EL 1 n H, n.n41.n+a 
) À (x) 5 (n—1) x += 2 er ue eve xt+1 23 : xr+8 
C 
H 3% 
+ D. IL. n+ 1. anta ntsnté n+4 re 


On voit par la forme de cette suite qu’elle ne pourra pas être con- 
vergente dans toute son étendue ; mais elle le sera au moins jusqu’à 
un cerlain terme; eten prenant x suffisamment grand, elle pourra 
servir à déterminer À (x) avec tel degré d’approximalion qu’on 
voudra, excepté seulement le cas de — 1, où la somme 4 devient 
infinie, 


Li 


(168). On peut rendre plus convergente la valeur de 4 (x), au 
moins dans un certain nombre des premiers termes, en substituant 
San— 


7° 


. . 1 1 . 
au lieu de chaque coefficient H,, sa valeur — + , et faisant 
FT 
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Ssn— 1 = K,,; on aura de cette manière la formule 


. à" LORS LDEK4 fd'z 
Ÿ (x) = const. — fidx His — se bee 


QUx. 
1 K& dSz 
se pe pos mt OC. 


où l'on a fait, pour abréger, 


dz d’z dÿz 


V ra 2x dx rs 2%7r°dx 257%dx pri 
Soit 27x = €, on aura plus simplement 


dz d°z dz 


de sorte que V devra satisfaire à l'équation différentielle 


dz 


ddV 
Vars dé TT dt’ 


L'intégrale complète de cette équation est 


V = sin t dt sin t + cost fzdt cos t ; 


elle peut être mise sous la forme 
V = Jrdi cos (c—t) — 27 fzdx cos 25 (æ— x), 


Y pe » e n 
pourvu qu'aprés l'intégration , effectuée en regardant # comme 
constante , on fasse a — x. Dans cette hypothèse , on aura la 
formule 


+ 


(a) pa Ke dz K; d’z K;s dis 
PE PR pr dé 2m" du + eic. 


On aurait semblablement et avec la même condition, 
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P(x) = const + /zdx + +3 + f2zdx cos 27 (a—x) 
(e) | K, ds K;d°z K; diz 
Pod ar de Va dus C6 


Il faut , pour l'usage de ces formules, qu’on puisse trouver l’inté- 
grale f23dx cos 27 (a— x) ; c'est ce qui n'aura aucune difliculté , 
si la fonction z est de la forme Aa Bb" etc., ou en général 
si la suite qui a pour terme général 3, est une suite récurrente ; 
mais alors la sommation de cette suite n’est qu’un problème fort 
simple d'analyse algébrique. 

Dans d’autres cas on pourra au moins trouver , par la méthode 
des quadratures , l'intégrale /2zdx cos 27 (a — x). En effet; pour 
une valeur donnée x — x , tout se réduit à prendre l'aire.... 
f2zdx cos 27 (x — a), depuis x —0 jusqu'a x = «. 


(169). Pour obtenir des suites encore plus convergentes, on 
pourrait faire K,, — = + EL,,, L,, désignant la somme de la suite 
ga + Huit etc.; et par des calculs semblables , on parviendrait à 
la formule 


J(x)=const+;z-—/:dx—/f2:dxcos2m(a-x)—f2:dx cos 4n(a—x) 


(f) Lo É, d°z Lin d'z 
RE ER EE UE QC 


On pourrait continuer ainsi la suite des intégrales, sans y joindre 
aucun terme différentiel, ce qui donnerait la formule 


(e) Ad (x) = const. + 13 — fzdx — f2zdx cos 27 (a — x) 
{ — fosdx cos 4x (ax) — frzdx cos6T(a—x)— etc. 


Dans cette formule, toutes les intégrales de la forme........ 
f2zdx cos 2k7 (a — x) devront être prises en supposant « cons- 
tante , et faisant 4 — x après l'intégration ; on déterminera d'ailleurs | 
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la constante , de manière que la somme 4 (x) s’évanouisse lorsqu'on 
fait x — © ou z —. 


(170). Cette formüle est remarquable dans son espèce ; mais elle 
ne peut guère être utile dans les cas particuliers , soit à cause de 
la dificulté des intégrations , soit à cause du peu de convergence 
des termes successifs. Cependant si on donnait à z la forme qui 
convient au terme général des suites récurrentes , les intégrations 
ne présenteraient aucune difficulté. En effet, lorsqu'on a z—AeT"*, 
on trouve 


Ae"z om cos 2kr(a—x) + 4kr sin 2hr ( G—x)] 
m°+Akr 


J—22dx cos 2k7 (a—x) — 


Faisant ensuite & — x, cette intégrale se réduit à 


2AÂme "T 


SES NP ER ETES | 
m° + 4k°7° ? 


et une somme de pareilles quantités, pour les valeurs successives 
k—1:,2, 3, etc., forme une suite convergente. 


(171). Il y a un moyen d'exprimer beaucoup plus simplement le 
second membre de l'équation (g) ; supposons pour un moment que 
la série d’intégrales qui y sont comprises , soit 


fzdx + r f2zdx cos 27 (a — x) + 1° f2zdx cos 47 (a — x) 
+ r* f2zdx cos 6x (a — x) +etc., 


r étant un nombre constant < 1, on pourra faire l'application de 


la formule 


1 2 Vs | 
1 - 2r COS w 27° COS 20 27° COS 3 etc, = —— 
“ag Tr 1 — 97 COS w + r°? 


et on aura 


(2) À (x) == Const, + =z— |— (1— 7°) zdx 


1 +7? — or COS 27 (a—x) 


+e 
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Concevons maintenant qu’on fasse l'intégration indiquée, en regar= 


dant r et « comme des constantes indéterminées ; qu'après l’inté- 
gration on fasse 4 — x etr=—1—%, © étant une quantité infi- 
niment petite; qu’eufin la constante soit déterminée de manière que 
l'intégrale s’évanouisse lorsque x est infini; on obtiendra ainsi la 
vraie valeur de la somme 4 (x). 

Un pareil résultat qui offre la possibilité d'exprimer une intégrale 
aux différences finies , par une intégrale aux différences infiniment 
petites , n’est sans doute qu’un jeu d'analyse qui ne présente aucune 
utilité réelle ; mais il nous a paru assez curieux pour mériter d’être 
soumis aux regards des Géomètres. 


FIN DE LA QUATRIÈME PARTIE, 


EXERCICES 
DE CALCUL INTEGRAL. 


CINQUIÈME PARTIE. 


= ‘à “à Ta Ta CS Sn SD nn 7 


Le recherches de nature diverse contenues dans cette cinquième 
Partie, sont pour la plupart une continuation de celles qui font 
l'objet de la troisième et de la quatrième Partie; les unes sont 
relatives au développement des fonctions en séries; les autres 
roulent en général sur les moyens de faciliter et d'étendre les ap- 
plications du calcul intégral , par l'évaluation exacte ou approchée 
de diverses sortes d’intégrales définies. 

Dans les S IT, IV et V, on trouvera un assez grand nombre 
de formules nouvelles , dont plusieurs sont dues à MM. Poisson et 
Cauchy, qui les ont données, le premier dans les Mémoires de 
l'Institut, an 1811 , 2° Partie ; le second dans un Mémoire présenté 
à l’Institut en août 1814. 

Dans le S XII, nous avons traité fort au long des moyens de 
facihiter , aulant qu'il est possible , le calcul des coefficiens de la 
série P,+ 2P, cos ® + 2P, cos 29 + etc. , qui naît du développe- 
ment de la fonction (1 — 24 cos ®+ 4°)". Ces coefliciens, et ceux 
qui résultent de leurs différentielles successives, prisés par rapport 
à a, forment pour chaque valeur fractionnaire de l’exposant » , une 
espèce particulière de transcendantes qui jouissent de plusieurs 
belles propriétés, et qui méritent d'autant plus d’être examinées 
avec soin, qu'elles ont de nombreuses et d’utiles applications dans 
Ja théorie des perturbations des planètes. | 

2Q 
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| 5 d gr 
6 L Usage de la fonction Z'a ou —Ÿ—, pour trouver 


A1 5" L 
l'intégrale te x dx ef autres semblables , prises depuis 


n 
X — OMS UAMDESEENTE 


1H x 


. Nous avons déjà observé (pag. 45) que la fonction Z'a ou 


log r : 
dre peut se déterminer exactement, toutes les fois que a est 
rationnelle , par la constante C dont la valeur a été donnée, 


page 68, et par une intégrale définie qui ne dépend que des arcs 
de cercle et des logarithmes. On a en effet 


1e LT 1 x 
() —C+f—— LE 
Les valeurs les plus simples de Z'a , tirées de cette formule , sont 
comprises dans le tableau suivant : 


[o) 
1 


HI 


L'im—C—i ain, Wi=4-C—Ei L2—iT, 
"3 (AB AUE COM RIRE 
ZF—=— font L'E=3—C—5L3 73 
Z'i=—C—2 L2, Z'i—=i—C—2£L2, 

AT 2228 — ÿ AA RAS 2 EP LME T 
Li=—C—il5+z,, Tizi sL5+ ET; 


3 
Z'i=—C—3L2+ir, LT=i—-C—3 L2+iTr, 
1=—C, Z'2=1 —C. 


Nous remarquerons de plus qu’en supposant « infiniment petit, on a 


1 
Lo =: + 0C, 


Z'= = log - — +0. 
2. On voit donc que la fonction Z'a est plus simple que Za 


ou log Ta, puisque dans chaque période on peut trouver exacte- 
ment une infinité de valeurs de Z'a, en supposant seulement la 
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constante C connue. La fonction Z/a a en outre d’autres propriétés ; 
et d'abord on a l'équation 


ZL'(i+a) =: + Ta, 


au moyen de laquelle la fonction Z'x , comprise dans une période 
quelconque , s'exprime par une fonction semblable comprise dans 
une période donnée , par exemple dans la seconde période pour 
laquelle la Table des Logarithmes de Fa a été construite. 


On a ensuite , pour toute valeur de &, une équation des com- 
plémens , laquelle est, dans la première période, 


L'(i+o)— Z(i—c) = — 7 tang cr. 


Dans la seconde période, cette équation est 


2C 


L'E+c)—Z(3—0c) — MASSE Harris 


c'est ce qui résulte des formules de la page 10. 


Enfin les équations (D), (E), etc. , pag. 25, donnent par la 
différentiation , 


Za+Z'(ita)—22(2a)=— 2/3, 
L'a+ D (i+a)+Z(i+a)— 352 (3a) = —5£L3, 


etc. 


Ces équations servent à établir entre les fonctions Z'a, les mêmes 
réductions qui ont lieu entre les fonctions Ta, et elles offrent les 
moyens de calculer ces fonctions pour une période entière, en 
les supposant connues dans une petite partie de cette période ; 
mais il est inutile de construire une table particulière des fonctions 
L'a , puisqu'elles peuvent se calculer aisément, avec neuf décimales, 
au moyen de la Table que nous avons donnée pour log Ta. (Voyez 
à ce sujet l’art. 88 et suiv., pag. 70.) 


3. Nous allons maïntenant faire voir par quelques exemples, que 
les fonctions Z'4 peuvent servir à exprimer des intégrales qu’on 
n'obtiendrait que difficilement par une autre voie, On aura d’abord, 
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en vertu de l'équation (1), et en supposant & et à positifs, 


EAP id. —"0 
es (2 

LT LT ° ZX —= 1 
on en déduit les corollaires suivans où l’on suppose a << 1 etè < 1. 


EE dx= Li 7 (1—a)=— C—Z'(1—a), 


1 
GC) JET = 7 (Gi—5)— 7 (10), 
f— —- dx = Z/(1+a) — Z'(1—a) = = — TT COL A7. 


1 


Si l'on multiplie la dernière par da , et qu’on intègre les deux 
membres par rapport à a depuis a=— 0, on aura 


xt x to dx ar . 
(4) TA 1— x | FE = log sin ar 
x 


Faisant a — +, et mettant x° à la place de x , il viendra 


1—x dx : 
(5) fi = be: 


ZT 


Soit encore a=— >, on aura, en mettant x{ au lieu de x, 


2 G—zx)xdx = = log æ 
G +2) Ga) 12 He 
le premier membre = : A pas à : f ee bi 
P ÊE. E a+æ)11 
(6) Mérres LA log À ; 
G+a)l= . 


ajoutant à celte équation ce que devient l'équation (5) lorsqu'on 
met x° au lieu de x, on aura 


fa —x)® = 1082, 
e 


résultat qui s'accorde avec la formule (x) , EIT° partie, pag. 370. 
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4. Soit Doro maintenant de trouver la valeur de l'intégrale 
É dat à À : . + 
Q=— [= , prise depuis x — 0 jusqu'a x —1. On pourra 


x (1x) dx 


donner à cette ie la forme [= — qui, en mettant 


1 — x 
Lyrie hu 

L . - er 1—x°) dx 
x* au lieu de x, devient LE 


ME ; on aura donc , par 


l'application de la formule (2), 


PAL MS pr ft Aa x. 
(7) [= = ;2 (=) —:z(). 1 
Ainsi l'intégrale dont il s’agit sera connue , quel que soit a , au 


moyen des fonctions Z/. 
Si on met x" à la place de x, ce qui ne change pas les limites 


I 


,. , C2 
de l'intégrale , on aura, en mettant = à la place de 4, 


x de 1 mr fat 1 y x 
(8) IE x on Z ( on ) ñn Z (2). E 
Si on multiplie l’équation (7) par da , et sp integré les deux 
membres par rapport à 4 dans 0 ä—= 0 , On aura 


CHE 
RTE 


formule qui se déduirait aisément de l’équation (a), pag. 108. 


O 
I 


I 1] 


a x 
-) — Z° ro, 


xTdzx 


5. Soit proposé maintenant l'intégrale Q (7) — Gta? prise 


toujours entre les limites x=—0 , x —1; cette intégrale se ramène 
aisément au cas de z — 1, lorsque 7 est un nombre entier. En effet, 


x 


re 
(a—n) x" dx HEC PNEU 


Ge Pope 


intégrant ensuite entre les limites données , il vient 


(9) GT = (an) Q (7) + rQ(n +1); 


si on différentie la quantité V — GT On aura 


dV = 
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de là on tire successivement 
Q2= ++ (1—a)Q, 
Q3 = 1) + — @, 
1 1 3 — à 
Q4 —— 3 CG) + Z— M; 


etc. 


b| 


QE 


Ainsi #2 étant un entier quelconque , on déterminera générale 
ment Q (72) par le moyen de Q: dont la valeur est donnée par 
l'équation (7). 


6. Soit —— —3 ou x — —— , l'intégrale Q (7) prendra cette 


1+x 1 — 


forme | 
QG) = fe di(i Ye ; os: 


développant le binome et intégrant dans les limites requises , on 
aura Q (7) ou 


pl 


LIL CU M (HERGE OT n—Q—1.n—4—2 GT 


(G) 


(ro) Ga 1 a+1 1.2 "a+2 


Cette formule se termine d'elle-même et donne une intégrale 
exacte , toutes les fois que 7 — a est un entier positif; dans tout 
autre cas, elle donnera pour l'intégrale une valeur approchée et 
facile à calculer , puisque chaque terme de la suite n’est qu'environ 
la moitié du précédent. 


7. Pour trouver d’autres cas d’intégrabilité de la formule... 


n) = [EE , soit ne 10 la transformé 
Q(z = SOI UE > On aura la transformée 


Q(a) = 212) (1 Hz) dz. f M j 
Sionan—2a, cette quantité deviendra 2'"f(1—z°)"'dz, et 


1 L x 
en mettant z° à la place de z, elle se réduit à 2—"/z °da(1—2) ; 
celle - ci étant comprise dans les intégrales Eulériennes , sa va- 


(12) 
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leur est 2 RES donc on a 
ATRIT DPPAUAMAETONS 
LR Gas 2 GT 


8. Si, au lieu de supposer » — 2a, on fait n—2a1, ouen 
général 2=—2a +4, k étant un entier, on aura 


Q(n) = 2 /fdi tr) (re); 


mettant 3° à la place de z et développant la puissance (1 +22)", 
on aura 


Qu) = 2 (12) 3 “de(s + ka + PE rat + etc. ). 


Les différens termes de cette série sont intégrables par les fonc- 
tions T et il en résulte la formule 


Lite : à rer rar : r'ar'1 k.k—1 rar à! 
ee a Tee D an Ferpt ae 
On peut séparer les termes transcendans des termes rationnels qui 
se succèdent alternativement, et on obtient de cette manière 


EC NN ANAL Le Pme R—1 1 APT rent Pre PET 127 
Pi ml Mr 1.2 2a+1 1.2.8.4  ‘oa—i.9a+3 
o—24—k a * a... Be = 2: es 

D (HSE k—1.k—2 _1 Rk—1 .Rk—0.k—53.k —5.k—4 1.2 


—— 


Cette formule se termine d’elle-même lorsque à est un entier. 


9. Il est également facile de trouver l'intégrale Q(2a—%X), 
x dx 
formule (9), 


(1—a)Q (2a— 1) = 277% + (1 — 24) Q (24), 
(2— a)Q (2a— 2) — 


etc. 


ou k étant un entier. En effet on a, d’après la 


Ainsi toutes ces intégrales seront connues, d’après la valeur de 
Q(2a) donnée par la formule (11). 


+ etc.) 


à D fr VE ET a VONT PTE mr ee à DCE 


2204 LE (2— 24) Q (2a— 1), e 
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10. Il résulte de ce qui précède, -que l'intégrale Q(7) ou 
S'oabirr ee 
FD 
fonctions Z'a et Ta, dans les cas suivans : 


peut s'exprimer, soit exactement, soit à l’aide des 


1°. Lorsque «a est un nombre entier, l'intégrale se trouve immé- 
diatement, quel que soit 7, en faisant 1+x—2 

2°, Sionan—a—+k, k étant un entier, l'intégrale Q(z), ou 

LL 

(+ x) 2 
elle se détermine donc exactement pour toute valeur de a. 


, . \ À z 
se réduit à ffz—'dz(1—2)", en faisant x — M 


3°. Lorsque z est un nombre entier, l'intégrale Q(r) pourra 
toujours s'exprimer par les fonctions Z'a, au moyen des formules 
(9) et (7). 

4. Siona n—2a—Æk, k étant un entier, l’intégrale Q(7) 
pourra toujours se ramener à l’intégrale Q(2a) par la formule (9), 
et ne dépendra ainsi que des fonctions T. 

Si aucun de ces cas n’a lieu, on pourra trouver au moins une 
valeur approchée de l'intégrale Q(z7) par la suite convergente de 
l'article 6. 


11. Considérons maintenant l'intégrale 


Lg dx a" 1dx 
Hit per Fa dE 


13 
ee 


a, 
8 8 
In 
m © 


que nous mettrons sous cette mp à 
Te [ET dx + far) € JET) 


La première partie, en vertu de l'équation (1), ——C—7/4; 
la seconde — log» (IL part., page ae il reste donc à trouver 


y À troisième partie, "= (= ni ï) 


12. Lorsque 7 est très-grand, on a Z'(1+n)=logn, et par 
conséquent 
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conséquent la formule (1) donne 
EE dx = GC + logn; 


mais la formule (21), page 5o, donne 


sh ( TE PAT el ) lo. 
l1— x 1— LL 


1e L'AX N°10: Ce 
A Len | ir. ? 
1—% 1—2T 
. | ° ° se » ° 
mettant x” au lieu de x, les limites de l'intégrale seront toujours 
les mêmes, et on aura 


Donc 


1— x" 
mais * étant infiniment grand, on a ap pes = log = ; donc 
d d 
(13) f EN -— @; 
1 D 1 L 
T 


C'est la valeur de l'intégrale V, telle qu’elle a été donnée par 
Euler (Nova Acta Petrop., tome IV). 

Si on la substitue dans la valeur de T de l’article précédent, 
on aura T = logm— Z'a, ce qui donne la formule 


e—1] LP | < 
(14) (= © ri à = log m—Z'a. 
TL 


13. L'intégrale que’ nous venons d'évaluer est du même genre 
que celles que nous avons considérées page 107; elle est compo- 
sée de deux parties infinies dont la différence est finie et assi- 


gnable. Quelquefois une même intégrale contient à la fois deux 
semblables parties ; telle est par exemple l’intégrale 


22 1dz 
LT — ; 
1—2/ 


21 
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prise depuis z—0 jusqu'à z—%; celle intégrale, où l’on sup- 
pose a positif et n> a, est composée de deux parties, l’une po- 
sitive et infinie, depuis 3 — 0 jusqu'à 2—1; l’autre négative et 
aussi infinie, depuis 2— 1 jusqu'à z— ; cette dernière, en fai- 
ane , de sorte 


1—— 


sant z—-, peut se mettre sous la forme — 11e 


œ 
LOT mme LATE x—=0 
Eee { 


qu'on aura 
1 — ZX" LU 


Mais en mettant x" au lieu de x, et = au lieu de a, dans la for- 


mule (c), page 98, on a 


dl re ES C3 ax 
EE dx = -cot—; 
1—X n n 


donc l'intégrale cherchée, 
ZT d& pa godes Ar 3 =O 
(15) fret TS DE 


De lx on tre les .corollaires suivans : 


NES: 
C— 7? — 0 D 
6) (A LBz')dz _A—Bm x . 2=0 
QG (mm +2?) (c°—2) cm? ‘om? Z = © 
28 71dr MH} cos ar 2 
(m2 + 2°) (c— 2°) m°+ c? "siniar 


14. Soit proposé enfin l'intégrale 


TJ 1+ox cos + x? { 


Cette intégrale, prise depuis +0 jusqu'a x, a pour va- 


sin a 


leur ( page 101) ——. mais si on la prend seulement de- 


sin ar" sing ? i 
puis x—o jusqu'a x—1, elle offre une transcendante d’une 
nature particulière, qui ne peut être évaluée facilement que dans 


quelques cas que nous allons examiner. 


L=1. 
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Par un développement connu, on a 


sin 4 


. 7 . x ; ré 9... 
1 + 2x co58 + x° = sin Ü — x sin 20 + x° sin 30 —x sin40 + etc 


Multipliant de part et d’autre par x‘dx, et intégrant depuis x=—=0 
jusqu'à x—1, on trouve 


1 sind sin 26 sin 34 
le ee 
mais cette suite est fort peu convergente, et on n’en pourrait tirer 
que très-diflicilement une valeur approchée de T. 
Si cependant l'angle 8 est dans un rapport rationnel avec l'angle 
droit, on pourra sommer la suite précédente, au moyen des fonc- 


tions Z'(x). En effet, soit 8 — ÎT m et n étant des nombres en- 


tiers , on aura snm0—0o, sin(z+1)0= sin cosmr, sin(n+-2)8 
= sin 20cosmr , etc., sin2r0— 0, sin(2r—+1))=—sinb, sin(2n-1-2)0 
= sin 26, etc. De là on voit que la valeur de T sin8 se partagera 
en un nombre n—1 de suites, savoir, 


A : 1 cos mr 1 cos mr 
Tsinf— sing ( a etc.) 
: 1 cos Mr 1 cos mx 
à sin 28 ( ge Mo en n +2 A FO TE Re “etc. ) 
: cos Mr cos mx 
PL EL ee a a +3 “e an D ont SR 15 NU ) 


cos mr 1 cos mr 
ee Ésin(ns) ee MT M OV IRC ZT Fee. ) 


Pour trouver la somme de ces diverses suites, il faut distinguer 
deux cas, selon que 7» est pair ou impair. 


15. Sim est impair, on aura cos mm ——1; mais par la 
formule du n° 21, page 17, la suite infinie 


ns sr (one er mi 
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a pour somme Z(1+ y) — Z(1+ x). De là on tire aisément 


onTsmô—=— sin 8 [Z' (= 1 D — 7 ces )] 

— sin 28 [Z (ET) 7; EN 

(17) # sin 30 [Z (ES 7! ee 5] 
L sin(r1)80 2 (LS 7; (|; 


où l’on peut remarquer que nÔ— 7 étant de la forme 2kr, puis- 
que 7» est impair, On aura sin(r—1)/0=sin8, sin(n—2)0—sin28, etc. 
Mais il ne résulte de là aucune simplification de la formule. 


16. Si mest pair, on aura cos m7 —1, et alors les diverses 
suites qui multiplient sin, sin 28, etc., dans la formule de l’ar- 
ticle 14, ont des sommes infinies, Mais 1l faut observer que dans 
ce même cas on a sin(n—1))—— sin8 , sin(n—2)8 ——sin2#, etc., 
de sorte qu’en réunissant les termes également éloignés des 2e 
trêmes, la formule devient 


T 1 1 
etc. 
ë : a +1 a+-n +1 a+-2n-1 
Tsing = sin 8 x ‘ s 


1 I 
pri mére an mr Le em LU 


— sin28 | 
AE Na l'O AR ce 1e pt 
É a+n—2 aton—2 . a+5n—2 HA 
: + : + à + etc 
ae ete a+k a+n+k he 
1 1 
— ———— — ——, — —— — etc. 


a+n—k a+on—k an k 


ti T . Q ° . 
, Car » doit être impair, puisqu'on suppose 


e n 
k est mis pour 


m pair. 
Cela posé, si l’on somme les suites contenues dans cette ex- 
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pression, par la formule donnée ci-dessus, on aura 
£ $ , fa-n—1 » fai 
nsin0.T — sin Ô [2 (=) 2 (+) ] 


Le sin 20 [Z (=) 7 (18 


(18) + sing [2 (HS) (4 ] 


en (—)s CZ (HN — Z' go 
Voici les cas les plus simples de ces deux formules : 
ie, fers) in (EE) 
dir, =) 3727) 
Go) ir, fr (ES ZE 
+ EL (ES) — 37 (ES) 


= 2 : ": x‘dx Lie ya EDS 7; ( 


1H2x cos + x° 


sin? TZ EX =) | 
HAE ar Ce) 


17. Par ces formules on pourra toujours trouver la valeur 


x“dx 


de l'intégrale Q(a, 8) = , quel que soit a, pourvu 
ê . . ; AE ° 
que le rapport = soit rationnel. D'un autre côté, on peut toujours 
trouver la valeur de cette ‘intégrale, quel que soit 4, si a est 
rationnel, puisqu'alors la fraction à intégrer peut être rendue ra- 


tionnelle. On voit donc que dans ces deux cas on pourra trouver 
la somme de la suite 


sin 4 sin 24 singé _,. sin 46 


a+1i a+a + a+3 7 a+4 Fri Est 
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dans le premier cas , elle sera exprimée par les fonctions Z/; dans 
le second , elle sera exprimée généralement par des arcs de nr 
et des logarithmes. 


Représenfëns par Q (a, 8) l'intégrale EE , et suppo- 


sons la fonction Q (4,0) connue ; s’il s’agit de trouver l'intégrale 
ILE 
QG ox cosé + + 2x cosô+ x 


on différentiera la quantité V = 


ÿ prise toujours dans les limites x=0,x2=17, 
_æt(x+cos 4). 
1 + 2x cos 8 + x 


(a— 1)x + ax! cos 0 2x dx sin° 4 


1H92xcos8+ at dx + QG + 2x cos 84 x°) ; 


— , €t on aura 


INR 
d'où l’on déduit 
xdx 1—Q acos à 1 
(20) Us cosf a) — 2 sin*4 Q (a ? 6) 7 2 sin Q (a—1,8) FT sin’? 


on procéderait semblablement si le polynome était élevé à une plus 
haute puissance. … 


siNnax Cosax 
sin bx ? sin bx ? 


6 IL Du développement des fonctions etc. 


ee : sin ax . ; 
18. Considérons d'abord la fonction = : on sait que son dé- 


nominateur peut se mettre sous la forme 


SIT == 0x (: si ) ( —— 2) (1 (r — —— ), etc. 


ie : * USIILO 
Ainsi on pourra exprimer la fonction - 
sin 


par une suite infinie 
e 

de fractions partielles, qui auront pour dénominateurs les différens 
facteurs dont sin bx est composé. 


Le facteur x n'entre point en considération , parce qu 1l se trouve 
détruit par un facteur semblable compris dans sin ax ; prenons 


bx 
donc le facteur général 1 — -— , Æ étant un entier quelconque po- 
kr ? 


. , 0 0 0 Q A 

siuf ou négatif, et soit la fraction parüelle correspondante ——— ; 
? . - : k 

on déterminera le cocficient A en faisant x = + dans la valeur 


nr 
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K— EE sin ax. Par cette substitution on a * De FE CN 


. Rk 
— cos kr ; donc À —=— cos kr sin Te. 


Si on prend successivement positif et négatif, on aura les deux 


2-2 


fractions partielles qui naissent du facteur général 1 — 2e SNIVE 
2 


leur somme sera 


. kar . kar . kar 
cos kr sin Fa cos kr sin —— okr cos kr sin Sn 


b 


PRG PER PCR kr + bx HET kr — ba? 
Il ne s’agit plus que de donner à k les valeurs successives 1, 2, 
5, etc., et d'ajouter tous les résultats ; on aura , en faisant =, 


la formule 


sin ax sin ê 2 sin 26 Bsin 38  4sin 40 
sin Sin bX — 27 Ce EFpars m0 4m*— b°x° + g7°— b?x? 167°—b°x° + etc.) 


19. Si on différentie cette formule par rapport à &, on en déduira 


æCOSaX __2/f 7° COSÉ 47°? cos 284 97° cos 38 L 
snbx  b\r bat Ya — bas on — br eic ) 


le second membre peut se mettre sous la forme 
. (cos 8 — cos 28 + cos 39 — etc.) 


+ 2obx? = —— ERNR  —— cos 54 + etc. ). 


Ps D am Bras D gas brt 
Or on a, pag. 103, la formule 
20 = sin 0 — : sin 20 + + sin 50 — etc, 
qui FES par la différentiation , 
2 = cos Ü — cos 20 + cos 30 — etc. ; 


donc on aura en général, 


cOsax + 3x (—£ cos à cos 20 te | cos 34 t ) 
nbx — = Bai 4m boat 97 — D°x° “haie 
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C’est aussi ce qu'on trouverait directement en cherchant la frac- 


; . Hé bx ; ; 
tion partielle qui répond au facteur 1 — =, dans le développement 


: COS AT 
de la fonction - x 
sin bx 


° 17 ° “ Sin ax ° r 
20. Considérons maintenant la fonction ; puisque le déno- 


cos bx 
minateur cos x est composé d’une infinité de facteurs de la forme 
4b°x*? 
> (2k+i) + 
qui a pour dénominateur (24 + 1) x — 2bx. Soit cette fraction 
2e ni h A (2kR+L1)r—2bx . 
(2k+1)r— 2bx? on pourra supposer À — Rae NN: 


(ok Hi) 
E6 1 


1 , il faudra chercher en général la fraction partielle 


pourvu que dans cette expression on fasse x — 3 par 


_celte substitution on obtient A=—2 cos kr sin(k—+1)6, en 


faisant toujours À — Te 
De là on voit que le facteur 1 — a produira dans le 


développement total deux fractions dont la somme est 


2 cos kr sin (RH 1)0 _. 2 cos Rx sin (k+3)8__  S8bxcoskrsin(K+i)8 
TT (GR+1)7—0bx "T(ak Hi Fobz TT (ok +1) 7 —4bxt 


donnant à k les valeurs successives 0, 1, 2,3, etc., et ajoutant 
tous les résultats, on aura la formule 


sin ax sin + 6 sin ? 4 sins( 
— 6bx SAS SERA 2 É 
cos bx 7° — 4b°x° g7“— 4 b°x? 07° — 4b°x* PERTE etc. 


Si on différentie cette équation par rapport à a, il en résultera ; 
après avoir divisé chaque membre par x, 


cos ax 
cos bx 


cos +4 3 cos ? 4 5 cos 5 8 


nn AR {be 97° — 4b°x? 25 — 4b°x etc.), 


formule à laquelle on pourrait parvenir directement par de sem- 
blables opérations. 


21. Les quatre formules précédentes réunies Sous un même point 
L L ar 
de vue sont , en faisant toujours FT — 6, 


sin 4x 
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(a) Te = +2 20x NE ns — ete UE ; HE — etc.) 
qe == 8x (a — + PAR —eté.), 
M M D) 


Euler a donne les deux premières sous une autre forme dans ses 
Opusc. anal. , tom. IT, pag. 73 et 75. 


22. Si au lieu de x on met xy/— 1, on obtiendra les quatre 


formules suivantes. 


etT— et sin4 2 sin 94 3 sin 34 
age — an (TE Dee ai TE rCrR er —etc.), 

; es © b br Ge ; are tte te) 
EE (ON er 
ARE GEI PLAN RCE 


25. Si on fait b— 7, la première et la seconde des formules (a) 


deviennent 


7 sSsinax sin a 2 sin 24 3 sin 3a 
—.— Pie I er 7ACIC.» 
) 2 SINnrx I—x 4—x g—2x 
€ 
1 cosax 1 cos «a _Cos 2a cos 3a 
— , -— = —— = — — + —— — elc., 
2x SIN 7x 27°x 1— x° 4 — a g—x 


D'où l'on voit qu'on peut généralement sommer les deux suites 


* sin 24 sin 3a sin 4a 
SIDA — PUS “re eue Bi Hors +.elc. » 


COS 2@ cos 3a cos 4a 
€COS.4 — ARE MT TT Ta + elc. , 


savoir, la première en développant suivant les puissances de x, 


Ja fonetion . ir et la seconde en développant de même la 


22 
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1 COosax 1 
fonction — — —— ; c'estce qui s'accorde avec les formules 


27x  Sinrx O7°x° 


des n° 106 et 107, IV® partie. 


De même si on fait b —+}# dans la troisième et la quatrième des 
formules (a), on aura 


T sin ax sin @ sin 3a sin ba 
4° xcosirr 2 NET 0 RE 25 — FT pe Le 
(d) | ONCE 
Œ 
7 COS ATX cos a 3 cos 3 5a 5 cos 5a 
= ———  — — ——— — etc. ; 
Aa COST FL EL Qg—x* D T° 


d’où il résulte qu’on peut sommer généralement les deux suites 


: sin 3a sin ba sin 7a 
SIn 4 — CTI CÉRNOTaT + elc. 3 
cos 3a cos ba cos 7a 
COS PE er EN PASS —+ etc. 


24. I est essentiel de remarquer que les équations (a) , ainsi que 
les équations (b), supposent a < b ou 0 << x. On ne peut même 
faire a — b que dans la deuxième et dans la troisième des équa- 
tions (a) ; car le cas de a — b qui donne 0— +, rend défectueuses 
la première et la quatrième de ces équations. Il en est de même 
des équations (b). 

Pour trouver le développement des mêmes fonctions lorsque a 
est >> b , nous supposerons en général 


a =" 2kb +ic, 


._Æ étant un entier, et c un nombre positif ou négatif, mais moindre 
que b. 


sin ax . 
Cela pose, il faut réduire d’abord la Monte np Ce qui se 


fera au moyen de la formule 
sin Ax — sin (A — 2b)x — 2 sin bx cos (A — b ) x. 


On en tire successivement 


sin(2b+c)zx sin cx 
ARRET em) Ce 
sin bx sin bx 


+ 2cos(b+c)x, 
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si b+Lc): in(ob+ c)x 4 
CH He) ROSE cos(5b+c)x, 
sin(6b+c)æx __sin(4b+c)x F 
". de 14: sin bx mA ASE TES, # , 
ele, 


sin ax __ sin CT 
Donc si on fait = + M, on aura 
nbr — snbx 


1 RE AT x+2C0s(50+c)x+2cos(5b4c)x..….acos(a—b)x, 
serie dont le nombre des termes est . 


On voit maintenant qu’en supposant a— 24b + c et T E=ûs 


, sin ar , » , 
le développement de ù sera donné généralement par la formule 
sin bx 


PRE Mn cos (a—b) x + 2 COS (a—3b)x....+ 2 cos (b+c)x 


sin bx 
sin 4 2 sin 24 3 sin 36 
2 DARRE CPP TT ETAT à PÉLIRTE EF e Je 
+ éme b2x? 45° Às 2 b°x? + 97? — bx°? etc ) 


25. Pour avoir , dans le même cas, le développement de la 


. cos ax . 
fonction -—— , j'observe qu'on a la formule 
sin bx 
cos Ax — cos (À — 2h) x —=— 2 sin dx sin (A—b)x, 
d'où résultent successivement les valeurs 


cos(2b+c)x __ coscx g'e 
D rt dans Poule 
cos(4b+c)x__ cos(2b+c)x . sin(36+c)x, 


sin bx ra sin bx 


et en général, 


CO8 AT {COSCX | + se AIRE MAIRE 
Re = pe 7 28in(b—+c)x—2sm(5b+c)x...— 25in (a—i)x; 
cos ax 
sin bx 


donc en faisant toujours =", la valeur développée de 


sera 


ra sin(a—b)x—2sin(a—5b)x—2sin(a—5b)x.. —2sin(c)x 


sin bx 
cos 4 cos 24 cos 34 
+ Ces qe — 61e.) 


b°x° 
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26. Pour développer semblablement la fonction = Re , nous ferons 


usage de la formule 
sin Àzx + sin (A — 2b ) x = 2 sin (A —b)x cos bx, 


d'où résulte 


sin (2b+c)x sin cx 
ne — — Hasm(bec)x, 
sin(4b+c)x _ sin(obæ+c)x Frs 

cos bx cos bx + 2 sin (52+c)x; 


et en général, prenant cos 7 pour désigner (— 1)", 


sin ar sin cz 


cos bx 


5. +2sin(a—b)x—2sin(a—56)x+2sin(a—56)x. … 
...—2çcosA7sin(b+c)x. 


= COS kr. 


. e Q COS ATX 
Enfin s'il s'agit de la fonction =, on aura la formule 
ÈS 5 


cos Azx + cos ( À — 2b ) x — 2 cos bx cos (A — b)x; 


d’où l’on déduit successivement 


CP OP OP ic Je 


cos bx cos bx 


| 


cos CHIEN SE TERRE ARS LEE AT (3b+c)x; 


cos bx cos bx 
La 1 
et en général , 


cos ax 
cos bx 


COS CT 
—= COS kr.- 


ps +2 cos (a—b) x — 2 cos (a—-3b) x... 
...— 2C0s À7 cos (b+c) x. 


27. Rassemblant les quatre résultats précédens , on voit que si a 
est plus grand que b, et qu’on lasse a — 2kb+c, k étant un 
entier , et c un nombre positif ou négatif, mais moindre que b, 
ou tout au plus égal à b, on aura, en faisant T — À , les quatre 
formules 
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2 cos (a—b)x+2 cos (a—3b) x+2 cos (a—5b)x...+2 cos (b4-c) x 


aÿor = F] 2 sin 24 3 sin 34 
nb sin dla sin in y ÿ 
sin bx + 07 be 4h D cr ete 


— 2 AG x—2 sin(a—8b)x—0 sin (a—5b) x...—9sin(b4 c)x 


_—— pe = SL (TS cos à cos 24 cos 39 SA ) 
(e) _ bx° 4° —b°x? LE gr br ga. 
AR 2 sin(a—b)x—2 sin(a—3b)x+2sin(a—5b)x...—92 cos krsin(b+c) x 
cosbx li cos kr Sn nl GR À ue ain OR — etc ) 
2— 4b°x° g7°—4b°x* 257°—/4b°x* 
re 2cos(a—b)x—2cos(a—3b)x+-92cos(a—5b}r...—92coskrcos(b+c)x 
mel. a cos + 8 3cos50. 5 cos 5 4 te.) 
1 47 CO CE g7°—4b?x? 257—4b°x? É 


Ces formules différent des formules (a) par la partie enticre 
qu'on en a extraite, comme cela a lieu dans le développement des 
fractions algébriques , lorsque l’exposant de la variable dans le nu- 
mérateur, est plus grand que dans le dénominateur. Une semblable 
réduction aurait lieu dans les formules (2) ; mais elle est indiquée 
plus immédiatement dans ces formules où, lorsque-« sera plus grand 
que à , on pourra exécuter la division du numérateur par le déno- 
minateur , jusqu'à ce que le plus grand exposant de x soit moindre 
dans le numérateur que dans le dénominateur. 


28. Le cas où a est un multiple de à mérite d’être examiné parti- 
culiërement et avec quelque détail. 


Supposons d'abord que ce multiple soit pair , et Sa Atuae= 14), 


n ax sin ax 


ce qui donne c—0, 0 — 0 ; alors les fonctions ° pe et een ALL 


réduisent aux parties entières de leurs valeurs données par les for- 
mules (e), et les séries disparaissent. Quant aux deux autres fonc- 
tions , elles deviennent 


— 2 sin (a—b) x — 9 sin(a—3b) x — 9 sin (a—5b) x...— 92 sin bx 
1 


he ++ bx ps ps + = — te.) 
| 2 (- 2_h?x2 4m°—b? x? g7°—b?x? à 


CA ps 2 cos (a—b}x—2cos(a—3b)x +2 cos(a—5b}xr....—02 cos Âx cos bx' 
== 3 5 
cos bx FRA et) 
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Soit en second lieu a=—(2k+-1)6, on pourra mettre 4 + 1 au 
lieu de k, puisqu'on a également a = 24b+ 0 et a—(2#+2)b—58; 
dans la première supposition, on aura c = D, et dans la seconde 


sin ax COS AL 


c—— b, Alors les deux fonctions — et se réduisent à une 
n bx cos bx 


partie entière , et ne contiennent Et de série infinie. Quant aux 


COS AT sin ax 
deux autres fonctions = et ——, 
n bx cos bx 


soit qu'on fasse a— )hbB etc—b, soit qu’on fasse a (2k+2)b—ü 
et c—— 4. Ces valeurs sont 


leurs valeurs serontles mêmes, 


— 2.sin(a—b)x — 2 sin (a—5b) x — 2sin (a—5b)x...— 2 sin 2bx 
cos ax _ (a x , : 
sin bx + — — 2bx = ps + ZE + por cr — ete.) 


() br 2 sin (a—b) x—2 sin(a—5b)x+2sin(a—5b)x...—2 cos krsin2bx 
nn vs ; : 
+ 8bx cos kr (5 EE Tor Be tee). 


cos bx 


sin ax dx 


$ IT. De l'intégrale f tt 


Drises depuis X = O JUSAW' à X = ©. 
1 P Jusq 


, et autres semblables, 


29. Supposons d’abord a < b et = 0; par la première des 


formules (a) du PAASEPRE précédent, on pourra mettre l'intégrale 


sin ax 
AE (le sous cette forme 
sin bx * 1 EE. 
dx sin À 2 sin 20 3 sin 34 TO 
Z bij ee 47°—b°x? TI 97 97° —b°x° ==100 


or suivant les formules (16) du SI,on a Mn a dans les 
limites données, 


1 
dx A 


(1H x) (ler — b°x) T'Y LE? 


de là résulte 


7? sin 4 27°? sin 20 37° sin 34 


PEUT EE grue 
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Cette suite peut se sommer par la première des formules (2) du 
paragraphe précédent, et on en tire 


JTE 
2 


, ,. r [2 d 1 
c’est la valeur de l'intégrale cherchée FE ONE 
+ xx © sin bx° 


La même analyse étant a st uée aux intégrales xdx_  cosar 
y ë ppliq Ë res 


dx sin ax dx cos ax Pt = 
f= J: on obtiendra les résultats 
1 


(1+ xx)‘ cosbx? + xx ‘ cos bx ? 
suivans : 


sin ax Dre ere Der 
ÎRE MER en ep? 
cosax re RER M der mi AE 
(a!) ts LR ti d'arere rh? 
sin ax dr UE ri def 
[EE *x(i+xx) — 2e ?? 
cos ax LÉ ORNE Et St 
ES" 1Lzxx  2°e@+et 


30. On peut parvenir directement à ces résultats par les consi- 
dérations suivantes. Soit X ou X (x) une fonction paire de x qui 
puisse se décomposer en un nombre fini ou infini de fractions par- 


: A , PET 
tielles de la forme ——— , c étant une quantité réelle, ensorte qu’on 


ait X Lee (—- =); le signe somme se rapportant à toutes les 


Mis Xdx 
valeurs correspondantes de A et de c. Pour avoir l'intégrale /- Es 


depuis x — 0 jusqua'x—, il faudra prendre entre les mêmes 


de T5? et réunir toutes les quanti- 


limites be be ice) 
tés de la même espèce. Or par la formule (16) du SI,ona 


Adx 7 Le 
(“—#)(1+x) res c° +1? 


donc ” 


KA T À F 
is =ix(V—)); 
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c’est-à-dire qu'il faut faire x° = 1 dans la fonction X, et multi- 


Ê , F 
plier le résultat par =. 


Soit, par exemple, X (x) = SEE on aura X (V—:1) = 


xæcosbx ? 

es (a RP Re ÉSREES 
ÿ—1.cos(by/—1) — e+e?? æcosbx' 1+xx 2 el Het 

31. Les formules ( a’) supposent a< b ; lorsqu'on aura ab, 
il faudra faire a= 2kb+c, K étant un entier et c une quantité 
positive ou négative, mais moindre que à. 

Considérons d’abord la première formule; nous avons trouvé 
dans le $ précédent, que dans le cas dont il s’agit on a 


| 


En 2cos(a—b)x + 2cos(a—3b)x . ., + 2cos(b+c)x. 


siobx  sinbx 
D'un autre côté, par la formule (1) de la troisième partie, 
page 358, on a 
IE LED ART 
JAI C TRES À 
donc 
FE ax dx. = (ed : Lies e—G—5n, , ,p e—G+0 ) 


sinbx 1+xx 
+ Sin CT 
sin bx”1 + — 


La somme de la suite comprise dans celte valeur est 


e—C@—b) Be ec Pan ete 
° 1 — e? = m4; b bu) 


C2 te sin cx dx £ _ 
et l'inte ralef TE Le ——— | : ° 
g om donnée par la premiere des formules 


(a), puisqu'on a c<<b; donc on aura 
, sin ax dx ET —e Ts 7 e—eT x efLe-—9eTs 
@) [ Re me RO RC CARE ET 


sin br, a xx ele g° ete"? 2°  eb—e— 


32. Si on différentie cette équation par rapport à a, et qu'on 


de » , 
observe qu’alors dm =1»ien résultera cette autre formule 


[= cosax dx x e—eLoers 


ae be: ue 
snbx “i+zxx 2 met VA 


) 


C’est 
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C’est aussi ce qu'on trouverait directement par le développement 
cosar 


ns donné par la seconde des formules (e) du $ II. 


Nous remarquerons cependant que la formule précédente est 
sujette à exception, lorsque a— (2k+ 1)b; car alors on pourrait 
faire indifféremment a—2#b+4b, ou a—(2k+#2)b—b, c'est-à- 
dire cb, ou c——0. Or le résultat de la formule n’est pas le 
mème quand on fait c— et quand on fait c——b, puisque dans 


1 . re 
la première supposition elle donne Te F3 » €t dans la se- 


I 


mé 4 # \ } ’ 
conde, -5———5 —:#. Il faut donc recourir à une autre méthode 


2 ° 


pour trouver la valeur exacte de l'intégrale dont il s'agit. 


33. Lorsque a —(2k +1), on a la formule 


cosax cosbx : : £ 
2 =—5— — 25iN 20% — 25in 4bx.., — 2sin 24bx, 
sin bx sin bx 
laquelle ne souffre aucune exception. Si on multiplie de part et 
xdx / : : 
d'autre par ———, le résultat dû auxtermes —2sin2bx,—2sin4bx, etc. 
1+xx ? 


se trouvera exactement par la formule connue 


xdx sin mx p: 
= ——————— = — VE Sum. e 
Loi; 


ainsi l'erreur que nous avons remarquée ne peut venir que de l’in- 

; cosbx  xdx ; m  ebLerb > 
tégrale IE Tao) ARE peut être =. Hs» Comme l'in- 
diquerait la seconde des formules (a). 


La vraie intégrale, dans le cas de a—b, se trouve par l’équa- 
tion (c), IV° partie, n° 151, et cette intégrale est 


LÉ cosbx  xdx re? 
sin bx "14xx ed —e ?" 
D'ailleurs on a sans difficulté 


rACe ; . ; 
IE (2sin 20x + 2sin 4bx., ,+ 2sin 2kbx) 
—92b e7Ck+2}b eT? es 


= F(eT# Het He) Em — Sa ner 
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donc, lorsque a = (2k+5)b, on aura généralement 


d CODE NUIT ET RE 

(d') sin bx  1—Hxx  e—e? 

Ce résultat est le milieu précis entre les deux valeurs que semblait 
donner, pour le même cas, la formule (c’). 


C’est, au reste, un phénomène analytique assez remarquable, 


“dUtr cosaxz  xdx . . Le PT 
que l'intégrale [EE Lx ait trois valeurs très - différentes, 


lorsque a — (2k+Hi)b, et lorsque a differe infiniment peu de cette 
valeur en plus ou en moins. Ainsi w étant infiniment petit, l'in- 
tégrale Z correspondra de la manière suivante aux trois valeurs de a: 


( 
a = (2k+1)b — ©, Z = 5 + 27) 
e?—e 


a = (2k+1)6, ZL = Hs 
a = (2khi)b+o,, Z— 5 — ir. 


La première intégrale résulte de la formule générale (c’), en fai- 
sant c—b—%w, et négligeant ensuite w; la troisième résulte de 
la même formule, en faisant a—(24+2)b—(b—%), où c——(b—w), 
puis négligeant 

La seule exception à la formule générale a donc lieu dans le 


\ Œ . LD . . . . 
cas ou 3 est un nombre entier impair ; cette pat est indi- 
quée par la formule elle-même , qui passe de la valeur TT a 2 

re . . ‘ : . 
à la valeur -———;7, dans l'intervalle infiniment petit compris 
PE 27 y P 


depuis a—(2k+1)b—o jusqu'a a—(2k+1)b +. 


cysax dx 
cosbr 1+xx" 
supposant toujours a — 2kb + c, on aura, suivant l’article 26 du 
$ précédent , 


54. Venons maintenant à l'intégrale Z ni En 


ae 2COs(a—b}x — 2c0s(a—3b)x...... 


... — 2005 7 cos(b+ c)x 
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Multpliant par = , et intégrant dans les limites requises, on 
aura d’abord , par les formules (a’), 


cos cx dx 7 ee ec 
cosbx' 1+xx 2° ete ; 


ensuite l'intégr égrale [© rs Locos(a—b}r—2cos(a—3b)x...—2coskrcos(b+c)x] 


a pour valeur core Ci cos kre-G+9), progres 
sion dont la somme est 
er GE) — eb—Ccos kr et — e cos kr 


tre ARE. QUNTE EERE 


e? + eT? 


Donc on a en général 


; cosax UT e° — 6° 
(e) PER =Tcoskr. Steit ARE 


\ 


Cette formule n’est sujelte à aucune exception; car si on avait 
a—(2i+1)b, ce qui donnerait en même temps a — (21i+2)b—+, 
il est aisé de voir que la formule donnera le même résultat, soit 
qu’on fasse k—i et c—d, soit qu'on fasse k—itr et c——5. 
Alors, en effet, les deux facteurs cos kr et e —e—*, changeant 
à la fois de signe, leur produit reste toujours le même, 


35. Soit proposé enfin de trouver la valeur de l'intégrale 


NET sin ax dx 
: TT ) æcos bx “1 xx? 


lorsque a— 2kb + c. Alors on a, par les formules du S précédent, 


sin ax sin ct 
— COST. 


cos bx cos bx 


+ P, 
—= 2sin (a— b)x — 2sin(a—3b)x + 2sin(a—5b)x.... 
. — 2c0osÂ7 sin(b + c)x. 


dxsinax 


Semi (100 ‘), donnée 


Mais au moyen de la formule Eee 
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troisième partie, page 360, on trouve 


[. Pdx = m(i—1+1....—cosAT) 


LASREMITMNEEES AE TON ee ER MEN ..— cos RER), 


La série 1—1<+1....—coskr a pour somme zéro, si À est pair, 
et 1 si X est impair; donc cette somme est représentée généra- 
lement par 2(1—coskr); quant à l’autre série, elle a pour somme, 
comme dans l’article précédent, 


et— et coskr 
VA eee RATE TORRES JP TU 
Q e+e b 


À ; sin cx , 
Donc en substituant la valeur de J. , donnée par les 


dx 
x cos bx 1 +xx 
formules (a'\, on aura 
2 


} sin ax dx T reT4 F ee 
ue ,——— —=-(1—CcoSk 7) — ———— + V'yyg RD, 
(P) ES 1Hxx AC cosÂ) ALU à SATA e Let 
Cette formule n’est encore sujette à aucune exception ; car lors- 
qu'on a a—(2i+1)b, soit qu'on fasse A1, c—b, ou k—i+1, 
c——b, on obtient toujours le mème résultat, savoir, 


F TÈLS 
a APE 
Ainsi, par exemple, lorsque «a—6, on a 
# dxtangax _r e—e 
(&°) x(1-Hxx) 7 2 etes 


Cette formule étant combinée avec la formule (4) du n° 137, 
quatrième partie, qui donne, 


xdxtangax __ me“ 
PONT Lee? 
on en tre 


(h”) [= tang ax = 27, 


Or celle-ci peut se démontrer directement; d’ailleurs elle se dé- 
duit de la formule (4) qu'on vient de citer, en faisant m—0. 
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36. Il résulte de ce qui précède, que lorsque a est > b, si 
on fait a—2kb+c, k élant un entier et c étant plus petit que à, 
ou tout au plus égal à &, on aura les quatre formules suivantes : 


[E ax dx m7 ete —004 


ee . — 
snbr' 1i+xx 2 ee t ? 
cosar œdx __m e‘—etoe 
SIND ET T Lo ele tr ‘; 


(#) 


sin ax dx 7 7 e°+er® met 
==" (1—cosk7 ) + - cOSÂT . ———— — — — 
Eee 1x 2 ( ces He?  elLe?? 


cosax dx T e—e res 
fe ue COST .——— + re 


cosbx  1+xx ele? 


La seconde de ces formules est la seule qui soit sujette à excep- 
tion , lorsque a— (2k + 1)d ; alors cette formule doit être remplacée 


par la suivante : 
cos ax D DU ne ot 
sintbre arr itle —er. 


37. Si on différentie par rapport à 4 la quatrième des équations 
(2), on aura, en observant que dc—da, 


sin ax xdx CL ec Te 
(4) IE —— © coskr. SE + 


Cosbx 1Hxr ete 5 eb Het 


Ajoutant cette équation à la troisième des équations (:’) , il viendra 


(t) dx sin ax 


F 
He eope = 3 (1—C0s À). 


Ce résultat peut être vérifié directement de la manière suivante. 


58. Soit pour plus de simplicité b— 1, ce qui ne diminue 
pas la généralité de la formule, et soit proposé de trouver l'in- 


tégrale z= fre, nous considérerons cette intégrale comme 
composée de plusieurs parties, la première depuis x —0o jusqu’à 
x—=7; la seconde depuis x=—7 jusqu'a æ—27, et ainsi à 
l'infini. 

Pour avoir la première partie, je fais successivement x—:7—, 
X—3#tw, et prenant, dans les deux cas, dx = d», j'aurai 
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l'intégrale 


. L] 
sin © FT — 0 LT + & 4 


da 90 sin + A7 COS Aw — x COS + A7 SIN Aw 
VER LT — 0° ) 
qu'il faudra prendre depuis © = 0 jusqu'a © = : 7. 
La seconde partie , depuis x = 7 jusqu'à x — 27 ,se trouvera 
de même en faisant successivement x = i T7 —%w,x—i7r—<e, et 
on aura NE 


[E (RE sin (1 ar + law) 


Ou 


20 sin ? AT COS do — 7 cos À ar sin av 
sin w 2 7 — w° ? 


qu'il faudra encore prendre entre les limites © — 0 , w—}7. 
Si l’on continue ainsi indéfiniment et qu’on fasse, pour abréger, 


2 sin + a7 2sin?am , 9sin > ar 


M a fer tias te ————, — CIC. 
LT — à Fast Mere ot 2 


| 


Lar dctge ar PRE ar 


# COS + jee 


l'intégrale cherchée 7Z sera ee en une autre qui doit étre 
prise depuis © — 0 jusqu’à w — 7, Savoir 


Modo cos aw COS aw Ndw sin aw 
eus perl RD SPORT TES LQ 
NEToo sin © 


Maintenant il résulte des formules (a) du $ IT, qu'en supposant 
GALL EON A 


sin aw COS aw 
MM SN — 
© COS & COS æ ” 


Donc en faisant la substitution , on aura Z —0. Lors donc qu’on 
suppose a << I, On aura 


[= sin ax 

= = 0. 

æÆ COS T 

Lorsque a = 1 , celte formule cesse d’être exacte ; on voit en effet, 


dans ce cas, que tous les termes qui composent la suite N, sont 


Ré sin © 
nuls , et qu'ainst on a N —0 ; dans le même cas onaM=——, 
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ce qui donne Z — fs = w = ;7. Donc on a alors 


[= AUS Tim; 


ce qui s'accorde avec une formule déjà trouvée. 
Si dans les deux formules précédentes , on met bx à la place de 


[42 . 
x et- au lieu de à, on aura, en supposant a € b, 


b 
dx sin ax 
Re me à Os 
£ cos bx 


dx Cat 
LA tang ax = 57. 


39. 11 faut maintenant trouver la valeur de la même intégrale 
lorsque a est >> b; pour cet effet nous supposerons à l'ordinaire 
a —= 2kb + c, À étant un entier, et c étant moindre que 6. Or on a 


et lorsque a — b, 


sin ax + sin (a — °b) x 


PE Rr = 2sin(a—b)x, 


de là on tire 


dx sin ax dx sin(a—2b)x __ 
lasse + PRE x cos bx 2 [TE sm(a—b)x=7. 


Donc on a successivement , lorsque c n’est pas égal à d, 


dx sin (2b+c)x 

Een Pr ES em ht: 
jh x cos bx 2 

dx sin (4b+ c)x 

— nr C) 

f x cos bx 2 
[= sin (6b+c)x 

© ÿ;°—— = TT; 

x cos bx 


et en général , 
dx sin ax 7 

nf xcosbx 7 2 (1 — cos kr) 2 

ce qui s'accorde avec la formule (7). 


40. Cette formule est cependant sujette à exception lorsque ab, 
et en général lorsque a — ( 24 + 1 ) b. En effet, dans le cas de 
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2 Son a fe = €, d'où l'on déduit 


x cos bx 
[= sin 3bx T 
er - = 
x Cos bx 2 
[= sin 5bx T 
D 9 
x cos bx 2 
et en général : étant un entier quelconque, | ce 


LE (2: +1) br _r 


x cos bx 2° 


On voit a priori pourquoi la formule (/') ne peut avoir lieu lors- 
que a — 2ib + b, c’est qu'on peut faire égalementa—(2i+2)b—b, 
ce qui donne k — x? ou k — i+ 1. Or ces deux valeurs de Æ donnent 


pour = (1 — cos 7), deux valeurs différentes o et 7x. La vraie 


. » F 
valeur de l'intégrale est une moyenne = entre lés deux. 


4 


41. Puisque la formule (/’) est sujette à exception lorsque 
a—(21+ 1), 1l s'ensuit que la formule (4) est sujette aussi à 
exception dans le même cas, sans quoi la différence des deux ne 
pourrait donner la troisième des formules ( :”) , laquelle n’est sujette 
à aucune exception. Or on a toujours 


[= sin ax LATE = f sin ax dx : 

x cos bx cos bt  1+xt  Jixcos br 1 + xx ? 

donc dans le cas de a=—(21+1)b,la formule (#4!) doit étre 
remplacée par celle-ci, 


[E dt exdx mé  % 
cos bx 1—Hxx  ePHet” 
lorsqu'om#a simplement a —b, cette formule s'accorde avec la 


valeur connue de ES ( Foyez la formule (d) du n° 131, 
IV: partie.) 


ç IV. 
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ÿ IV. De l'intégrale Z = Le CRE - dx sin rx, el autres 
x ee. 


semblables , prises depuis x — o jusqu'à x = . 


42. Il faut supposer a < 7 , sans quoi l'intégrale deviendrait in- 
finie ; cela posé , on pourra, en vertu des formules (2) du S II, 
mettre l'intégrale Z sous cette forme : 


dx sin dr sinrx oxdæx sin rx cosa cos 24 cos 3a 
Re Re ec, 

7 1 + x° 4 + x g+x 
de snRx, 


MIX. 


. Le , EEE 
Mais dans les limites données, on a trouvé f° Aa 


dx . 
af sin rx — =; donc 
Z 2 
Z= +— e7" cos a + e—” cos 2a — er * cos 3a - etc. 


Or la suite 3 cos a — z°cos 24 + z° cos 3a — etc. est le UE 
z cos a +- 2° 

1 + 22 COs a — 2° ) 

aura l'intégrale cherchée 


ment de la fonction donc en faisant 3= e7", on 


(eT" cos a + e7°?") er — e— 


ZL= AT + 2e" cos Zpet=rs e + MEET 2C05 a 
ax RCE 
43. Soitproposésemblablement l'intégrale Z = antE —— dxcosrx, 


dans laquelle on suppose toujours a < 7 ; on pourra, au moyen des 
formules (b) du $ IT, mettre cette intégrale sous la forme 


cos + 3 cos Sa 5 cos 5a ) 
DT = dx cos rx (PRES Rs — Tu ++ — elc.). 


Effectuant les intégrations au moyen de la formule connue...... 


dx cos rx T 
DS am er", 1l viendra 
— 5: 5 
ZL=eTs "cos 5a— ei" cos 5 a + eT 2" cos © a — etc. 
Mais on a 


(1 +2) cos8 
1H 22 cos 26 2°? 


24 


cos 9 — 3 cos 50 + z° cos 50 — etc. — 


RL D, |. 


OR" OP ON PET OT US D 
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donc en faisant z— e7", Û—= ja, on trouvera Z ou 


1 1 
ex LE ex e"+LeT2") cosia 
Eee dx cos rx = Les ne 
er + ex er +eT7/+ocosa 
44. Par une analyse semblable , on déduira des formules (2) 
du S IT, deux autres intégrales , que nous comprenons avec les deux 
précédentes dans le tableau suivant : 


ax —ax r —1 

e Le : e 6 
= dx Sin rx = +, ————\, 

CT nie, ee” + 92 cos a 


1 AVES 
ax —41X TA ei 1 
e +e e? +e ? cos + a 
Tes dx cos rx = CERTES RO EOERTA 
er He e" + e7"+ocos a 


(a) 


1 1 
ax —{x Et PA . 1 
e ne . e —€ sin ; & 
Eee AA (2 [men ", J'erer 
er He 77 e" HeT/"+Hocosa 


œE sin & 


ee —e. | 

il TRCOSIT—= CR : 
ee — e TT et Le7/+Locosa 

Il ne faut pas perdre de vue que ces intégrales sont prises depuis 

x= 0 jusqu'à x —, et quelles supposent a < +. 


45. Les principaux corollaires qu’on déduit de ces formules, sont 


«fe dx sin rx , € —1 
er: 17 ET a , 
eat e TX e" Hi 
1 
2 


mn 
(LE COTES lez? 
RL TA NT Er A — ; 3 
ÿ er LH er EE pre 14 ei 
[= cOS ME A, 277 
RE , 
u ‘ PTS ere TX (e" +1} 
(è ) ; Lr —2r 
xdx sinrx y €? —e ? 
—— = ZE, —— , 
4 


ah rs X 1 pad à 2 
e7"+e LE (e" +e at) 


PO pe 
NUE 1 
SE dx —+tang-a, 


TX — 
e TI 


ax 17 
e +e 1 
Th dx = ————. 
e7x e 7x 2 COS 5; «a 


Ces formules sont faciles à vérifier par le développement en séries 
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et les formules d'intégration connues. D'ailleurs on peut observer 
que la troisième et la quatrième se déduisent de la première et de 
la deuxième , en différentiant celles-ci par rapport à r. 

Ces formules sont d’ailleurs susceptibles d’en fournir une infinité 
d’autres par la différentiation ou l'intégration relatives aux coefli- 


ciens a et 7’. 
Par exemple, si on multiplie la cinquième et la sixième par da, 


et qu'on intègre chaque membre depuis 4—0, on aura les deux 


formules 
ee Vo dx l 1 
+ PT gr TT 065 (= . =) , 
de ) ax + (TC 


ee — e dx æ a 
a log tang (£ 1 me 2) ? 
la première s'accorde ävec l'équation (b), page 109. 


46. Considérons de nouveau la première des équations (a); si 
on multiplie chaque membre par e—"dr, et qu’on intègre par rapport 
à r, depuis r —0o AR r— ©; comme on a dans ces limites 


fe” dr sin rc = » il viendra 


m° + x He 
(d") FE + eTax xdx eus (e' — e") eTmr dr 
ex — g 72 m+x TT +) e+e”+ocosa 


Si on fait "= z, le second membre prendra la forme 


(as nude Ro 
3] 1+22cosa +2? z —= 
intégrale qui pourra s'exprimer par arcs de cercle et par loga- 
rithmes toutes les fois que #2 sera rationnel. Par exemple, si on a 
m== 1, On trouvera 
ft ere NA TUE 
€ 
(e) [= re Are 3 (asina—1)+# cos a log (2 + 2 cos a). 


Si on multiplie celle-ci par da, et qu’on intègre chaque membre 
depuis &— O0, on aura 


Dee CRU dx 
EE = — ; 4 COS a H+Esin alog(2+2cosa). 


PERTE 
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47. En général, soit Z=; ji} DT , le développement 
en série donne | 
EE = 2" '— 27" cosa+ 27" cos 24 — 27" T° COS 3a + etc. ; 
multipliant par = dz et intégrant depuis 3 = o jusqu'à 2= 75, il 


viendra 


126) cos a cos 24 cos 3a 
Z DS num ji mt MES ES 


e ’ ge » 7 ee cn 
Cette suite représente la valeur de l'intégrale proposée ÿl Te “ee 


e 
xdx 2 ; à 
X———;; mais elle n’est pas assez convergente pour servir au 


m + x 
calcul numérique de cette intégrale ; et nous remarquerons seule- 
ment qu’elle a la propriété d’être sommable par arcs de cercle et 
par logarithmes , toutes les fois que 77 sera un nombre rationnel. 
On déduit des formules de l’art. 14, $ 1, une autre valeur de 
Z , laquelle est | 
AE 1 (= dd LE 3a — etc.) 


2 sing mn m1 m2 


1 sin a sin 2a sin 3a 


 osma\m+2 mr UP n-LiuS ete.), 


ou 


TEE sin @ sin 2a + sin 5a 14 etc.). 
sin a \m.m+o m+i.mt+3 m+2.m + 4 
Cette formule est plus convergente dans les premiers termes que 
la précédente ; mais elle ne peut donner encore qu’une approxi- 
mation assez bornée, parce que le rapport de deux coefficiens con- 
sécutifs tend de plus en plus vers l’unité. 
Au reste l'identité des deux expressions est facile à démontrer 
immédiatement ; car si on multiplie par sin 4 la suite 


1 cos a cos 2a cos 3a 


PEUT TRALTAN 0m Loi Ier 


27 m4 1 


le produit sera 


sin a sin 24 sin 3a—sin a sin {a — sin 24 
— — +. DES ARR Con NEUTRE STE 
2m m1 in + 2 a m + 3 


Hi dada AT oo 
F v” l P 2 ; 1 r 
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et 1l se réduit ultérieurement à 
sin @ sin 2a AE sin 3a 
m.m+o os ER m +3 m + 2. m + 4 
On peut encore multiplier cette dernière expression par sin 4, 
et le produit sera 
1 cos a 
om.m + 2 °m+i.m+3 
2 cos 2a 2 cos 3a 2 cos 4a 
sn mie Lo m+o2.m 4. mit etc.; 
mais la valeur de Z qui résulte de ces transformations n’est con- 
vergente que dans les premiers termes , et ne peut donner que 
difficilement un certain degré d’approximalion. 


CIC: 


bin 


48. Reprenons la formule 


PSS ar 68 
M, El C 
f FE Gr sinrx — Le — 


_ 75 ve 3 
er e TE e"+e/+ocosa 


rase! (à 


et soit a—œ7—%, © étant infiniment petit, on aura, en substi- 
tuant et négligeant les quantités de l’ordre w* dans le second 
membre, 

DX ee e’ 
lie Hé  dxsinrx + fe-ex dxsinrx 2. - =" 50 


er 1 e" — 1 


Mais en intégrant à FOR dans les limites M0 4-2 PAtAN a 


fe-vz dx sin rx — — ; donc en négligeant les quantités de 


De 
l’ordre «*, dans les deux membres, on aura la formule suivante, 


dans laquelle w n'entre plus, 
[EE =: e +1 1 


Ds » T e 
e?7X 1 Et — ] oT 


Cette formule, développée suivant les puissances de r, reviendrait 
aux Mn connues par lesquelles on détermine la valeur de Ia 


suite 1 +: re Fi TER Zi —- etc., 2 étant un nombre pair. 


49. Multiplions les deux membres de l’équation précédente par 
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e"dr et intégrons depuis r —0 jusqu'a r =, nous aurons 


J “ia xdx Es [CG e"dr + Dé ve S", 
(e?7*—3) (m°+x°) e L & 


. . ; M1 m1] 
Si on fait e—"=3, et qu’on appelle T sa À e TR) 
Z 


prise depuis z—0 jusqu'a :=—=1, le second membre de l’équa- 
à , , , Li \ 1 Q Q 
tion précédente se réduira Sn Mo il ne s’agit donc que de 


trouver T. Or, par la formule (14) duSI, on a T =—log » — Z/m ; 
donc 
xdx "A 
ra oncle LE 4 TRES FL 4 
le 1)(m°+2x°) 4m + 2 logm— + 2Z'm ; 


el dans le cas de m=—1, 


(= 1 17/1 —1C—4— 0.038607832450. 
(771) (+2) 


5o. Considérons maintenant la formule 


f° dx cos rx 1 
tre © — , 
PSE + PACS 34 r Here r 


et multiplions chaque membre par e—"" dr; si on intègre de part 
el FL depuis 7 = 0 jusqu'à r— © ,.ce qui donne /e—" dr cos rx 


a 
= — AE -, On aur 
f: dx e Tar. LA 
(TT He 77) D). om Er e 
id 
Soit e"— z, le second membre deviendra — ape =, cette 


intégrale devant être prise depuis z= 0 Rae z= 1. Donc en 
vertu de la formule (7) du S I, on aura 


dx ’ /LE FT Ve 
fes Gr EG); 


de sorte que cette intégrale pourra toujours être évaluée facilement 
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au moyen des fonctions Z/ (a) dont on a montré l'usage dans le 
$ I. Elle sera d’ailleurs déterminable par arcs de cercle et par loga- 
rithmes , toutes les fois que »7 sera rationnelle. C’est ainsi qu’on 
trouve, dans les cas de m— 1 el m—+, les formules 


= NT 
rer) (1 + x°) (TE Fi : 


[ dx 
"© log 2, 
EH er) C4) 


x" dx sin x 


$ V. De l'intégrale Te nn 


51. Supposons d’abord a < 1, et soit a — cos 8 ; cette valeur 

. peut représenter une quantité négative en prenant Ê> 17; mais 

pour plus de simplicité , nous supposerons 0 < 27, et nous con- 
sidérerons séparément les deux intégrales : 


pe x"dx sin x Q = x" dx sin x 
TJ cosx + cos 8? cos x — cos 4? 
que nous supposerons prises toutes deux depuis x —0 jusqu’à une 


même limite x = «a. 
Les quantités P et Q sont des fonctions de & et 8, qu’on peut 


désigner par P (æ,0), Q (x, 8), et ces fonctions ont entr’elles 
des relations qui méritent d’être remarques. On a d’abord 


ox" dx sin x cos x 


P + Q = ff COs’x — cos8 ? 


ou, en faisant 27 — 7, 


z"dz sin z 3 = O0 
P+Q=o-r fée { 
aie COS 3 — COS 28 Z —= "904% 


L'intégrale en z n’est autre chose que la fonction Q dans laquelle 
on mettrait 2 et 20 à la place de « et 8 ; ainsi on a généralement 


(1) P(a,ñ)+HQ(a,80)—= 27"Q (22,20). 


52. D'un autre côté, si on ne fait aucune hypothèse sur la gran- 


192 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


deur de 8, on a évidemment 


P(aæ,8)—=Q(a,7—0); 


donc la fonction Q doit satisfaire à l'équation 


Q(a,8)+Q(a, m—0)—2"Q (24, 20). 


Réciproquement on tire de cette équation 
(2) Q(a,0) = 2"Q (a, tbe" QGesr— 1:86); 


d'où l'on voit que la transcendante Q (x, 8) peut s'exprimer par 
deux transcendantes semblables dans lesquelles la limite & sera 
deux fois moindre. Celles-ci s’exprimeront semblablement, cha- 
cune par deux autres, dans lesquelles la limite sera -encore deux 
fois moindre , ainsi de suite. Donc la transcendante Q , pour une 
limite donnée æ , peut se déterminer par des transcendantes sem- 
blables qui répondront à des limites aussi petites qu’on voudra. 


Lorsque x demeure très — petit dans toute l'étendue de l’inté- 


orale , on peut faire Q = ous VE Lt SRE Te 
Gi P — cosû  (m+sa)(1i—cosé)? ce qui 
aœm+2 
donne Q (es 8) es TmEa) QG — cost) Mais Si on se bornait : a ce 


seul terme pour exprimer Q (x, 0), la formule (2) donnerait une 
valeur entièrement semblable pour Q (24,0), Q(4æ,8), etc., 
laquelle cesserait bientôt d’être assez approchée. Il faut donc ad- 
mettre d’autres termes dans la valeur de Q (x, 8) lorsque « est 
très-pelit , pour pouvoir en déduire avec une exactitude sufli- 
sante, la valeur de cette fonction lorsque « est d’une grandeur 
quelconque. 


53. Pour avoir maintenant la valeur de l'intégrale Q , j'observe 
qu'en intégrant par parties on a 
Q —— x" log (cos x— cos 8) + mfx"-" dx log (cos x — cos 8): 


il faut, pour aller plus loin , avoir la valeur développée de 
log ( cos x — cos 0). Or en faisant m — cos Ü + y/— : sin 8, 
M=cos (7m —60)+y— 1 sin (7 — 80) = CAVE on peut 

mettre 


. 
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mettre cos x — cos Ê sous cette forme 
cos x — cos 0 — EM (1 — mer) (1 — met), 
Prenant les logarithmes et déYeloppant en séries, il viendra 
los(cosx—cos8)=.LM—me" V3 —imevVt —imestv—! —etc. 


LE me Em eV mie" etc. 


Substituant les valeurs m—cos0+y/— 1sin0, LM=(7—6)y—1, 


On aura ; 
log (2cosx—2 cosû) —=(7—0)y/—1— 2 cos x (cos 8 +y/—1sin 0) 


DR ORPE — = (cos 20+-4/—1 sin 28) 


— ue (cos 584 ÿ/—1 sin 56) 
— eic. 


Cette équation en donne deux autres , savoir, 


7z— 0 


— = cos «sin 0 cos 2x sin 20++cos 5x sin 50H etc. 


(3) 


log (2 cos x— 2c050) =— 2c0s x cosÜ— 2? cos 2x cos 28 
— ? cos 3x cos 58 — etc. ; 
elles supposent d’ailleurs l’une et l’autre x < 8. 
La première des deux équations précédentes est une suite de 
l'équation connue 
L(7—0)=—=sin 0 + + sin 204 + sin 50 + + sin 48 + etc. ; 


car si à la place de Ü on met successivement 0+ x et 8—x, 
et qu’on ajoute les deux résultats, on aura la première des équa- 
tions (3). 


54. Au moyen de la valeur trouvée de log (2cos x —2 cos 8), 
on aura l'intégrale 
Q = — x" log (2 cos x— 2 cos Ê) 


— 2mfx"-"dx(cosxcosô+ Lcos 2x cos 29+ 1 cos 3x cos56+-etc, 
FE 
25 
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Continuant d'intégrer par parties , on aura l'intégrale cherchée Q ou 


x"dzx sin x Fe —x"log (2 COS X—2 cosB ) 


; cos 24 #. cûs 4 QU 
— 2NX" (cos sin HT st sin 2X ee. ne. 


cos Z—COS "jan 


20 
—2N.M— 1. æ"2( cos b cos x+° COS 2x LT id ) 


. 28 + cos 34 . 
—1,.n—2. 0x" ns hr Seti . 
LL OMNMI—T M2 4 D (cobsinar-°® SIN 224 “sin 5x-etc.) 


—om.m—:1.m—2.m—3.x""{{(cos6 cos x + etc.) 
—etc. 
Lorsque m» est impair, la constante C est nulle ; mais lorsque 7» est 
pair , la constante C sera égale au dernier terme de la série prise avec 
un signe de en y supposant x—0; on aura donc en général, 
cos 20 cos 30 ) 


C—=— 2 cos = TI (m+ 1)(cosé arte era 
T(m<+ x) étant mis pour le produit 1.2.3......m. Cette valeur 
de C pourra même être employée lorsque "” est impair, parce 
qu’alors elle devient nulle. 


55. Il faut observer que la formule ( 4) éprouvera une modi- 
fication , si on l’applique à une valeur de x plus grande que 8 ; 
alors le terme — x" log ( 2 cos x — 2 cos 8) devra être changé en 


— x" log (2 cos 8 — 2 cos x). 
Ainsi, par exemple, si on veut avoir l'intégrale Q depuis x—0 
jusqu'à + 7, On trouvera , en vertu de la remarque précédente, 


xd 
LES = TC)i1re (aepi.0) 
COS X—COs À 
8 34 
— 2605 (m+1) (cos (Eu _. RTE ST + elc. ) 


— 2m Ye ÿ — ess + Lt — etc.) 

(5) br 2m. m1. (£ SET (= Eh -nie TE + qe — ete.) 
—2m.m—1.Mm—2. CE ni er. Li BP. ic. ) 
— 2 MI M2, M. (£ ja = — pe ne etc. ) 


— CIC 


(4) 
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x" dx sin x 
COS Z— COS à ? 
il suffit de mettre 7 — 0 au lieu de 0, et on aura la valeur de 


l'intécrale P , laquelle sera 


56. Ayant trouvé en général la valeur de l'intégrale Q— 7 


m 1 
JE dxsinx __ C—x"log(2cosx+ 2 cos ) 


05 x+-cos ê 
oo: cos 38 . 
am." —( sin 2X+- Tr Sin SR 


20 
(6) 27.1 ar 4{ cos fcosx— cos 2x4 35 Scos5x—etc.) 
28 


La] . cos 2 L2 
— 2). MI m—2.2"— {cos Osin x— Sin 2X - etc.) 
— 2, M1 M2, AM TA 


) 
+ etc. 


Prenant d’ailleurs , comme dans le premier cas, la valeur de l'inté- 
grale à compter de x=— 0 , on aura la constante 


cos 924 cos 34 
— CIC, . 


C= 200877 T(m+i1) (cos 0 — TE tale crie 


57. Si l’on prend l'intégrale depuis x=—o jusqu'à x =:7T, 
il faudra faire x = ; 7 dans la formule (6), ce qui donnera 


Trdcsinx NA 2] 
ES = (£ log (2 cos À) 
ÿ 
2 cos T (max) (cos 0— — — un — etc.) 
m—1 ô ë 
om (©) (cos 9 — _. — SEE etc. ) 

| 2 al m—2 4 Ê Ê 

(7) {3 Ê 2m .n—1. É =) eo __ + oT —. etc.) 


NM cos 34 cos 54 
— 2. M1 , M2 , à! (cos 0— 2 + — etc.) 


3+ 5+ 
M—4 fi s A 
— IN. M Mn 2 M3 . (£ 2) (= EAU re + etc.) 
+ etc. 


x"dx sin x 


. LL Ld 
Dans ce cas , on voit que l'intégrale ÎEe SE 


pourra toujours 
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s'exprimer exactement au moyen des deux transcendantes 
A (2k) = cos 50e con és 
cos 24 cos 44 cos 64 


B (aka) = er — ae + gum — elc. 


I] faut y joindre encore la transcendante cos 8 — ET + ait — etc. 

qui entre dans la valeur de la constante lorsque 7» est pair; mais 

celle-ci n’est autre chose que la fonction B (#7 + 1 ), dans laquelle 

on mettrait : 8 au lieu de 4, et qu’on multiplierait ensuite par 2"+". 
En général si on supposait connues les deux transcendantes 


cos 24 cos 34 


sin 24 sin 30 
— elc. 3 “Ets cos û Ci HN —+- Ban etc., 


sin 0-— Sn 


92m 
on pourrait déterminer exactement l'intégrale donnée par la for- 
mule (6) pour toute limite x = &. . 


© 
58. Le cas de Û — o mérite d'être développé ; alors on a 


x"dx sin x : u 
= - — fx"dx tang = x: s1 don ù 4 
P f 1 HE cos x J° S3%; onc on prend cette intégrale 


depuis x — 0 jusqu'à x =; #, On aura 
l ir — (7) 1 
PAUL »: hi Fa 2 
fx"dx tang + x (2) og 
LDYLA 1 1 
“hache (m+ 1) (: — PC TL — etc.) 


+ 2m (2) M, 
(8) fe + om (m— 1 >) IN: 
7\m<S 
— 2m (m—1)(m—2) (2 M, 
— 2m (m—1)(m— 2) (m—3) OM’ 
+ etc., 
formule où l’on désigne en général par M(24), N(24+ 1), les 
deux transcendantes 
NE / " a ; 
M(2k) =: au Ci Ent A —- etc. ; 


1 


| 1 1 
N (24 1) = en gr gun — 6ic., 


ira dl nets ) LT Er db LUE, Cia 
} + EL: P ‘ 
ARE s : 


CINQUIÈME PARTIE. $S V. 197 
la dernière a un rapport connu avec la transcendante 
S (2h) = 2m + gen + pm etes, 
puisqu'on a 
N(2k+i)= er (à —)S(2k+:) 3 
mais elles ne peuvent s'exprimer ni l’une ni l’autre par les puissances 
du nombre 7. 


59. Si dans la formule (4) on fait 0 —0 , ce qui oblige de changer 
log (2 cos x— 2 cos 8) en log (2 — 2 cosx), on aura 


fx"dxcotix—= x"log (2—2 cos x) 
mA 1 1 
2 COS —— T (m1) ( ere mr etc.) 
. LT . 
tom. ax" (sin x + =; Sin 2X + z sin 5x + etc.) 


1 1 
(9) Hom.m—1,. x" (cos XL 3 COS 2X + 3,C0S 3x+- etc.) 
. IMPE Dee 
LA EE Pere: m—3 tn 1 4 =. 
2N.M—1 ,M—2.% (sinx+sinax+sinx-etc) 
— eic. 
Dans cette formule faisons x — + 7 , afin d’avoir l'intégrale 


2 
fx"dx cot + x depuis x — 0 jusqu'a x —=+7; nous aurons 


fx"dx cotix = (E) log 2-2 cos T1) ge ete.) 
+ am(EY M, 


LITE 
— am .m—1 «(7 N: 
Mass 
(10) — 2m.m—1 .m—2(?) M, 
T\%—4 
+ 2m.m—1 m2. m8 (7) N; 


+ etc. 


On retrouve dans la composition de cette formule, les mêmes 
transcendantes qui entrent dans la valeur de /x"dx tang 5x, prise 
entre les mêmes limites. 
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60. Nous avons déjà fait S (m1) = 1 + ns Le mn tete. 


. 1 
faisons semblablement T (m+1)=1— + Zn — elc. ; 


ces deux transcendantes n’en font réellement qu’une , puisqu'elles 
ont entr'elles cette relation 


T'(m+ 1) = (x — )S (m4 1). 


Cela posé , les deux formules (8) et (10) donneront, par leur somme 
et leur différence , les résultats suivans : 


IÉ= = NICOS — T'(m+i).[S(m+ 1) ET (m+i)] 
+ am. (EN M, 


7\m—S 
(11) — 2, M—I .m—2 (7 M, 
2 
7\m—5 
+ 2 MI M2, M3, M—4 (©) M; 
— etc. 


mr 


fa"dæcotx—=  (7\ log2+ cos TT (mæ+1).[S (m1) —"T(m+1)] 
=) log = ).[S (+1) ) 


NM —2 


— OM MI (2 Ns 
(2) 1 


F 
À 2.1.2, M—53 (2) N; 


— eic. 


Gr. Les cas les plus simples de ces formules sont 


xdx 
- = 2M 
ÎE se 2 


les = — 2(S,+T; ) + 2.(7) 2M,, 


sin x 


PROCESS 


sin æ 


etc. 
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frdx cotx = = log, 


CAT totrx = () log 2 — 2 (S; — T;) —2.2N;, 


2 

rate = ea 5() 

té: dx cot x = (©) log 2—53.2(-).2N;, 
etc. 

Ces formules donnent des rapports assez remarquables entre les 
. 100 sé à Pos à , PRES LE LÀ 
intégrales ne dx cot x, [FE , prises depuis HAE Jusquàax—=;7, 
et les transcendantes désignées par M (24), N (2%+H1), S (2h41), 
T (2441) , lesquelles peuvent se réduire aux deux M(2#), S(24--1), 
parce qu'il y a des rapports connus entre S (2£+1),T (2k+1) 
et N(24+ 1). On peut conclure de ces équations , 

1°. Que la transcendante N;, ou $, se détermine également par 
l'intégrale fx°dx cot æ et par l'intégrale fx'dx cot x; il y a donc 
une relation entre ces intégrales , et cette relation est 


be 
2 2 3 Las 
gx fx°dx cotx — 14 fx*dx cotx = — log 2. 


>. Que la transcendante N; peut se déterminer par N; et 
par fxtdx cot x, et qu'elle peut l'être également par N; et par 
fx°dx cotx, ce qui donnera encore une relation entre N,;, /xtdx cotx 
etJT 4 CO À. 


62. Si l’on se propose seulement d’avoir des valeurs approchées 
Life Éag  bà e 
des intégrales Î , Jx"dx cot x, pour toute valeur de x, on y 


parviendra aisément par les formules du n° 160, quatrieme partie. 
En effet on a par ces formules, 


AE Et { Fes 
— a" da (à —(2— 1), 224 _. FL, x°+ — H; xf-ete. ), 


sin x 
a"dx cot x = 2" dec (1 — 2H, 2° — 2, xt — 2, x$ — etc.) ; 


ces expressions étant intégrées depuis x—=0o,ona 


x"dx x" 2xr+2 Der | am+É —] am+6 
: = H CRETE DE TRE TU =_—— EE PTE 
(i 3) 1 sin æ m TH: m2 UT 2? FL, m4 gs at LE m6 “etc. 
Fou a+2 ant x'"+6 
fr"dreotc=—2Hi — 2H, mL4 —— 2H, RÉ OPUC. 


TS 


(x 4 
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Il en résulte cette troisième formule plus convergente que les deux 
autres , 
m Hp tes NL NE de || 

(14) JAM COET— _ re one ler et à: 

63. Si l’on fait x — :7, pour avoir ces mêmes intégrales prises 
depuis x = 0 jusqu'ax = +7, et qu'on substitue la valeur 7°"H,,, 
= Sum) 11 Viendra 


—€elc. 


EE ( ) (: Fa HT Eure eh _ _— a-ete.) 
fi"dxcotx=(© y (— mr su — 2. ne Mn etc.) 
fx"dxcot 1e (7 ) (2 2. e Dig n — ete). 


Ces formules ont l'avantage de ne pas supposer 7» entier ; elles 
serviront dans tous les cas à calculer , par approximation , les valeurs 


-m lx 
, fx"dx cot x, fx"dx cot Lx, prises depuis 


5 n Fr 
des intégrales f: : 
sinx 


x—= 0 jusqu'a X—};#7, au moyen des valeurs deS,, S,, Ss, elc. 
données ci-dessus , page 65. L’expression de /x"dx cot 5 x est sur- 
tout remarquable , en ce que les termes successifs décroissent dans 
le rapport de 16 à 1 environ ; de sorte qu’elle offre un moyen facile 
de déterminer cette intégrale pour toute valeur de 2. 


64. Mais en vertu de la formule (10), on a successivement 
THADLOIEX— = log 2—2M,, 
fr*dxcotix=(?) log 2—2,2.1 S;+- 2,2.2.M,—2.2. 1 N3, 
fr'dxcotix=(®) 10g2+2 D (© M,— 2.3.2 2 N— 2-02: TPM 
x 3 _. 3 
fafdxcotiæ=(©) log 242.4.3.2.1 S;+ 2.4 (7 M, 
—2.4.3(7) N;— 24e M,+-2.4.3.2.1 Ni, 


etc. 


Connaissant donc ces diverses intégrales, on connaïtra par la 
première 


À 
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première équation la valeur de M2; par la seconde, on connaitra 


> 0 ° 2?— 1 
la valeur de S, et N,, puisqu'on a d’ailleurs N, — = Ss On 
connaîtra de même, par la troisième équation, la valeur de M,; par 


ee 1 
S;, et ainsi 


la quatrième celles de N;etS;, puisqu'on a N; = 


de suite. Il serait peut-être difficile de trouver 1e moyens plus 
simples pour calculer , par des suites convergentes et régulières , les 


valeurs des transcendantes S (24 1) et M (24). 
65. On pourrait rendre encore plus convergente la formule em- 
ployée pour ces calculs; car si l’on fait 


Na Apec, 


1 

m2 ° 4 bu A m4 CS 
__ S2—1 S4—1 S6—1 

Bis add Pt mp6 2 00e 


on aura 


(16) CURE (y (2— À —B). 


La suite B est fort convergente, puisque chaque terme est moindre 
que la 64"° partie du précédent : quant à la série À, elle est facile 
à calculer jusqu'a tel degré d’approximation qu’on voudra ; mais 
on pourrait aussi trouver sa valeur en logarithmes, par l'intégrale 


À Le m+1 dx 2 d . % Le: . s1 LE PI 
rss Ne , prise €epuls — 0 jusqu dti Ze 


66. Revenons maintenant à la formule (6), et supposons que 


At rdx sinx 
l'intégrale Hi Gus + co que nous désignerons par P”, soit prise 


depuis x = 0 jusqu'à x = 7. Il résulte de cette formule que si on 
fait pour abréger, 


EAN cos B + SCÈR — LE — _ + etc., 


8 
G(n) = cos 8 — on cos ue _ —- etc., 


l'intégrale P" aura pour expression 
26 
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P'= — 7" log (2— 2cos 0) + 2 COS — T(m+i)G(m+- 1) 


— m.m—i.n"2,2E, 


(17) + m.m—i1.m—2.m—5,7""4#,9F; 
— MI. M2. .m—4.m—$.7"$.2F, 
 elc. 


La formule (6) donne pour premier terme — 7" log (2 cos 8— 3); 
mais ce terme a dü être changé en — 7" log ( 2 — 2 cos 8), con- 
formément à l'observation de l’art. 55. Ce mème terme peut être 
aussi remplacé par z".2F 1 , qui conserve l’analogie avec les suivans ; 
car on a Fi=— {log (2—2 cos 0 ) et Gi —+log (2—+2 cos 6). 
G7. Si dans la formule précédente on met æ=— 8 à la place de 6, et 


r ct. x"dx sin x . 
qu'on désigne semblablement par Q" l'intégrale f 


— rise 
cos x — cos 8 ? 1% 


depuis x — 0 jusqu'a x = 7, on aura la formule 


n7T 
Q" — — "log (242 cos À ) — 2 cos—T (m+1) F (m1) 
+ mimi, 7" 2.2G; 
(18) — MeM—I,.n—2.n—5,7"T4,9G; 
+ m.m—i.m—9.m—35.m—4.m—$5, 7" TS, 2G, 
— etc., 
où le premier terme — 7"log (9 + 2 cos) peut être remplacé par 
— 7".2G1. 


68. Soit Û— 0, on aura dans ce c&, 
1 1 1 
F (2) = 1 + ntatatec=Sn, 
1 1 1 9 
G (2) — 1 — ba x per e)s 


et la formule (18) donnera successivement 
fxdx cotix—=27 L2, 
fac dx cotix = 27° La—2.1.(2F;492G:), 
(19) fx*dxcotix = 27° L9—5.2.m.2G:;, 
fxtdx cotex = 27L29—4.3.7".2G3+4.3.2.1.(2F;+9G:.), 
fxdxcotix = 27 L'a—5,4,n.2G3+5.4.3.2.7.2G; 
eLlc. 
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Réciproquement on voit qu'à l’aide de ces formules , les transcen- 
dantes S,, S:, S,, etc. peuvent être déterminées au moyen des 
intégrales fx"dx cot + x, prises depuis x = 0 jusqu'à x = 7; mais 
comme il y a plus d'équations qu'il ne faut pour déterminer ces 
transcendantes, on aura des relations entre les intégrales fx"dx cotix, 
au moyen desquelles plusieurs de ces intégrales pourront être déter- 
minées par les autres. On voit , par exemple , qu'il suflit de connaitre 
fx"dx cotix lorsque m est impair, pour déterminer cette intégrale 
lorsque m est pair , et réciproquement. 


69. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut par- 
venir aux mêmes résultats par une autre voie. Considérons l'intégrale 


n” ; sin ax à .… . à 
T—/dx cot; x. , que nous supposerons prise depuis x = 0 


: æ À ST OL à 5 
jusqu'à x —#; en substituant la valeur de donnée par les 
sin Or 


formules (a), $ II, on aura 


Il Il 


À —— — etc. r 


sin æ asin 2x 3 sin 3x Le 
1 4—@  g—a ; 


2 
T2 fdx coti æ ( 
Pour effectuer l'intégration , il faut connaître en: général l'intégrale 
fdx cot + x sin mx, prise entre les limites x=0,x= 7; 0r je dis 
que cette intégrale est égale à 7, quel que soit l’entier m». 


En effet, désignons l'intégrale dont il s’agit par A", on aura 
Ami Ar—/dx cotrx{sin(nm+1)x—sinmx|=/2dxcos:xcos(m+1\x 
jet mx sin(m+i1)x 

CNE TT m + 1 
tité est nulle dans les deux limites de l'intégrale ; ainsi on a 


AMD AE A7: mais A) = /J%)cot X sim re) f2dx cos: x 
= fdx (1 + cos x) —x+sin x, eten faisantx=7r,ona À'=7; 
AOC APE, 


— fdx {cos mx—cos(m41)x ; cette quan- 


70. Cela posé, la valeur de l'intégrale T sera 


CORRE E PRE NC ERA 


1—a? 4—@ 9—a 


Développant les différens termes suivant les puissances de & , il 
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viendra 
1 1 1 1 
Shi 2 G—5+3-7+7-e20) 
“ 24 (1 — = + _ — p: + s— ete.) 
- 2af (1 — > Tue Hanbeta s— etc.) 
+ etc., 
et par conséquent en faisant Gn= 1 —— + io ( — À) Sn, 
T= 2 log 2+ 24 G3 + 201 Gs + 245 G, + etc. 


De Ïà on voit que pour obtenir les sommes des suites désignées par 
Gs, G5, G,, etc., il suflit de développer, suivant les puissances de 4, 
sin ax 


l'intégrale T = /dx cot : Lee 


Soit = (1 + @p'—+ afp" + afp"! + etc.) la suite qui résulte du dé- 


veloppement de la quantité 


ne aix : 
sinaz x ù à,3 1:09 2440 He 
Sinar 7° rer atr{ ; ? 
2.3 2.3.4.5 Di 
on aura par la loi des suites récurrentes , 
] T° Ft 
P 2.9 220% 
7 At La x 
PRE 2 3 PAU Rats 37100 
1) LRET 7 / 7° x° 
Pis Er 27534 SAT 21024707 216,410:b:72 
etc. ; 


de là résulte cette autre expression de l'intégrale T, 
1 , a? 3 af 
T =; /xdx cotix + — fp'xdx cotix +—/fp'xdx coti x + etc. , 


et la comparaison des deux valeurs donne 
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2l082—2G, —° fxdx cotix, 
niase— = fp'xdx cot+ or cotix, 


2G; = “fr XAXCOtIXL=—Z Te. aG,— ne) (fiers) xdxcotix, 


r$—x)xdxcotix 


10 =fp" xdxcot+ LEZ 3.26 — 7e HE AA 


etc. 
Ces formules donnent directement les valeurs des transcendantes 


Gs, Gs, etc., ou celles des sommes S;, S;, S,, etc. par le 
moyen des intégrales de la forme /x**'dx cot+x, prises depuis 


AIO IUSTU ART 

Au reste si on veut se borner à des approximations, on trouvera 
comme ci-dessus, 

S2 
LE Lx 92m" tt ( —— À 

(7 )xdx cotz x —=2m7 LE — es He — etc. }; 
mais ces formules sont moins convergentes que ceiles que nous 
avons trouvées pour la limite x = : 7. 

71. Nousavons considéré jusqu’icile cas où a est << 1 dans la formule 

T'ATSOILX , ; ; 1 + cc 

a ASUIT INAINICMADL 4 1, on pourra faire &« = ——— 
‘1 Co LE a 7 Poe P seu? 
ce qui donnera c = a —= =, (a ee rt) , et par les formules connues 
on aura 


$in x 2c sin x ; ; he 
— © = — —""— " — — o0csin X + 20° sin 2% + 20° sin 3x EC, : 
a—Ccos x 1—20 COS X+-c°? Tr TE ar AE 


donc en intégrant par parties, 
PRESUL CE He 
——— —=—27% an te 3x + etc. 
Œ— COS LT 
bte 2.fs cos x 2e TZ COS 2x +Z “ cosix-Hetc.) ; 
on aura de même, 
c? c? 
FA EU (c COS X 5 COS 27 —— 7 COS 3X = etc.) 
sa : CE c'e | 
ELEC E (c sin x sin 2X 3; SIN GE + etc.) 


2 3 
(m1) fax" dx (c sin x = sin 2X - = sin 3X + etc. ). 
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Continuant d'intégrer par parties , on aura l'intégrale indéfinie 


NL sin. ec c° 
PES —C—2x" (e COS + — cos 27 + COS 5x etc.) 


Œ == COS TX 


: CU LE re 
Lama" (e sin x ja sin 2X 7: SIN 5x À etc.) 


2 c 2 
—+2m.m—1 male COS X = COS 2.X 33 COS 5X + etc.) 


(21) 


: Le cire 
— 2N.N—1.M—2 RETIRE SINX+— Sin 2X+- gSinsx + etc) 


c? 
— 210.1 m2. 24 0 COS X + 53 COS 22 etc.) 


etc. 


L'intégrale devant être prise depuis x— 0, on aura la constante 
mr e c 
C2 cos er I ) (+ — ze ete); 


elle sera donc nulle pour toutes les valeurs impaires de m1. 


72. Si dans la formule précédente on change le signe de a, et 
qu’on fasse toujours c—a— ÿ/(a°— 1), on‘aura semblablement 


L'ALSin Te mr c* ci 
EE er 200822 T (mr). (e— ax — etc.) 


a+cosx 


c? ci 
— 27" (e COSX— — COS 2X + 2° COS 3x + etc.) 


: Ci Cie 
om. x" (e SIN X — —; Sin 20 + 7; Sin 3x — etc.) 


(22) 


C° c° 
07. , ANT? (c COSX —-; COS 2X +33 COs 3.7 — etc. ) 


5 he ec . 
— 2N.1N— 1 Am 2.2" 4 csinx—" sin2x- 3: sin3æ—etc.) 
— elc. 
Ces formules ont lieu quelle que soit lalimite de l’intégrale; d’ailleurs 
il faut observer qu’on a 


CCOSX + COS 2x4 cos 3x + etc. ——+Îlog(r + c— 20 cos x), 


et par conséquent aussi 


3 3 
CCOSx—— cos 2x + 7 cos 3X — etc. => log (1H ec 26 cos LA 
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75. Supposons maintenant que les intégrales s'étendent jusqu’à 
x—;7; nous ferons pour abréger , 


3 5 
A =C— jt —etc., 


C* cf ci 
nm Tr A LE 


B, 


Î 


et nous aurons les deux formules 


dr sm x mr e c 
SES — 2 COS — T(1+ m). (e - A EUTS etc.) 
T me 
ve () 2B, 
ni 1 
(23) + m (©) 2À, 
m—2 
— IN. MI, (2) 2B,; 
1m 
— M, Ml , M—92 (© 2A, 
2 
+ eic.; 
x"dx sin x mT ce 6) 
VA nel den 00 75e (x +m).(e — ar IEU ze — etc.) 
T m 
TE (©) e 2) 


go am, 
Se 
I Il 
Ple O 
à 


ZNM—1 
(24) — m.(7) 1 2À, 
X — O 7\m—2 
. ps . = e 2B 
ein 0e + m.m 1.(2) 3 | 
FN 
— mm 3m 2. (7) . 2À, 
(9) 
— eic. 


74. Si on intègre les mêmes formules depuis x —=0 jusqu’à 
x = #, On aura les résultats suivans : 


"dx 1 3 i 
fE= 2005 Tr (14m) (c++ etc) 


&— COS x 


ar” log (1 + c) 
2 3 
(25) —2m (m— 1) 7"? (c —7 + Zn — etc.) 
Ta é c° 
Qu ï 2m (nier) (m2) (13) pic os HE LES etc.) 


—elic. ; 
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Am - a 3 

SEE 200 Er (14m). (es + note.) 

—27"log(1—c) 
C ns c? ne 
e9 ONE Le. 1 SCA 
ie. 2 3 

US om (m—1) (m—2)(m—5) m"A(c +5 + + etc.) 

—Ctc. 


Ces deux intégrales dépendent uniquement des suites 
e c° c{ 
€ mi 22k+1 + 324 +1 On Put + eic., 
c* c cf 
Cite o2k+1 ae G2k+1 4 er etc., 


dont les sommes sont supposées connues pour toutes les valeurs 
de l’exposant 24 + 1 , non plus grandes que m1 + 1. 


75. Les cas les plus simples des formules (25) et (26) sont 


Î TANT lof 1-c)—27logf 1 +a—4/(a—1)] 


a— cost 


(27) xdzx sin x 


a+ cos x 


——27log(1—c)——27logf 1 —a+4/(a—1)] 


Lorsque a est plus petit que l'unité , et qu’on peut, par conséquent , 
faire a — cos 8 , les formules (4) et (6) donnent dans les mêmes 
limites , 


xdx sin x 
(28 [ZE nuanr 7 log (2+ 24) x—=0o 
É ) xdx sin x Jah ] $ GE ets 
Er Tete fi 08 (224) 


Ces formules sont, comme on voit, très-différentes des formules (27); 
cependant si dans celles-ci on fait a — cosô, et qu'après avoir 
réduit les seconds membres à la forme A+ By/— 1, on omette en- 
tièrement les parties imaginaires, on retombera exactement sur les 
formules (28). 

Cette sorte de phénomene analytique que l’on remarque aussi dans 


d’autres formules , tient à ce que les intégrales exprimées par les 
formules 
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formules (28) ont passé par l'infini avant d’arriver à la valeur finie 
qu’elles acquièrent à la limite x = 7, tandis que les intégrales ex- 
primées par les formules (27), augmentent graduellement et en 
restant toujours finies , depuis la limite x — 0 où elles sont nulles, 
jusqu'à la limite x = 7. 


76. Il est facile, au reste , de vérifier l’exactitude des formules (28) 
par une analyse rigoureuse. 

En effet, désignons par Z (8) l'intégrale JE > prise 
depuis x — 0 jusqu'à x = 7 ; si l’on observe que ® (x) étant une 
fonction quelconque de x , l'intégrale /® (x) dx , prise depuis x—0 
jusqu’ à x a, estla mème que Or ETe (& DORA (ja+x)] dx, 


prise depuis x —0 jusqu'a X = ;4, on aura 


Z. (9) = f (ETES + Ge) ee 


cos à + sin x cos ê — sin x AL 
ï 
LC 


Z @- =T cost [Er dx cos 2jhé +f 2xdx sin x cos æ 


05° 8 —sin x cos? 4 — sin? x 


[2 D de, e e d D LA 
Soit sin x=—y cos, la première partie deviendra 7 ff : , inté- 
Mr D 
. A 0 . . « ]l . 
rale qui devra être prise depuis 7 — o jusqu'a 7 — + Mais O1 


sait par les formules de l’art. 13 que la même intégrale , prise depuis 
y =0 jusqu'a y —, est nulle, donc l'intégrale dont il s’agit 


est la mème que F7 


. . 1 . 21 
r, prise depuis y = —— jusqu'à ÿ = © ; 


, Q , x 1 cos À 
elle se réduit par conséquent à 57 log (=). 
= 5 


2xdx sin x cos x 


Il reste à trouver la seconde partie " ; or en faisant 


COs?8 — sin°x 


var: L zdz sin z 
2% —2, cette intégrale devient ? /—————; et comme elle 
cos Z + cos 284 


doit être prise depuis 3 — 0 jusqu'à 3 — + , sa valeur sera repré- 
sentée par + Z (20). On aura donc l'équation 


(29) LB) = 27 log (EST +1 2 (28); 


cos à 


ns 
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d'où l'on déduit 
Z(8)+ 7 log (2 —2 cos 8) —1[Z (20) + 7 log (2 — 9 cos 28 |; 
mais si (x) est une telle fonction de x, qu'on ait 4 (x) = + d(2x), 
on aura d'(x) = 4/ (2x), d’ (x) désignant SE De là on voit 
que ”(x) doit être une constante, et qu’ainsi en faisant L'(x)=c, 
on aura À (x) —cx + b, ou seulement 4 (x) = cx; car l'équation 
À (x) = +4 (2x) exige qu'on ait = 0. Cela posé, la fonction Z (6) 
devra satisfaire à l'équation 
Z(8) + 7 log (2 — 20050) = ch, 

et il ne reste plus qu’à déterminer la constante c. 

Pour cela j'observe qu’en faisant 0— x, on aura cos 8 —— } 
et cos 20 ——"1; de sorte que dans ce cas les deux fonctions Z (8), 


2 


Z (28) devant être égales , on aura par l’équation (29), 
Z(8)=— 17 L35 +2i2(8); 
donc Z(57 )——7 £[5; substituant cette valeur et celle de 
cos Ô dans l'équation précédente, on aura c— 0; donc en général 
Z (8) ou l'intégrale cherchée 
xdx sin x 
EE — 7 log (2—2cos8 ). 


05 x + cos 8 


On peut dans cette formule changer le signe de cos 0, ce qui 
revient à mettre 7 — Ü au lieu de 8, et on aura ainsi les formules 
(28) qu'il s'agissait de démontrer. 


77. Au moyen des formules ( 27) on peut parvenir à d’autres 
résultats non moins remarquables. Soit a— m (cos & 4-4/—1 sinæ); 
si on fait y(a—1)=n(cos6+y—1sin6), on aura pour 
déterminer » et 6 , les équations 


ni —= 1 — 9m cos 24 — m1 
m? sin 24 
tang 26 = — ; 
M COS 22 — 


ces valeurs donnent 


1—a V/(a—1) 1 —mcos a+ ncosÉ + (nsiné — msin a)y/—1. 
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Soit cette quantité — p (cos ® + y/—1 sin ?), on aura de nou- 
veau , pour déterminer p et ®, les équations 


p=1—2mcosx —- 2n cos Cm n°— 2mn cos (a— 6), 
t ___  nsin6—msin « 
208 PEN m cos & + n cos GC” 


Cela posé , si on subsutue ces valeurs dans la seconde des équa- 
tions (27), on aura | 


f xdx sin x de PAS Va 
COS X + M COS & + Min æ W—1 bre eW—* 
d'où l’on déduit les deux équations 


xdzx sin æ (cos x + m cos) 
————_—© ©" — © = — 27 log p, 
IN =} 21 COS & COS X + COS x 

xdx sin x Or 0 


mMm° + 2m COS & COS X À- COS? x m sin & 


Ces deux formules sont comprises dans la suivante , où À et B sont 
deux coefliciens arbitraires : L 


xdxsin x (Acosx+B) B— Am cos « 


ET RO INSEE - SI = — 2 ] ST: NET M 1] 2 r e 
(So) m°+4-2m COS & COS XH-CO8°X AA SEP ML Sin æ ? 
Si dans cette formule on fait a— 7 et m—coty, on trouvera le 
résultat suivant remarquable par sa simplicité : 
æxdx sin x (A cosx + B) À 
(31) if ne. Ta 27 À log cos + u+ 7Bu tang nu. 
78. Si on différentie l'équation (30) par rapport à m» et «, 
en faisant #7 cos & constant, et qu'on répèle ces différentiations 
autant de fois qu'il sera nécessaire , on aura en général la valeur 
de l'intégrale | 
xdx sin x (Acosx + B) fi O 
(m°+om cos « cos x—Hcos°x)" ? 


Il II 


T L2 


2 E 
k étant un entfer quelconque. 

De même les différentielles successives de l’équation (31), prises 
par rapport à w, feront connaitre la valeur de l'intégrale 


[= sin x (A cosx +B) 1 


(cor eE,cotu) 4 SEE à 


212 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRALI. 


Donc en général étant proposé l'intégrale fPxdx sin x, dans laquelle 
P est une fonction rationnelle de cos x , la valeur de cette intégrale, 
prise depuis x = 0 jusqu’à x —7, pourra toujours s'exprimer exac- 
tement par les arcs de cercle et les logarithmes, pourvu toutefois 
que la fonction P n’ait dans son dénominateur aucun facteur mul- 
tiple de la forme (cos x Æ cos 8)". L'opération à faire pour cet 
objet , sera la même que celle dont on fait usage pour l'intégration 
des fractions rationnelles, en regardant cos x comme la variable. 


vrsin r 
(cos x cos 4)" ? 
prise entre leslimites x = 0, x = 7, est infinie lorsque » est égal 
a 2 ou plus grand que 2. 


79. La raison de l'exception est que l'intégrale 


xdx sin x ; 
= ; si elle 
(cos x — cos 8) 
devient infinie, ce ne peut être que dans la partie qui est due aux 
valeurs de x très-voisines de 8. Pour juger de la grandeur de cette 
partie , faisons cos x — cosÜ— z, et supposons que z varie depuis 

—0 jusqu'a Z—%w, &® étant une quantité très-petite , on aura 


: 2 Leu 


sg + etc. , et la partie de l'intégrale Z,,, 


En effet soit l’intégrale proposée Z, — 


x —=80— 


sind 28sin 
prise depuis la valeur de x qui satisfait à l'équation cosx — cos 0 —w, 
jusqu'à x — 0, sera donnée par l'intégrale 


fFG—-É- ete.) 
2% sin 4 2 sin 4 ‘ 
prise depuis 3 — 0 jusqu'à 2 — 

De même la partie de l'intégrale Z,, comprise depuis x —6 
jusqu’à la valeur de x qui satisfait à l'équation cos x — cos —— ® , 
sera donnée par l'intégrale 


[E 3 z? a ) 
z" sin 4 2 sin° 4 A2 


prise depuis 3— 0 jusqu'à Z = b. , 
DOnCENr SI Z est} pair, la partie de l'intégrale Z, comprise 
entre les PA valeurs de x qui donnent cos x — cos  — « et 


cos x — cos Ü— — w , sera égale à l'intégrale TE , prise depuis 
3 — 0 jusquà z2= 0. 
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». Si nr est impair, la partie de l'intégrale Z, comprise entre 


les mêmes limites, sera égale à l'intégrale — — (=, prise 
depuis 2— 0 jusqu'à z = ©. 

Les intégrales en z sont infinies dans les deux cas, puisque, dans le 
xdx sin x 
(cos &—cos6)"? 
prise depuis x = 0 jusqu'a x=#7, est infinie, quel que soit l’entier 
n > 1.Il en est de même de l'intégrale [RE 

à la précédente, en mettant 7 — 8 au lieu de 4. 


second cas, on suppose 2—5 ou > 3; donc l’intégrale 


qu’on ramène 


80. Il ne sera pas inuüle de joindre ici la solution d’une difficulté 
que présentent les équations (28). 
xdx sin x 


Puisqu'on a l'équation JE — ——710g(2+-24), dans laquelle 


COS T =—« 


a = cos À, il semble qu’on en peut déduire , par des différentiations 
successives prises par rapport à a, les formules 
RAR SN TX MP A mo ROMEO PE ER Er 

(cos x — a} 1 + a? (cos x — a) — (1 Ha) ? 
Cependant ces équations sont toutes fautives , puisque nous avons 
démontré que les premiers membres sont des quantités infinies ; 
d’ailleurs l’absurdité est palpable pour la première équation qui 
xdx sin x 


CC: 


donnerait une valeur négative de l'intégrale : , tandis 


(cos x —cos 6) 
que tous ses élémens, depuis x = o jusqu’à x — 7, sont positifs. 

11 s’agit donc d'expliquer comment les conclusions tirées d’une 
xdx sin x 


— — mlog (24 2cos6), 


équation exacte telle que f: me PET 
en lui appliquant les règles les plus simples de la différentiation, 
peuvent être erronées. | 

Examinons pour cet effet ce qui se passe dans le procédé ordi- 
naire de la différentiation. Soient a — æ© , a w les cosinus de 
deux arcs peu différens de l'arc 0 , on aura les deux équations 


rigoureuses 


xdx sin x É 
E— = — 7 log (2+2a— 2®), 
xdx sin x 
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et par leur différence on aura encore exactement 


LE xdx sin æ MONO) 1Ha+o. 
Ce 


05 Z— a} — wi — 20 1+a—0? 
si on suppose ensuite © infiniment petit, le second membre se 


, FT 
ré a — d u’on aura 
réduit à LES aie sorte qu'on aur 


(32) xdzx sin x 118 T 
È (cos za} — ae 1+a? 
valeur qui est exacte aux quantités près de l’ordre «°. à 


Maintenant si on fait © — o dans le premier membre , comme 
l'exige le procédé ordinaire de la différentiation , on trouve 


LAC NON æ 

COST —a} 1+a? 
équation entièrement défectueuse. Ainsi on voit que la conserva- 
tion du terme &°, quelque petit qu'il puisse être , est nécessaire pour 


Set 7 TAASinE T ; 
que l'intégrale — - Soit égale à — , ctil est re- 
(cos x — a) 1 —- le 


marquable qu’alors l'intégrale ne dépend pas de cette quantité: w 
qu’on doit supposer infiniment petite, mais non pas nulle. 


81. Pour achever d’éclaircir ce point d'analyse , j'observerai que 
tant que « est infiniment petit, mais non pas nul, l'intégrale 
xdx sin x ? FT ' 

dt re ua a une partie négative comprise entre les deux 
valeurs prochaines de x qui satisfont aux équations cos x=—cos +», 
cos x — cos Ü— «. Les calculs précédens prouvent que cette partie 
négative , dont la valeur est infinie , suflit non-seulement pour dé- 
truire l'infini positif qui résulte des deux autres parties de l’inté- 


tégrale , mais encore pour donner au résultat total une valeur 
négative — —©—. Cela a lieu tant que « est quelque chose; mais 
$ Là q quENT ; Ma 


lorsque w devient nul , la partie négative n'existe plus , et la valeur 
de l'intégrale, composée toute entière de parties positives, devient 
tout à coup infinie. 


Nous devons conclure de là que toutes les fois qu’une intégrale 
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passe par l'infini avant d'arriver à la valeur finie qu’elle obtient pour 
une limite déterminée , on ne peut exécuter sur cette intégrale 
définie, les différentiationsrelatives aux constantes arbitraires, qu après 
s'être assuré que les infinis qui composent les deux parties de l’inté- 
tégrale définie, ne rendront pas défectueux les résultats de la diffé- 
rentiation de cette intégrale. 


82. Les difficultés dont nous venons de nous occuper cessent 


d’avoir lieu, lorsque cos x — cos à conserve le même signe dans 
ædx sin x 


ELA TRES alors la valeur 


toute l'étendue de l'intégrale Z, = FE 


de cette intégrale , entre des limites données , peut être déterminée 
exactement, quel que soit l’entier 7. En effet l'intégration par parties 
donne 


% dx 
(33) (n—1) LE rt 00 (cos x—cos 6)"—1 + = Gos Jr : 
d'un autre côté, en différentiant la quantité ——"""", on 
(cos x — cos 4)" ? 


trouve la formule 
(34)  Asin8. To, Et a HCh-1)cos8. To (—1)T a); 


dx 
3 — cos 4)" 


dans laquelle T;, représente en général l'intégrale fe ‘4 


11 suit de là que l'intégrale Z, peut toujours se ramener à l’in- 
, dx 
tégrale RS EE: or on a 


Tiiies log pue or si x est < 0, 


sin 6 sinz (ê—x) 
(55) 
1 sihi(x+e) . 
t TT, —— Jos —— 7" *{, s1 x est 6. 
< : sné 8 sint(æ—4)? 7 
Ainsi, dans tous les cas, on aura la valeur de l'intégrale indefinie Z,, 

2 ) (n)3 
prise entre des limites données, pourvu que cos x —cos 4 conserve 
le même signe dans toute l’étendue de l'intégrale. 

5 


adx sin x 


83. Par exemple, si l’on veut avoir l'intégrale Z = DYE 


prise depuis x = 0 jusqu’à x — b', L' étant < Ë , on trouvera par 
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les formules précédentes , 


b' sin D cos8 ,sinz;(8+b') 
La 52 + © EL 
o(cosb'—cosé) ‘ 2sin’#(cosb'—cosé) ‘ 9sin* 7 sinz; (86—b") 


À Be: xdx sin x 
De même l'intégrale Z’; — fe 


ER 10 prise depuis x = b" jus- 


qu'a x—7, b" étant © 0, sera 
7 NES F Here b" sin b" 
3 a(1—<+cosé} 2 (cosé — cos b"}? 2 sin” 8 (cos Ê— cos b") 
cos4 sinz(b"+0) 
2 sin4 ”” sin! (b"— 4) 


Supposons que les limites L’, D" soient telles qu’on ait cosb'—cos6 + . 
et cos L'=— cos Ü—  , w étant une quantité infiniment petite; alors 
en développant les valeurs de b’ et 2" suivant les puissances de w, 
on aura 


ART PR EUR NE 


sin 4 2 sin° 4 

©? cos À 
l— ee . 
6 TRE siné  osinÿ etc 


Substituant ces valeurs dans les formules précédentes, et négligeant 
les termes qui demeurent infiniment petits après les réductions, 
il viendra 


RL ZL', = 7 


er MUST + cos 4 )° 


Si on fait w—0o, la quantité Z/;+ Z',; ne sera autre chose que 
l'intégrale Z, , prise sans interruption depuis x = o jusqu'a x = 7; 
donc la valeur de cette intégrale est infinie, comme on l’a déjà 
trouvé. 


84. Nous terminerons ces recherches par la détermination de 
xdx 


a a + cos x co 
, 1 
d’abord a > 1, on pourra supposer a — 


l'intégrale Z — = » prise depuis x = 0 jusqu'à x =. Soit 


# c° 


ou c—œa—ÿy/(a—1), 
et on aura 


1 


2 COS X = 20° COS 3X + etc.) ; 
Card SN «(1 — 2 cos x + 26° cosx — 20° cos 3x +-etc.); 


multipliant 
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multipliant ‘de part et d’autre ji xdx , et observant qu'entre les 


limites données fxdx cos mx = = (cos mx — 1), on aura Z ou 


T—O 


(56) EE tre (c e-Hg-+E ete); ts 


on trouvera de même 


(57) = LES ONCE (CC c+S+e ete.) (on 


On connaît quelques cas où la série comprise dans, ces formules est 
sommable, Voyez II° Part., pag. 246. 


85. Si dans ces formules on fait & — cos Û, ce qui donnera 
c— cos {—y— 1s5in0, on aura, en négligeant les parties ima- 
ginaires , 


xdx sin38 , sin A 
= — sin 0 + En TR TE ALT etc.) 


xdx pe (si sin _ sin : à 
LE x—cosê —  sinÿ 


Pour s'assurer de l'exactitude de ces formules, on observera d’abord 
que, suivant la transformation indiquée art. 76, l'intégrale. . 


LE 
2Z= | —;;, 
. COs x + cos 


ger en une autre, prise depuis x — o jusqu'a x — }7,savoir, 


Be} (G7r— x) dx nm) 


cos8+sinx TV cosÿ— sin æ 


X—G 


(58) 


etc.) LEZ 


prise depuis x —0 jusqu'à x = 7, peut se chan- 


ou 


dx 2xdx sin x 
PR Los 0 (dE de | 
‘a cos? Ü — sin? x Lee i 


cos? Ô — sin? x 


Soit tang x — y cotô, on aura  — 2 CU (RDS 
COS” 0 — sin° x sin Ü cos ê 1 —ya0 

cette intégrale devant être prise depuis 7 — 0 jusqu'à 7 = « 

se trouvera nulle d’après les formules (16), pag. 162 ; donc on a 


simplement 


7, axdx sin x 
rm a 
cos? 0 — sin? x ? 


28 
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celle-ci peut se mettre sous la forme 
pes xdx sin x 1 xdx sin x pro 
sin Res cosæ— sind + sin 6 J cosx+sinx T1 


Or par les formules (5) et (7) relatives aux limites x —0, 


se 
X=i x, On a 


LEE £ — = log (2sin8) + 2 sinÿ + = — 


cos x} sin “Hein 


2 sin Hu 25 sin fa ROire tc., 


xdx sin x 7 : : 2 sin 38 2 sin 
{2 : = — ; log A ne à be pa —— lc; 


os X—sinb 


donc enfin l’intégrale cherchée 
Z = — si (sin —- 


et la même valeur a lieu en Ne: z—0ala place de ÿ; ce qui 
s'accorde avec les formules (38). 


39 ÿ 
ae + _. etc. ME: 


$ VE De quelques Transcendantes exprimées en fractions 
continues. 


86. J’ai fait voir dans la note IV de mes Ælémens de Géométrie , 
que la fraction continue 


vA 


de, raies T 
RÉ en lolo 


dont les dénominaleurs croissent en progression arithmétique , peut 
être sommée au on de la fonction 


+2 1 xŸ 
P(m)—= 1 + +. ee ner PU ET PU UE 


et qu’en appelant y la valeur de la fraction continue , prolongée 


à l'infini, on a 
x .p(m+i1) 


TARA" 


Si on prend les différentielles successives de la fonction 9 (m) 
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ou @ par rapport à x, on aura 
do 1 x "3 Dr 1 D 
dc nm ME Hé monte 35 mme HARAS IN 


Ldde - 0e ds 1 TE 


L : a NN etc. 
dr M A A ire Lol en RATE 5m. + 


De là on voit que la fonction @ satisfait à l'équation différentielle 


Fou aber 


= ® ; 


e LT 


® d e e » 
d’ailleurs on a @(m+1r)— _. ; ainsi la somme cherchée y se 


déduira de @ au moyen de l'équation 
NT TE 
Less çdx" 


» . dois do VD y ñ fat 
Cette équation donne réciproquement + ——, de sorte qu'en éli- 


minant ® on pourra déterminer directement y par l'équation diffe- 
rentielle du premier ordre 


(a) EN Lys +(m—1)7y—x=o, 


équation qu'il serait facile de ramener à la même forme que l’équa- 
tion de Riccati. 


87. Si l’on propose donc de trouver la somme de la fraction 


continue 
TZ 


D) 


cette somme étant représentée par y, il faudra intégrer l’équa- 
tion (a), de manière qu’on ait à la fois x —0 ety — 0. 
Ce résultat peut se PTE immédiatement ; car si dans l’équa- 


tion (a) on faty=— , la transformée sera 


ne 
x Y + 7° + my! — x =0 
da J ; 


équation qui ne diffère de l'équation (a) qu’en ce que 72 est mise au 
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lieu de m—1; ainsi y' est la même fonction de m+ 1, quey 


de rs d = È — _ te 
est de m; on aura CPE EE ma ELC.s 


ce qui reproduit la fraction continue proposée. 
88. Si on muluüplie cette même fraction par c, on aura 
=" CT 
DT RL MO ESS ce 


die Qt Inc —- 2c + etc. 


Si ensuite on fait x —=x,cy=7y" et ma, On aura une nou- 
velle fraction continue 
pos LA 
a x’ 
a+ c + — 
& + 2cC Eu etc. , 


et la somme y’ dépendra de l’équation différentielle 


(8) 


résultat plus général que le précédent, puisque les dénominateurs 
de la fraction continue représentent une progression arithmétique 
quelconque. 


/a 


89. Nous placerons ici l’explicationsde l'erreur qui a été remar- 
quée dans un résultat d'Euler , cité IIL° Partie, page 367. 
_(t+ xx 
Ayant désigné FA Z(k) l'intégrale fx*—3 dx e er rte mn) » prise 
depuis x— 0 jusqu'à x — © , nous avons trouvé, page 566 , qu’on 
a généralement 


Z (as = (2k+i)nZ(k) + Z(k—i). 


Soit re )_p (4), on tirera de cette équation 


1 


La) — (2k+Hi)n + P(k); 
on aura semblablement 


1 
P(#) — —(2k+5)n + P(kR+H 1). 
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De là il ne faut pas conclure qu’on ait indéfiniment : 


Z (R}#Aene 1 
P(A—1) ou Z (R— 1 1) HR eee Te LR 1 
RL — (2h45) n +etc. ; 
car 1l s’ensuivrait que la quantité négative — Z TA 1) est égale a 


la somme de la fraction continue 


1 


ÇoR+i)n + ——— 1 
CEE RDC Pet Lien 
dont tous les termes sont positifs. 


Pour que l'égalité en question eùt lieu, il faudrait que dans 
l'équation 
1 


PRIE GET DR + PU HE), 


on püt, lorsque à est très - grand , négliger le terme P (k+:)}, 
vis à vis de — (24 + 21 + 1)»; or bien loin que ce terme puisse 
être négligé, sa différence avec (2k+ 2i+1)7 diminue conti- 
nuellement à mesure que : augmente, et cette différence suffit pour 
altérer totalement la valeur de la fraction continue , prolongée jus- 
qu’au terme — (2# + 21+ 1). 

On concoit en effet qu’une quantité donnée quelconque peut être 
supposée égale à une fraction continue dont les termes seraient 
pris à volonté, tels que (2k + r1)n, (2k+45)n,eic., pourvu 
qu'au dernier de ces termes ( 24 + 214 1)7, on ajoute une cer- 
taine quantité & qui rélablisse l'égalité. L’omission de la quantité x 
peut changer le résultat du tout au tout, du positif au négatif; et 
c’est ce qui arriverait si, à l'exemple d’Euler, on établissait l'égalité 
dont nous venons de parler. 


90. Pour donner un autre exemple de l'erreur qu’on peut com- 
mettre dans l'emploi des fractions continues , reprenons l'équation 


o—(1+c)E' (c)—(2+b)E(ce)Hb(iHb)E(c), 


que nous avons trouvée (page 88, III‘ Partie ), entre les trois fonc- 
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ions complètes E: (c), E* (e*), E'(c*). Si on Ait PC) 1H? pe, 


E' CESR 
et par analogie Etes) — —— .P°®, l'équation précédente LT 


1 
CE 
en observant que = — Tan 
2b° 


Pts ss; 


on aurait donc semblablement 
2b°° 


IA EE en b° rs pPooco ? 
2 b000 
P°°° — 2 —- booe — posss? 
et ainsi de suite. Il s'agit maintenant de savoir si on peut, de ces 
équations , conclure que la somme de la fraction continue pro- 
longée à l’infini 
ob° 


2 + b — — 2b°° 
a+ be TPIta. 2 B900 Lin etc, à 


est'égale à P°. 

Observons d’abord que lorsque dans la suite des modules décrois- 
sans ©, c°, c®, c°®, elc., On est parvenu à un terme très-petit c“, 
la valeur correspondante de son complément D“ est sensiblement 
égale à 1, et on a en même temps E/ (c“) — + donc en prolon- 


geant suflisamment la suite P°, P°°, P°%, etc., on parviendra 


bientôt à un terme P # qui ne diffèrera de l’unité que d’une quantité 


absolument négligeable. 
Supposons donc P“=— 1, on aura 


2b( #1) 


(u—1) (u—1) (ur) 
P m— 2 re b —— LE 2 — b 
\ pl“ 2 


— 


LMP 


(u==2)08 
P‘ 2) = 2 + D 
et ainsi en remontant jusqu'a P°; de sorte que la valeur de la 
fraction continue 
ob° 


2 + b — - ob°° 
24 b® 2 + b999 = etc., 
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calculée ainsi qu'on vient de l'indiquer , sera, sinon la valeur exacte 
de P°, au moins une valeur tellement approchée que l'erreur ne 
sera que de l’ordre 1 — à“ ou +(c }*. 

91. Mais il faut remarquer que suivant la manière ordinaire de 
calculer les fractions continues, on trouverait un résultat différent 
et tout à fait erroné. En eflet, s’il s’agit de calculer la valeur de 


la fraction continue 


2 
mx d + etc., 
on imagine que la fraction continue s’arrète successivement aux 


(a À AE ARE | : 
termes a + ds =, etc., et la limite vers laquelle tendent les re- 


sultats successifs calculés dans cette hypothèse, est ce qu’on appelle 


la somme ou la valeur de la fraction continue. 
En procédant de la même manière pour le calcul de la fraction 
continue qui doit déterminer P°, il faudra supposer que la fraction 


ne. - 2b° ob°° 
continue s'arrête successivement aux termes TES LT ER) eric. 
put) 


L Q 3 . L 
Le dernier de ces termes serait — de Ge qui, en supposant toujours 
2 


, » ° » e ob(#—1) L. » » » 
1 — L" négligeable , se réduit à — g-— > mais C'est précisément 


sur Ce terme que l’on commettrait une erreur notable , puisque nous 


Dim1) o Œ 
x ou — 20471), et cette 


avons vu qu'il doit être supposé — 


erreur ne manquerait pas d'influer sur la valeur totale de la frac- 
üon continue, qui deviendrait ainsi entièrement défectueuse. 

On voit par là que les fractions continues ne doivent être employées 
qu'avec de grandes précautions, pour représenter les valéurs des 
quantités qui sont susceptibles d'être exprimées par leur moyen, et 
qu'il faut s'assurer , dans chaque cas, que la quantité nécessairement 
omise dans le terme auquel on s'arrête, n’influera pas sensiblement 
sur la valeur totale de la fraction. Au reste il serait dificile de citer 
un exemple où l'usage des fractions continues dans le calcul in- 
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tégral , offrirait quelqu’avantage sur celui des suites qui en repré- 
sentent la valeur terme à terme. 


6 VII. De quelques formules relatives au développement 
des fonclions et au retour des suites. 


92. Soit proposée l’équation F(x)+y@ (x) =F (a), dans laquelle 
F(x)et® (x) sont des fonctions données de x ; on pourra, d’après 
cette équalion , régarder x comme une fonction de y et de a, et 
l'expression de x, ordonnée suivant les puissances de y , sera de 
la forme 


x = a + Pr + Qy° + Ry° + etc., 
P,Q,R, etc. étant des fonctions de a seule. 
Substituant cette valeur dans DE proposée , et désignant 


pour abréger, par F'et 9 les quantités =. ) et (a), on trouvera 


1 @° 1 1779 
— À (= — d=d 
® 124 F’ &) F’ F’ F’ 
P= F'? Q= 1.2da ? R— 1.2.3da ? ie 


Il s'ensuit ultérieurement que si 4 (x) est une fonction quelconque 


, FAT 4 ë dY(a) 
de x , et qu'on désigne par 4 et 4’ les fonctions N (a) et = ;.on 
aura SATA | 


Spies pue 
/ T/ 3 / / 
(DAEL(R)== Jr EE RE ER ete. 


1516 2 


La loi de cette formule est facile à saisir; mais il est nécessaire 


de la démontrer rigoureusement et indépendamment de toute in- 
duction. 


03. Pour cela > Supposons en général , 
2 3 
(2) À (x) = — PT +2 T" — 2 TV + etc. 


Soit de plus (x) une autre fonction de x telle qu'on ait 
dri (x) 
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Qe (x). un ou, pour abréger, Il’ (x) = PCI (x); et 


supposons qu'on ait semblablement 
Le ° y 
Il (x) = [—) + l'— gt" + etc. 


Je différentie 4 (x) par rapport à >, et II (x) par rapport à 4, j'ai 


d: v 1 Tr 
Te = Ai A) NUAEs 2 T'+ AT — etc., 
fes EN dé nest dite en dé 
De CE LEP mer DE CAE AA HU 
de là résulte 
 dY (x) dn (x) rl’ Ua al d M 
(3) ii dy FF HAT er Liber da FT ) 
FA UE nil QUZ 
en 2 \da PT ) 
eRRS AN SANT [TPiv 
(SE FT ) 
+ etc. 


Or je dis que le premier membre de cette équation se er ; 


zéro ; en effet on a = NAN D ge Asa (x). ee 


KES EAU (x). >; er 


e) d æT / 
Rae HONTE) [Fr or] 


Mais de l'équation proposée F (x) +79 (x) = F (a), on tire: 


GE SE u F” (a) < 
da Ex) + y? (x)? 
'ÉPT Eos e (x) 


dy TS 37 (@)? 


d ! : 
donc on a F ms + p(x) ee — O0; et par conséquent aussi, 
pu (x) du dIt( 2) 


J1 suit de là que dans le second membre de l'équation (3), on 
29 


da 
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doit égaler à zéro les coefficiens d’une même puissance de y, ce 
qui donnera d’abord [Il — F'T" — 0; donc 


I __@Ÿ 
=; — F” n 


on 
n7 4 — 


ñ y : RAR RAS ; LE PV" 
la même équation appliquée à la fonction I donne = 5 


. dt’ A 
On aura ensuite see ET'—=0;douù 
da 
On aura donc aussi, relativement à la fonction I, 
1 , gr 1 y PY 
sai 


al FONTAINE 
y da cr da 


. ? nant 
Connaissant {", on trouvera T°” par l'équation + — FT — 0; 


d’où résulte 


CAMES 
TE — F F F 
—— da? e 


11 n / F'’ 2 Hé F’ ind . 
l = se 
da? da’ ? 
et de là 
" 1 1 CANA 
Tv Lie 1 dt" F’ F’ d F/ d for 


et ainsi de suite; ce qui démontre d’une manière générale la loi 
de la formule (1). Voici maintenant les différens.corollaires qu’on 


peut en tirer. 
CoOoROLLAIRE I. 


94. Si l'on fait F(x)=x, c'est-à-dire si l'équation proposée 
est x = a—7yp(x), alors on a F'= 1, et la formule donne, en 
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mettant, pour abréger, A, 4”, au lieu de 4 (a), /(a), ® (a), 
d neo 
GG  N@=d-rep+r DT ED ete: 
c’est la formule connue de Lagrange qui donne lieu à un grand 
nombre d'applications pour le développement des fonctions et le 
retour des suites. 


CororrArre II. 


95. Si l'on a @ (x) — 1 , ensorte que l'équation proposée soit 
Et) + F = LR IR 


da à 
et qu'on fasse , pour abréger, Lo UF — À, on aura 


y? Ad(Ad(AŸ 
CN) TAN EI SCRE RES Ace ee. 


Cette formule est déja connue des analystes; elle peut servir à 
résoudre , par approximation , une équation quelconque F (x) = 0 ; 
car si a est une valeur approchée de x, etqu’on ait F(a)=#yr, 
y étant une quantité assez petite, la formule précédente donnera 
la valeur de 4 (x) exprimée par une suite convergente. 


CorozzLAIrRE III. 


96. Soit proposé l’'équationa— x +79 (x) + J'A (x), dans laquelle 
p(x) et A(æx) sont deux fonctions données de x. Pour avoir la 
valeur d’une autre fonction 4 (x), développée suivant les puissances 
de y, il faut , dans la formule (1), substituer ® (a) + yA (a) ou sim- 
plement ® + yA à la place de ® ; on aura d’abord 

2 d 2,17 3 dd 5) 
La) = =r(p + + SGEN TE GHIDE LE etc: 
Développant les différens termes et ordonnant toute la suite par 
rapport à y , On aura 
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d(x)= À — 39} 
| d(g°Ÿ ; 


1.2 da 
sdd(eÿ)  d(exŸ) 
SALE 2.3d da 
PEY) ddenÿ), d(vY) 
(6) ile 2.5.4 du 1.2 da? Ar 1.2 da 


nat iE d'(@°Ÿ) d(g°xŸ) , d(ex4) 
1.2.3.4.5 dat 1.2.3 da’ 1.2 da? 

pr NON SEEN XV) dE) 
1.2.8.4.5.6d@&  1.2.8.4 dat Ÿ 1.2.1.2 da  1.2.3du° 


— elc. 


La loi de cette suite est facile à apercevoir, et on aura en général 
pour coeflicient de y” la somme des termes représentés par 


(— 1995 dirit di hir (fx /) 


(12915..:D (lee:9440 dat? 


en donnant à À et cz toutes les valeurs en nombres entiers qui satis- 
font à l'équation À + 21 = ». 


COROLLAIRE IV. 


97. Soit proposé l'équation a = x + y® (x) + y°à (x) Hyiu(x), 
(x), A(x), p(x) étant des fonctions données de x, on trouvera 
par des calculs semblables, 


LAS PMR 
ne d 
—r DER pd] 


B(giY)  d(e°x}) ee d(#Y) 
(7) RU or Da 0e He 2 da 


“ie [CD GA)» d'pxy) De, 26 “#ÿ) due”) 
112.040 db ae. 5da ee." do? 1 Ad MER Ja 


— etc. 


La loi générale de cette suite est telle que le coeflicient de y" est 
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cpal à la somme des termes es 
(— 1 pre dx+iti-1 (phaike NS) 
(2 30)" 215..11) (119.9...) dartitini? 


formés en donnant successivement aux exposans k, 1, { toutes les 
valeurs en nombres entiers qui satisfont à l'équation 


= À + où + 31. 
On voit qu'il est facile de généraliser encore davantage ces for- 


mules , en admettant un plus grand nombre de termes dans l’équa- 
tion donnée entre x, y et 4. 


CHORIOTTATRE LV: 


98. Soit l'équation donnée‘F (a) ==F (x) +® (x)+za(x), 
F(x), p(x}), A(x) étant des fonctions données de x, et soit 
proposé de trouver la valeur développée suivant les puissances de 
y et dez, d’une autre fonction de x désignée par 4 (x). 

Il suffit, pour cela, de substituer dans la formule générale (1), 


(a) A A(a),ou9 He À au lieu de® , ce qui donnera d’abord, 
en faisant F ion vi 


NE PS D RARE a nb 


1.2 da 
Ad(Ad ( yp+ za) Ad” 
T4 1.2.9 da® + etc. 


Si on fait ensuite sortir des signes différentiels les puissances de 
y et de z, on pourra ordonner ainsi la valeur cherchée de 4 (x), 


d(@° d (Ad(@sAY 
N(x)= d—yAPl + 7. À (g"AŸ) D RACE GR etc. 


Lana PE re 
— ZA + 73. st — ÿ°2. 22  — £ is + etc. 
(8) sa A FRS Lt — 2°. tr is + etc. 
— Se es —- etc. 


+ etc, 
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La loi de cette suite est manifeste , et on voit qu'un terme quel- 
conque sera représenté par 
(— 1)+ Ad (Ad(A....d.(giAY) ,, 
(G.2.3...Dü.2,3.. dar: V7: 


Si on avait F(x)=x, ou si l'équation proposée était a = x 
+ 9 (x) + 2 (x), le terme général deviendrait 
CCE x) Er dkti-1 (gtx) 
(1.2.3...h) (1.2.3...5) dati Je 
09. Etant donné la fonction 4 (x), si on propose de la dévelop- 


per suivant les puissances d'une autre fonction de x désignée par 
u , il faudra faire 


(a) = T° 2 Dia + DÉC RITI etc, 


Ld 2 d' TC LA 
et on aura en général T® — AE ) Ja différence n°"° étant prise 


en supposant du constant, et faisant ensuite dans le résultat 4—o. 
À l’écard du premier coeflicient T°, si on suppose que l'équation 
u—0o donne x—a, on aura T°—\ (a). 

En supposant le problème possible , toute la difhiculte se réduit à 


dd 
» du La 9 


venir prolixe dans beaucoup de cas, c’est pourquoi il importe de 


calculer les coefliciens successifs 1 etc. Ce calcul peut de- 


rx 

dut? 
en un aulre qui suppose constante une autre différentielle: dz. Mais 
pour cela il faut supposer que z et w s'évanouissent à la fois lors- 


À 5 ; L. d 
faire voir comment'on peut changer en général le coefficient 


A Z . e. e 
que x —4, et qu'en mème temps le rapport - n’est ni nul ni infini. 
LU 


Dans cette hypothèse , voici deux lemmes qui conduiront au résul- 
tat que nous cherchons. 


100. LEmme I. Les quantités z et u étant des fonctions de x 
qui s’évanouissent toutes deux lorsque x= a , et qui sont telles que 
dans le méme cas leur rapport est égal à une quantité finie , je dis 
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qu'on a en général, | 
ro 1 


drur(£). 
U 


(9) Nina... (n — 141). enr 
pourvu qu'après les diffcrentiations on fasse 2 = 0. 


PE —1 o 2 
En effet, soit ==—p et p""— A° + Az + A"... Alt petc., 
on aura 


w GY = 3" (A°+ A'z+ A"z°....+ AlzkL etc.); 


un terme quelconque de cette suite Az" aura pour différence 

nie divisée par dz”, le produit (k+r)(k+r—1).. (Arnt1)A's DOUTE 
Cette quantité sera nulle pour tous les termes où #47 est € 7 ; elle 
sera nulle aussi pour tous les termes où À + r est 7, puisque la 
supposition de z — 0 rend ceux-ci nuls. Donc le seul terme auquel 
il faut avoir égard est celui où À +r = 7», et on aura 


2 na 
au (À) 
nan Mois 2 NU, 1 ACER 
à di pr 
mettant au lieu de At? sa valeur Je 7 — , il viendra 
Z A 
d'u’ a (e) CDD 


THÉTEE ARTE =. ]./= 0, (nr 1). Tests 


101. Lemme Il. Les mémes tte étant posées , je dis que la 


? Cuers u'd. U ? A] Ie . 
Rene) égale à _ — 2" ) , en faisant z = 0 dans 


quantité 
dz" 
le resultat. 
- CR RE QD NE eu (D! ) 
En effet on a PCT no ci nr Pi 
= > —- = (A'—+ 2A"3 HE 3A/2..... + kAïz'—1L etc.). Le terme 


LA LA L1 k k 
général de cette suite est — : Az; or tant que r +4 sera 
plus petit que 2 — 1, la différence (n — 1 )“"* de cette quantité 


sera nulle ; lorsque r + sera plus grand que 7— 1, cette diffé- 


. M En à VO FrYITNERR | 
À ‘ : Le +. 
æ d 
+ 
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rence sera encore nulle, parce qu’elle sera affectée du facteur 3 et 
qu’on devra faire z—0 ; donc il faut considérer le seul terme où 


r+k=—n; ce terme est A2": ou simplement 7A""z""", 


D — 
et sa différence du degré 2— 1, divisée par d:'—', donnera 
NN 1.7 —2je.1. A1; donc'ontaura 
LHIMLUIGDE) e- d" (u'p") 

(10) qu — —=1.2.3....n.A" RE 
cependant cette formule n’a lieu qu’autant que x est > r ; car 
si on avait r— ou r >n, le premier membre se réduirait 
a zéro. 

Cela est manifeste lorsque r est > 7, parce que les puissances 


de Curdp#) He 
——— ji » ne S'abaissent pas 


au-dessous de "+, et par conséquent s'évanouissent lorsqu’on 
fait Zz —= O0. 


de z, dans les différens termes de 


T. A 


dp 


Lorsque r —=72,ona 7 


d ; 
= ee soit alors los p—L°+L'z 
d 
+ 13 etc., on aura De — L'+ 21": + 3L"z3° + etc.; donc 


Liu dp” 

da (ur. u”. e =  (nL/z" + onL'z"t + 5nL"2"+2,1 ete: = O. 
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante. 
102. Soit X une fonction quelconque de x, je dis qu'on aura 


d'xX dr 
(11) du” pe TE [CE Ÿ= hr 


la différence constante étant du dans le premier membre, et dz dans 
le second. 


En effet, soit X = T° Tu T”, + TR: Des rire et 


soit proposé de trouver la valeur de LR celte quantité étant 


développée devient 


d'p" d' RE dr n L 
Er + T' IE, FROM 


T° 1.2 dz" 
Mais 
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4 y hd d' (u'p" dr nr 
Mais on a en général fast = NN — Loco — 7 + NÉE; 


donc 
d'(Xp") _ me Pen p DN— 1 my d— 
dz? — pre TL ——— — Ib rat al T —— Er elc. 2 
. . L do 
expression dont le dernier terme est T®, et l’avant-dernier 72 T9 Te 
On trouvera semblablement 


d'Xdp" _d 


ri ap 
Ds T°dp" + 7 udp" + - L°dp" + ete. ). 


Substituant dans le second membre les valeurs que donne la formule 


d"- ! (u'dp" }da: d? d' Cup") Jet | Le AÈGT A T 0 
AR PCT le MR = Hire NT le » 


il viendra 


d"—(Xdp") ne d'p" ne n gr PT ue Pr æ RL pu dpt 


dz” Ki dz" 1.2 dzr2 
1 00 pm dSpS RENE 
Loris T me + ©T LL? 
le dernier terme est ici = j HSéré Eu parce qu'on a CRIE EU _. ap) = 0. 
De ces deux formules on tire 
d' d'(Xp”) d'-1 (Xdpr)sus LS POLE d'X 
dr dz mur » 


. . ’ dn—1 4X 
mais le premier membre se réduit à US ee donc on a 


d'X __ d'(p"dX) 
du dm 


c’est le théorème qu'il s'agissait de démontrer. Voici maintenant 
quelques corollaires qui s’en déduisent. 


. . LT —— € 
103. Si l’on fait z2—x— a et u — EE on aura p—@(x), 
d'X a CeX") 
FACE dat 
faire 3 — 0 ou x = a dans le second membre, on considérera @ 
30 


dz— dx, ce qui donnera : et comme il faut 
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ét X’ comme des fonctions de a, et on aura 


d'X 1e dr (g"X") 
us NE ET 2 


ce qui s'accorde avec la formule de Lagrange, dans le cas où l’on 
veut développer X suivant les puissances de w d’après l'équation 
X—4a—u® (Lo): 


104. SoitX — (x), u—p(x)— (a), : = x—a,on aura 
2) J(a)=4(o+T (or— pe) + À (ex — pay 
+ (px — qa)+etc., 


et l'expression générale du ceoeflicient T® sera , en faisant 


dr OX — ga —1 
(nr) 
19 — dires L C— à TT) Ÿ He 


formule où il faudra faire x — «a après les différentiations. 


dŸx mu Lx, 


dx 


105. Si dans ces dernières formules on fait ® (4)— 0, on aura 


(15) JG) = 44 Tex T gx + quete, 


CCE ie) Va |: c’est le dévelop- 


pement de la fonction 4 nr suivant les puissances d’une autre 
fonction gx, et on voit qu'il y a autant de développemens que 
l'équation @ (a) — 0 a de racines. 

Soit , par exemple, 4 (x)— b° et @(x)— xc", l'équation xc° = 0 
n'a pote ratine réelle x —0 ; see on devra faire a —0 et 


Tee ("7 0? log b) — log 4. Pau — (log b — n log ce) bte 
= lb (lb— nle)"" be" ; faisant dans cette expression x — 0, elle 


donne T® — /b(1b— nle }—';.done 


et le terme général. T® — 


Br bxe + 1h (lb ale) LE + (b—5lÿ LS + etc. 
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Les formules que nous venons de démontrer sont dues à M. Burmann, 
professeur à Manheim. l’oyez le tom. II des Mémoires de l’Insutut, 


pag. 14 et 15. 


$ VIIL Formules pour sommer un nombre donné de termes 
consécutifs dans le développement de (1 + a). 


106. Considérons d’abord la suite 


D. 1—1 TN. 11—1 .1—3 n.n—1...n—k+09 
3 Lu 
1 na A OUR à SITE D CT ere 4 


formée par les À premiers termes du développement de ( 1+a)", 
et supposons que g(k) représente la somme de ces termes, il 


est évident qu’on aura 
Ta Ha Ve, lé he] 


‘SE ie ral al CE des Pad Et a, 
Considérons pareillement, l'intégrale 
POPNES de sn) 
prise depuis x— 0 jusqu’à x —a, et soit ‘À (%) la valeur de cette 
même intégrale prise depuis x = 0 jusqu'a x — ©, valeur qui 
est, comme on sait 
ur 10:09:44 hk 1 T'CR)r(n—k+H1) 
A(X)= D.N—1.1—9, PRE A T(n+i1) 


La quantité x* (1 + x)7" a pour différentielle 
À ka dx (1 + x) (n — R) xidx (1 + x), 
laquelle étant intégrée depuis x —0o jusqu'à x—4a, donne 

a* (1 Ha) "= RAT (4) — (n—k)T(A+i:). 
Faisant dans cette formule 4— et supposant À <<», on en déduira 
O— AA (A) —(n—k)A(k+:). 
Au moyen de ces deux équations, on trouve 


ECO us: TH) (Gite) _ n.n—1.. n—k+1 d' br di 
AMD TRAD TT Venere 
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et par conséquent, 
1 o4., alT() T(kR+:1) 


Celte équation aux différences finies-a pour intégrale 


r T (k T 
(A) + ( +) RD = const. =p{i)+(i+a) n: 
mais @(1)=1 et T'G)=fdr (+= CET, 


de T (1) résulte, en faisant a—c , À (1) — =, Substituant ces 
T1 
valeurs dans l'équation précédente, le second membre se réduit à 
(1 + a)". On a donc la somme cherchée | 
AN n (1+a)" —1 FAR, Je 
(1) E(k) = (1+a) — nr Pad (1x), à Lo és ya 
d'où l'on voitque cettesomme dépenddel'intégrale/x'dx(1+x)—, 
prise depuis x = 0 jusqu’à x — a, et de la quantité A (4) qui est la 
même intégrale , prise depuis x — 0 jusqu'à x —® , et dont l’ex- 
T'(R)T (i—k+1) 
T(n+i) 


107. Par de semblables calculs on trouvera qu’en faisant 


11: re n.n+1.17+40..... n+hki ,, 
VR)= 1H na TE FLE ARErS 1.2.3.,...k—1 CARE 


on a 
(2) d(k)=(i—a)"— CT pd (ia), vs ï u 


la quantité B () désignant l'intégrale /x'—'dx(1—x)", prise depuis 
x = 0 jusqu'a x — 1, laquelle a pour valeur : 


B (4) — 


pression en fonctions T est généralement AE 


Tkrn 
r(k+n) 

108. Si dans l'équation (1) on met x + # — 1 à la place de 7, 
et qu'on change a en 6, on aura 


Es sta 72) pa. 


T(n+-k 
— pra NE = 


RENE RH pis 


RAT 


fa da (i Ha) re, FT 


1 (TPE )b+ + 
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. » . È Z . [#4 
Dans cette intégrale, faisant x = ——, et ensuile À — ——, on 


aura fat" dx (ir Rx) = [2 dz(1 — 2)", cette dernière inté- 
grale étant prise depuis 3 — 0 jusqu'a z — 4. En même temps on 
aura 1 Hb—(1—a) et (1+ 0) (1 — a) TT, Compa- 
rant donc l'équation précédente avec l'équation (2) qui contient la 
même intégrale, on en déduira ce rapport remarquable : 


nHk—i .n4k—0 n+hk—1.n+4k—0...n+4: DIU 


A 2 audubee DR TN LME Ce eu 
Me iGret GRR ANS ft als » hate Fu mu HER en 


Me : b a 
c’est-à-dire qu'en faisant a ——— ou b ———, la somme des 4 
1 +b 1— a 


premiers termes du développement de (1-+b}"*", est égale à la 
somme d'un pareil nombre de termes du développement de (1—a)-", 
mullipliée par (1 + 8), 

Cette formule est susceptible d'en produire plusieurs autres en 
changeant soit le signe de 7, soit le signe de 4. 


109. Reprenons MEME 


n.n—1], n—h+2 


PORN EEE ESA ME at 


si à la place de À on met 4 + m, et qu'on prenne la différence 
des deux fonctions, on aura 


n.1—1. .N—hk+1 n.N—1,..n—k 


ne A UOESn ee ne AS Re ete it, 
nn—1....n—hk—ms2 Éd 
LME 3 1VPA kr tu GARE: 


substituant la valeur de ® donnée par l'équation (1) , on trouve pour 
la somme de la série précédente 


(1 Gæ+a)"r(n+ Hi) (1+a) 2P(2+ 1) er ar (a x)", 


TkrT(n—=kL:) FEAT Mlle T(k+m)r(n—km+ 


ces intégrales étant prises depuis x — 0 jusqu'à x — 4. 
Cette formule donne la somme d’un nombre quelconque de termes 
consécutifs , pris dans le développement de (1 + a)", 
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110. Si on suppose z entier, et qu'on fasse Âm—n+ 1—%, 
alors la quantité @ (2—k+-1) — @ (4) aura pour expression 


Gæ+a)r(n+i) f(x x À) de EE Ô 
TkT(n—k+i1) (1H x} ? Pour, 


c’est la somme des termes qui occupent le milieu du binome dé- 
veloppé (1+ a)", depuis le terme N'a* jusqu'au terme N'a 
inclusivement. 

On peut toujours connaître , par la méthode exposée dans la 
III° Partie, les intégrales définies comprises dans ces formules, 
avec tel degré d'approximation qu'on voudra ; et pour faciliter les 
calculs , on pourra toujours supposer a < 1. 


' . ° 3 . , 
Remarquons encore que si on fat x= —— l'intégrale 
1— 3? 


vh-i qu—k . 
GED dx se change en celle-ci : 
| 4 =10 
[Leds (à — 3) 3 ds (1 3) —"], l Lau 
a+i1 


laquelle est plus simple ,, parce qu’elle est prise entre des limites 
plus rapprochées. | 

L'utilité de ces formules se fait particulièrement sentir lorsque 
et À sont de grands nombres; et c’est un cas qui se présente assez 
fréquemment dans l'analyse des hasards. 


6 IX. Méthodes pour développer en séries convergentes 
l'arc dont la tangente est donnée par une fonction ration- 
nelle des sinus et cosinus d’un autre arc indéfinx. 


111. Lagrange a traité cet objet d'analyse dans les Mémoires de 
Berlin , ann.:1776 ; mais les exemples choisis par cet auteur pour- 
raient faire croire que les développemens ne peuvent être obtenus 
en séries convergentes , que dans certaines hypothèses sur les gran- 
deurs relatives des coefliciens. Nous avons donc jugé qu'il ne serait 
pas’ inutile de démontrer généralement que cette sorte de résolu- 
tion peut toujours avoir lieu, quels que soient les coefficiens de la 
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fonction donnée. Nous ferons voir d’ailleurs qu’on peut déduire 
de ces développemens , quelques théorèmes assez remarquables sur 
les intégrales définies. 


m sin æ 


Exemple I. Soit tang y — EN 
équation, on voit que y augmente indéfiniment avec x, et que ces 
deux variables coïncideront entièrement lorsqu'on aura x =0, 
7,27, 57, eic.; d'où il suit qu’on doit avoir en général y—x+8, 
8 étant une quantité périodique : c’est ce que le calcul suivant met- 
tra en évidence. 

Au moyen des exponentielles imaginaires , l'équation donnée 
peut s'exprimer ainsi : 


, a étant << 1. D’après cette 


eV res)" mn ( erVT1i— Bi 0) 


DV eV pe 0e” 


et on en tire 
barres Cash m Me EC = mi) M 2 
7 (iHm)e TETE (ri — m)eVi + oa 
Je décompose le numérateur en deux facteurs de la forme Ae*Ÿ LB, 
A'eV+B;et pour cela faisant k=— a + (a+ m— 1), 
Pi . jan ere 
—— SC FFF — RFI 2 fé 
mie md 1 J 
Due L'onfe NME SEAT, 
da FT en VU 


Mais puisqu'on suppose a < 1 , il s'ensuit que F et g sont tous deux 


plus petits que l’unité ; donnant donc à cette équation la forme 
1 + 2 eV 
GR 


eV: — e?7V —1 , LEr TA 


lemme rm 
L LU AR £e 


et prenant les logarithmes de chaque membre , on aura, après 
avoir divisé par 2W—1, 


(1) J=r — F}inx+a(g+ Fin 22 +3( 5° — p}in 3x+e Le 
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série convergente et qui aura lieu quand même « serait negatif , 
pourvu qu'on ait a 1. 

112. Il faudra donner à cette formule une autre forme lorsqu'on 


aura a + n° <[ 1, parce qu'alors 4 deviendra imaginaire, ainsi que 
@ 


È à . zu la 7 71 LE) 
f etg. Dans ce cas, soit » — /( —) et cos 6 — VA 
on aura = (cos 6H y/—1siné),g——n(cos6—y—1sm6), 


et la formule (1) deviendra 


(2) J—x—2ncosésmx+2incos26sin2x—ncos 56sin3xetc., 


série toujours convergente; car 72 peut toujours être regardé comme 
ositif, puisque si on avait à résoudre l'équation tang y——-""% 
Ë > PUISG q DES cos x + a ? 
: ‘ m Sin x 
on lui donnerait la forme tan —V)= ———. 
5 (7 bn) cos æ + a 
Lorsque a — 0, les formules (1) et (2) donnent également pour 


l'équation tang 7 —m tang x, cette solution : 

——— . 1] — se . mr 3 . 
TXT - ne sin 27 ++ ee) sin 4x + 3(C =) sin Gx + etc., 
laquelle s'accorde avec la formule connue de Lagrange et de 


Lambert. 


msin x * 


—— , où l - 
cos x + a ? ÉD 


113. Exemple IT. Soit l'équation tang y — 
pose a > 1. 

Ce cas est essentiellement différent de celui de l’exempleT, puis- 
qu'on voit que tang y ne saurait devenir infini, et qu’ainsi la valeur 


de > est toujours renfermée entre des limites données. 
} 


. . . . 7 . ,» 
Au moyen des exponentielles imaginaires, l'équation proposée 


donne 
ont — Em) VC = m) eva 08 
— (iÆm)e VE (1 m)evt 2 ve 


ex _» è L 
Soit = —a+y (am —i), peut L. mr =) les quan- 


TILL 
tiiés f'et g seront toujours plus petites que l'unité, et on pourra 
mettre 


æ 


LA 
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mettre l'équation précédente sous Ja forme 
PA SURIE fe La a TL L AMAEET 


Er Siret 
Prerant les logarithmes de chaque membre et divisant de part et 
d'autre par 2y— 1, il viendra 
(5) y =(e+f})sinx+1(e—f)sin 2x4 +(8%+ ff") sin 5x +etc. 
Si l'on met 7 — x au lieu de x, on aura pour la solution de 
l'équation tang y — LAURE 


———— , cette formule 
G—CoS LT 


(4)  p=(f+g)sinx+i(ff—g)sin2x+3(f+g)sin 3x etc. 
114. Exemple III. Soit proposée l'équation tang y —=a+btang x, 


on en déduira 


3 DE EN Ce mt à rat 6 1e uen dem D AM 


——————_—_—_—_————————————————————_—_—_—_—_—_2 a ——— 
— 


Soient w et À deux angles déterminés par les valeurs tang u — ÿ 

tang (A+ u) — —— ; soit de plus f— ne > on aura 
re — = COS 244 + ÿ/— 1 sin 2u = eHV—T, 
Vi = f(cos À + V— 3 sin à), 
En = f(cos A— ÿ— 1 sin à), 

donc 


e7 VoNes ax 4 1 + f (cos à + 4/— 1 sin à) CT 
1+ f(cos à — y—1 sin À) eV 


Prenant les logarithmes , on a la formule 
(5) p—=x+p—fsin(2x— Aa) + if sm(4x—22) 

— } f° sin (6x —3A )+ etc. 
Cette série sera convergente tant que f sera < 1, ou tant que à sera 


positif; Car on af REC 


à 
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Si b était négatif, il faudrait développer autrement les deux 
membres de l'équation précédente ; mais il est plus simple de faire 
y et a négatifs dans l'équation proposée, afin de conserver b po- 
siif et f << 1. Par ce moyen, la valeur de y tirée de l’équation 
tang y = a — D iang x , sera 


(6) pæup—ea+fsin (2x +2) — + f° sin(4x + 2X) 
+ 5 f$ sin (6x + 3A) — etc. 
a+ btangx 


1+c [ones 
se ramène à celle de l'exemple précédent ; car en prenant une in- 


déterminée 77, on a 


tang (Y+m) — 


115. Exemple IF. La formule plus générale tang y = ——— 


a + btangx + (1 + c tang x ) tang m 


1+ctangx— (a+ btang x )tangm' 


Soit donc tang m—-, et on aura l'équation 


SES re 


c 
b 


en pi à 


qui se résoudra par la formule a 


lang (7 + DD = Tr tang Lun 


116. Exemple F. Soit proposée l'équation tang y = asin x+6, 
laquelle est aussi générale que tang y =asnx+b<+ecosx, 
puisque les deux termes a sin x + c cos x peuvent se réduire à un 
seul terme de la forme a” sin (x +-æ&). Il est clair que dans ce cas 
y ne doit pas passer une cerlaine limite, et qu'ainsi l'arc indéfini sé 
n'entre pas dans la valeur de y. On aura d’abord 

PANPARREES +bV—-i+;a Cr ap a) 
1—bV—1+ ia (er vi eV) 
Il faudra ensuite chercher les deux facteurs du numérateur ; pour 
cela, soit 
siase —— 158 ne era (CCE & a) rose 2 
ob , 
cette valeur sera positive et plus petite que l’unité, quels que soient 
a et b; car elle donne 
VLGQ + a by + 4h73 — (a Ma cor | k 


cos*® — 2b? ? 
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l'angle @ est donc réel et on peut le supposer < 1 7. Soit de plus 


f —=tangs:o et tang # = b cos ®, f sera 1,et la valeur de 
eV? se décomposera ainsi : 


DJVTIES V1 cn ah lCcosu—/—1sing) 1— ET (cou U/—rsinge) 
RP (cos —isine) 1—fe (cos y —1 si 4) 

prenant les logarithmes et réduisant , on aura 
G) J=u+o2fcosu sin x+4+ ffcos5usin3x+? f$cosbusinix etc. 
+-f*sin2ucos2x++ fisin4ucos4x+-+ f'sinGucos6xetc. 
UE Exemple VI. Soit proposée l'équation tang y = a tang°x, 
où l’on voit que y ne peut augmenter indéfiniment avec x, et qu'il 

doit être compris entre les imiteso et 17 
P D 


On peut trailer ce cas directement, mais il suffira de le ramener 
au cas précédent. Pour cela, soit a = tang « , on aura 


COS 92æ% 


tang(ir—a—7) — 


sin 2@ sin 24 sin (> T— 2% ). 


Cette équation est semblable à celle de l'exemple aa c’est 
pourquoi faisant 


LA 


f = cos a + sin a — (2 sin æcosa), 
cos m — y(25sina cos a), 


on aura 


Lay —=m+#Af cos ucos2x —? cos 3m cos6r +? fScos Bu cos 10x—etc. 
—f"sin 2ucos 4x ++ f sing cos 8x— + f 5 sin 6x cos 12xretc. 


(8) 


a + btangx+c tangx 


PAU Feet an n 
a+ b'tang x + c' tang’x ? à 


118. Exemple VIT. Soit tang y — 


aura d’abord 


A d+aV—i1i+(b+by/—1)tangx +(c+e V—1)tangr, 
S 7 (a—ay—i)+(b—by—i1)tangx+(”—cy—1) tang°x ? 


ensuite si on multiplie les deux termes de la fraction par 
(ÉANE  ÉTà à et qu’on substitue pour tang æ sa valeur en 
exponentielles imaginaires , la valeur de e’#”—' deviendra de cette 
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forme 

ve CHE VD MNT ER EVE Um En Venere 
TT Cf—g V— ne TE h — k V—1+(m—ny/—a)esVT:? 

où le dénominateur se déduit du numérateur en changeant dans 

celui-ci le signe de y/— 1. 


Maintenant il s'agit de trouver les facteurs des deux termes de cette 

fraction , ce qui n’exige que la résolution d’une équation du 2° degré 

) Î se q , 

en regardant e*#—" ou e—#*V—" comme l’inconnue; d’ailleurs les 

facteurs du numérateur étant connus, on aura ceux du dénomina- 

2 

teur, en changeant simplement le signe de y/— 1. On trouvera 

donc un résultat de cette forme 


ei — COS # HV—isine 14#pe WT (cosu—v—1sinx) 
TT cosa— V— 1 sine 1+ pe Vt(cosx + V/— 1 sinx) 
re CMS AE ECO eo nn M 0 | 
a ge V1 (cos » + ÿ/— 1 sin) 
Il ne s’agit plus que de prendre les logarithmes de ces facteurs 
et d’en former des suites convergentes. Or si p est plus petit que 
l'unité, on aura | ‘ 


1 - 1 + pe V'(cosp—4/—1 sing) OA 
ENT log pe Goo g) PSN (2X—u)— ip sin(4x—2p) 


+ 5p* sin(6x—3u)— etc. 
14 pe’? V1 (cosu—(/—1sinx) 


Sip est plus grand que l'unité, le facteur pe=rave (ose laut 


devra être mis sous la forme 


ASC ET En 
1 —- e- \ H) 
er 24) V—r P * 


1 + = (2% —#) ns 
p 
et son logarithme divisé par 24/— 1, donnera la suite 
Tr 1 . . 
2 DS nE GR SRnS sin(4x—2) me sin (6x —3u)+etc. 
Il en sera de même de l’autre facteur. Ainsi, dans tous les cas, la 


valeur de y sera composée de deux suites semblables aux pré- 
cédentes. 
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‘19. Elle en contiendrait trois, si le terme tang°x se trouvait 
dans la valeur de tang y , et ainsi de suite suivant les puissances 
de tang x. 

Dans le cas de tang° x , il faut remarquer que la valeur de e**—" 
pourrait, toujours être mise sous la forme 
(a Hay/—1)e VE (D'Hby/—r)e VLC Ho t/—r)e VLC Hdy/—r)e svt 
(a —a4/—1)e VIE (D —b V—1)e VE (cel — 7 eV Ed — dy — 3 je: » 
quantité qui, à raison des trois facteurs de chacun de ses termes, 
peut s’écrire ainsi 


20/—1 AE A LE No 1 ge (rh) ÿ—1 e? ÿ—1 a he—(x+1) és 
€ - . 


14fe 0e VE ; 1902 +4) Vi Le MTL HV © 


Les deux premiers facteurs se développeront, en prenant leurs lo- 
garithmes, comme dans le cas précédent ; quant au troisième fac- 
teur , si k est plus petit que l'unité, il se mettra sous la forme 


D he eV 


et V1 CRAN NE HU 
1 he VE 


et si À est plus grand que l’unité , il se mettra sous la forme 


MCE 1 e(2x+v)V-1 
e—@x+a) 1 h s 
| EC NE : 
1 rs f ) 
fe k + 


prenant ensuite les logarithmes on aura, dans les deux cas , des 
séries Conyergentes. 
0. E néral: si on a t ER Upre ‘tant des f 
120. fn général: si on a tang y = à, P et Q étant des fonc- 


tions rationnelles et entières de tang x, la valeur de y pourra tou- 
jours être développée en un nombre # de séries de la forme 


Ax+B 2! /fsin 8 sin (2x + à) ++ f° sin 28 sin (4x + 24) 
+ + f* sin 38 sin (6x +-5a)+ etc.], 


k étant le plus haut exposant de tang x dans les fonctions P et Q. 
Si la valeur de tang y est donnée par une fonction rationnelle de 
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sin x et cos æ , on fera tangix = u, et substituant les valeurs 
: ou 1—u? P 
SD DE Ham COS X' — Ti on pourra supposer lang y — QG? 
P et Q étant des fonctions rationnelles et entières de z ou de 
tang + x. Ainsi on obliendra toujours le même résultat qu'on 
vient d’énoncer , avec la seule différence que + x sera mis au 


2 
lieu de x. 


121. Les développemens qu’on peut effectuer suivant la mé- 
thode précédente, en fournissent plusieurs autres non moins re= 


marquables , et qui peuvent être utiles dans la théorie des intégrales 
définies. 


Soit, par exemple , l’équation tang y — asinx<+p; a ou nous 
avons déduit 


y =Hh+ 2f cos p sin x + 2 f$ cos 3u sin 3x + etc. 
+ f°sin 2ucos 2x + + ffsin4u cos 4x + etc. 


. d LA 
Si on prend de part et d'autre la valeur de 7, on aura, en éga- 
dx 


lant ces deux valeurs : 


a cos 


(9) 


D'après cette formule , soit proposé de trouver l'intégrale 


D= feet +1) x 
pe 1+(asnx<+b}: ? 


prise depuis x — He x—7, et dans laquelle À représente un 
nombre entier quelconque. Il est visible que si on substitue à la 


COAST , , 1 
sa valeur. développée en’seri 
place de Ce CNE veloppee e, tous les 


termes s'évanouiront par l'intégration , excepté le seul terme 
fdxcos® (2841) x'2/P6Ecos (24 Lt) 4, lequel!.se réduit, 
dans les limites données , à 7 f***' cos (24 + 1) w. Donc on a 


adzx cos x eos (2k+L1)x 1 el ZE 
(10) = = SEL == 7 f"T'cos(2k+1)p; Din 


CINQUIÈME PARTIE. S X. | 247 

on aurait, en vertu du même développement : 
adx cos x sin 2kx mn TE LS 
(11) Sn — 7 ft sin 24. fs 


Foyezd'ailleursl’exemple V pour la détermination des quantités f'et we. 


$ X. T'héorèmes sur une espèce particulière de fonctions 


nées du développement de (1 — 2xz+-7) * 


122. Les fonctions algébriques dont il s’agit sont celles dont j'ai 
fait connaître les propriétés dans mes Recherches sur l'attraction 
des sphéroïdes et la figure des planètes (*). Il m'a paru que ces 
fonctions méritaient de trouver place dans un ouvrage où je me 
suis proposé de réunir sous un même point de vue, les résultats 
les plus intéressans qu'offre la théorie des intégrales définies. 

Si on développe suivant les puissances de 3 la quantité. 
Z=(1—2x2 +7 na et qu'on appelle en général X" (7 étant 
un indice et non un exposant ) le coefficient de z" dans ce déve- 
loppement , de sorte qu’on ait 


Li + X's + X2E X58 LE Xé4  elc. ; 
l'expression générale de X” se trouvera de la manière suivante. 


Par un premier A PR on a 


7 — 1: + = (axes + à (axe 1h + _ : (2x2—2°) + etc. ; 


or dans cette suite , les termes qui renferment z” sont, à compter 
de la plus haute puissance , 


1.3.5....97—1 ACE 1.3.5....9n—3 NU 
SAANGE". 156 on (2xz—7") gi PACE .2n— 2XE— A à Th eice 
de là il est facile de conclure 
1.825 dre 2 AL OO DE ar), à LI 
Ar LAON IR mé LV) AE n—2° 2 au DANNTREUA \ 9 4 me 


(*) Sayans étrangers , tom. X, Mém. de l'Acad., ann. 1784 et 1789. 
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.3.5...2n—1 DNA D, Nn—in—on—3 
DR CT) 
1199700 2.971—1 2.4.21—1.92n—5 


Faisant successivement 2—0,1,2,3,etc., on aura les valeurs 
suivantes dont la loi est facile à saisir, surtout si l'on considère 
séparément les termes de rang pair et les termes de rang impair. 


AE 
X == 7T,e 
RS et 
2 2 
XS D ALES 
2 2 
5.7 hs 140 
4 5 gt 9x LE —— 
Qu me 
à . 5/7 Dob 
Nas pe a = d 
() 4 2.4 se é 
RL ne td A re da LE 
HER À AO de SR > ET 
2. MD NL LES 2 7 ei EE RO IRIS Nr 
: 2.4.0 2.4.0 DEA SAPDPATe 
5 _0Jnlt-10 10 07-00 NBi 7002 ,1:997.0, Se 
A0 Ie rod uno Res uote moe! 
Xe 1101719417 x g.11.19.15 , , , 7-9-11.19 5.7.a.11 65:79 


LEE Le LE DEEE : / r3 (ul à 
21416186 battrt 1 oieH GI da" HO 
elc. 


Voici maintenant les différentes propriétés qu’offrent les fonc- 
tions X", dans lesquelles nous supposerons constamment x < 1. 


123. Lurorème L. « Porsqne T=1 on generalement X"— 1; 
j à A | ; 
» depuis x — 0 jusqu'à x—1 , la fonction X" est toujours plus petite 
» que l'unité, 27 


En effet, 1°. si dans la valeur -de Z on fait x — 1, on aura 
y PRET -—= 1+#3 +3 +3 + ztbLetc.; donc X'"— 1. 

2°, Puisque x est supposé plus petit que lanité, ou tout au plus 
égal à l’unité , on peut faire x —cos9.Soit donc 4— cos ®+4-y/—1 sin 
et 6 — cos P— y/— 1 sin ? 10naUta Zi (1— az) S(1— 6) *, 


de 
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de sorte que Z sera égal au produit des deux suites 


119! SRE 
1 4 ds + ire 189 ER a DER à 434 L etc., 


IG je + LE Hire Eszt LL etc. ; 


or si on cherche , par exemple, le coefficient de zf dans ce produit, 
il est visible que ce coefficient sera 


1.5 


2.4 


Ve = . 1 es. 


EEE (a 


ieCt)se - a6 (a°+e ir ei 13,18 


Mais on a «6 = 1, Me ne. 
donc 


re É5:557 PSE 5 


PR . 2 cos 49H DER + 2 05 294. ee 


On voit par cette expression que la plus grande valeur de Xf a lieu 
lorsque ® — 0 ou x= 1; et dans ce cas, elle se réduit à l'unité : 
dans tout autre cas , la valeur de X‘ sera donc moindre que 
l'unité. 

On trouvera un semblable résultat pour la valeur générale de X", 
qui sera toujours de la forme A cos 2@+-B cos (n—2)p+C cos (n—4)® 
elc., A,B,C, etc. étant des coefliciens positifs. 


Le même théorème s'applique aux valeurs négatives de æ, com- 
prises depuis x — 0 jusqu’à x —— 1, puisque ces valeurs sont tou- 
jours représentées par cos ®, en faisant varier @ depuis ®—17 
jusqu'à ç — x. D'ailleurs on voit immédiatement qu’en changeant 
le signe de x, la fonction X” reste la même lorsque zx est pair, et 
qu’elle change de signe, en conservant la même valeur, lorsque z 
est impair. 


124. TaéorÈme II. « Les indices m et n étant inégaux , l'intégrale 
» [X"X"dzx , prise depuis x —— 1 jusqu'à x — + 1, sera toujours 
» nulle ; si ces indices sont égaux, on aura entre les mêmes 


DRE NE AR 2 
» limites, fX"X" dx — RTE 


45 
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En effet , soit proposée l'intégrale 


L—=— 1 
Sn LP a A UREE GE + ne Ron 


. ° 1 TZ? 
Si on fait 1 +-7°2— 2rx3 = y", ou X = EE , on aura la 


transformée 
p =. 31) NN NT SNeR ee RER a ht 
VCy° — 1 +7? + Z2 — r°z? ) 2 


d’où résulte l'intégrale indéfinie 
= C+ilog[ —y+y(p— ri re — rez )]. 


Les limites de x étant x ——1,x—+1, celles de y sont 
Y—=1+73, 7 —=1— 72; 0n aura donc l'intégrale cherchée 


1 T— Z — 1 TZ 1 1 +3 
RP nt PR : 
Z T+2—1—72 Z 1 —2 


ou 
P—=2+25z+£ist+ 22 + etc., 


quantité indépendante de pr. 
Cette intégrale est celle de la différentielle 


2 3 
de (ir XXE etc.) (a EX EX E X-etc. ) 


et puisque r disparait entièrement dans le résultat, 1l faut qu'on 
ait généralement, 2 et » étant inégaux, / X"X" dx — 0. On voit en 
2 


271+-1 à 


même temps que 77 et z étant égaux , on aura /X"X"dx — 
conformément au théorème énoncé. 


125. Lorsque m et # sont l’un pair , l’autre impair , le produit 
X"X" est une fonction impaire de x ; alors il est évident que l’in- 
tégrale fX"X"dx, prise depuis x =— 1 jusqu'a x — +1, doit 
être nulle. Mais si les nombres 77 et 7 sont tous deux pairs ou tous 
deux impairs, il n’est plus évident que cette intégrale doive s'éva- 
nouir , et la propriété énoncée dans le théorème , parait très-digne 
de remarque par sa grande généralité. 

Pour faire abstraction des cas évidens par eux-mêmes, on peut 
borner le théorème II à l'énoncé suivant. 
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« Quels que soient les nombres entiers 7 et À, pourvu que À 

» ne soitni—0, ni >2#, l'intégrale fX"X"—*##dx , prise entre les 
» limites x —0,æx=—= 1, sera nulle; si l’on a £=—o, l'intégrale 


$ as 1 
» fX'X"dx, prise entre les mêmes limites, — AL 


126. Il suit de ce théorème que «,6,7, etc. étant des coefli- 
ciens constans, On aura , dans les limites,x=0,x—=1; 


(XL EXT XI etc.) X’dx = 0. 


Mais le polynome aX"-2+ EX—4—+ y X"—6-L elc., peut aussi être 
représenté par un polynome du même degré formé avec les puis- 
sances de x , tel que ax"? + G'an-f y'a" + etc. 

Donc, quelles que soient les constantes «/, 6”, y', etc., on aura 
aussi, entre lestlimites 7 —0,T7—1, 


Sax" HR Cart y'a etc.) X'dx = 0, 
ce qui donne les équations 
COR NC 0 AN DR XIE ONCE EX AX = O0 NEC, 


et ainsi de suite, jusqu'a ce que l’exposant de x soit réduit à o ou 
à 1, selon que 2, est pair ou impair. 


127. Il est facile, d'apres le théorème précédent, de trouver 
l'intégrale / X"x"dx, prise depuis x = 0 jusqu'a x = 1; car si l’on 
fait X'=— Ax"— Ba Cx—f— etc. , on aura 


SX'X"dx = [X'dx (Ax"— Ba? + Ca f — etc.) : 


; le second se réduit à 


. » . 1 
Le premier membre se réduit à 
on + 1 
1.3.5...0n—1 
+2, 


À [x'X"dx ; d’ailleurs par la formule (4), on a A — - — 


EPA Ma, 
donc 


nn, — 12.9... FM 
(d) HN TT — SE TEL 


mais celte formule n'est que particulière, et on peut généralement 
déterminer l'intégrale fx"X"dx par la proposition suivante. 
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128. Tuéorème III. « Quel que soit le nombre m , entier ou 
» fractionnaire , pourvu que 1-77 soit positif, ou seulement 2 + 
» sinest impair , l'intégrale fx"X"dx, prise entre les limites x—0, 
p x —1, se déterminera généralement par l’une ou l’autre des 
» formules : 


m Yak OM M—9,. m4... m—92k+2 
fx X* dx — m+1.m+3.m5....m2k+1 ? 


Pr Lame em ALP Lane Leu 
es AREA) m2 ,.mH4.mt4+6., ..m+ok+2? 


» ou seulement par la formule 


" m—n+2.m—n+4.men46.. Li 
(P) Ja X” Tran Mm-n—1 . mn—5.. RS 


» dans laquelle le signe supérieur aura lieu si » est pair , et le signe 
» inférieur si z est impair. » 

Pour démontrer ces formules , il suffira de considérer des cas par- 
ticuliers. Soit donc 7 — 6; on pourra supposer ÈS ET Dr 
+ Cx°— D, et on aura re les limites requises, 


| A B C D 
m PASS" des Phi, fou A NSERRR, ide. de TT ie 
RP RR ET ne Li bn m + 1° 
Mais d'après les formules (cc), on sait que celte intégrale doit 
s’évanouir dans les trois cas m—0,m—= 2, M — 4; elle aura 


donc la forme 
A'm(m—2)(m—4) 
m+i.m+5.m+5.m+7" 


À B 
m+7 Nom 
deviendra — = (A—B + C— D), ou simplement 


Pour déterminer A” faisons m7 — « ; l'intégrale 
C D 

+3 mi 

_ puisque À — B+ Ce est la valeur de la fonction X5 lors- 


que x = 1 : donc on a A’=—:1; donc 
* mY 6 LAS M .M—2.M—A 
Je"X'ax m+1.m+5.m+5. m+7 
Il est visible que la même démonstration est applicable à toute autre 
valeur de ». 
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Si dans la formule générale on fait m—n, on aura, lorsque » 


est pair, 
NN—9.N—4,....2 


fx"X"dx MA ETin Lo nLa n +1? 


et lorsque » est impair, 


ER ARLES ee EU cel: HO 
EAN GE 7 n+o.n+4.n+6....on<+i 


Ces deux cas sont compris dans la formule 


FAR SES PEN PE 1 


Jx"X"dx A. 15 17 VanEr? 


ainsi que nous l'avons déjà trouvé dans l’article précédent. 

129. Si on veut exprimer la puissance x” par le moyen des fonc= 
tions X", X"—?, X"-4, etc., on y parviendra aisément de la manière 
suivante. Soit en général 

x" = aX" + bX—3 EE cX"— 4 HE etc. : 
si on multiplie chaque membre par X’dx , et qu'on intègre de part 


et d'autre depuis x—0o jusqu'a x — 1, on aura, en vertu du 
théorème IL, fx" X"dx — af X'X'dx ; or le premier membre 


17240. MAT n a 
= ——— -—\, et le second —=———; donc 
TE RP on +1 on + 1 
RORS DEN PE ok SR PV CLR NN ER ..N—? EX 


AZ = —— 2 — = — —_———— "5 
1.8.5....9M — 1 On—1.97—3...n+HiTE 


On aura de même, en multipliant par X"—* dx la valeur de x" et 


HCSEan A EX cd XX da Li Mais le premier 


21 


GRANT HEAEUT nee on—8 
membre — * = 2 —<+; donc b— a : on 
on—1.9n—53.on—b5..... n+iTi 
} ie » On—1 ,927— 
trouvera de même , en multipliant par X"#dx , c = —— 7 a, 
2.4 


et ainsi de suite. La loi de ces différens termes est facile à saisir , et 
DA A Se APR à ++} 


on trouvera en général qu’en faisant À = =" "= 
5 q on—+1.2n—1.9n—53...n+iT 


on a 
De AT (an+ 1)X°+ sas (22—3)X" + TT — (an—7)X"4 
(8) + Hart éteint ST d'R (an—11) XS4+ ot 
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130. Taéorime IV. « La fonction X** est en général décompo- 
» sable en Æ facteurs de la forme x°— 4°, x°— 6*, x°— 5, etc. , 
» &, 6, y, etc. étant des racines réelles , inégales et plus petites 
» que l'unité ; la fonction X*** est composée de 4 facteurs de même 
» forme , et en outre du facteur x. » 

En effet, prenons pour exemple la fonction X° ; puisque l’inté- 
grale f X*dx, prise depuis x = 0 jusqu'à x = 1 , est nulle, il faut 
que la fonction X° change de signe , au moins une fois, dans cet 
intervalle. Il y aura donc une valeur x = « qui rendra X*—o, et cette 
racine sera moindre que l’unité. Soit X—(x°—4°)P, on aura par 
l'équation (c), f(x°—æ)X'dx =o ou f(x°—« ) Pdx = 0. 
Puisque cette intégrale est nulle, il faut que la fonction P change 
de signe , au moins une fois, dans l’intervalle de x=0 à x —1. 
Soit 6 la valeur de x qui rend P—o, on pourra supposer 
P—(x—6)Q, ce qui donnera X°—(x—ax)(x—6*)Q. 
Mais par l'équation (c) on a encore f(x°— a*) (x*— 6*)X"dx—=0, 
ou f(x°—a2°} (x°—6°) Qdx = 0; donc la fonction Q doit encore 
s'évanouir depuis x = 0 jusqu'a x —1. Soit y la valeur de x qui 
rend Q nulle ; on pourra faire Q —(x°—}°)R, ce qui donnera 
X8— (xt—a°) (x°—€@°) (x°—7°) R. Enfin on aura encore par l’équa- 
tion (c), f(x*— a°) (x°— 6°) (x? — 7°) X'dx = 0, ou Cor 
(x®— 6%} (x*— y° )* Rdx — 0. Donc la fopction R doit s’évanouir 
dans l'intervalle de x — 0 à x = 1. Soit d'Ia valeur correspondante 
de æ, et on aura R—(x°—d") A, A étant constante, puisque X° 
est un polynome du huitième degré. Donc enfin ce polynome se 
décompose en quatre facteurs de la forme x°— «°, de sorte 
qu'on a 


X = À (aa) (a°— €) (a y") (at — 9), 


a, 6, y, d'étant des racines plus Ht que l’unité. Quant au 
A Lan À , il est égal à celui de x* dans X3, c’est-à-dire qu’on a 
À RU 13.15 

Aer ETAT OR 

Je dis de plus que les racines &, 6, y, d' sont inégales 
entr’elles; car si on avait, par exemple, a — 6, ce qui donnerait 


KZ A (x — a) (x— y°)(x° — d°), il faudrait, d’après l’équa- 
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tion (ce), qu'on eût f(x°— 7) (x°— d°) X*dx — 0, ou 
[(x— a} (x — 7°} (x— d°)° dx — 0, ce qui est impossible. 

La même démonstration aura lieu pour toute autre fonction X’; 
il faudra seulement, lorsque 7 sera impair , joindre le facteur x aux 
facteurs x°— 4°, (x°’— «°) (x*—6*), etc. employés dans la dé- 


monstration précédente. 


151. La valeur de X" donnée par la formule (a), prend les deux 
formes suivantes , selon que 7 est pair ou impair: 


LE Le PL Li Hi ete.) 


2k ÉPPR ES ben 5 di Me AIR BEST 
a D Er A æ 1 4kR—1 1.2 RTE 


(A) ok 74 
+3.0k+3...4k+1 k 2k+1 Rk—1 2k+4:1.02hk—1 
2k+1 Eau SRHVEIT ES 2k+-1 LS 2k—3 
Die PHPTNETEUT 2k C d'Akhi” te 1.2 AH AR ES ete.) 


Soit x°— y, les polynomes compris dans ces expressions, étant 
désignés, l’un par Y, l’autre par x Y’, on aura 


AA PU) RIRES A PR ETC EU fr a 


k-1 k-2 


Ve Le —_— GE 5 © — © 5 —© etc 
AE 4k—17 1.2 45) 1.2.8 ‘4k—i1 ARS. 4h) % 


(oh 


ÿ— x k 2kti ,, kk—a 9k+41.2k—1 à 


Or il résulte du théorème de l’article précédent, que les équations 
Y—o, Y'—0o auront toujours un nombre k de racines réelles, 
inégales , positives et plus petites que l'unité : c’est ce qu'il serait 
peut-être diflicile de démontrer par la seule considération de la loi 
suivant laquelle les polynomes Y et Y’ sont formés. 
1 . , X2dx . : 
152. Tnéorëme V. « L'intégrale << > prise depuis 
G+ax)y ts 
(Con D 
THE 
(2k+ 1) Lay ts 
Pour trouver l'expression générale de cette intégrale que je dé- 
L . k . , . » . 
Signe par V*, considérons l'intégrale suivante que nous supposerons 
prise entre les mêmes limites 


» X—O jusqu'a x — 1, est égale à .) 


d 
A REL CE RAS 


(1+ax°) Lya = F5 TVG+ dE EN) 


ki 1 kk—1.k—o 0k4a.0k—1.0k—3 
1'4k419 139 kiki) 62,9 Rider 46) 


-Letlc, 


256 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
Si l’on suppose 3 — Da NE , la valeur de W pourra se déve- 
lopper en série de cette manière : 
dx 
PE CE res Rae à 0); 
de sorte qu'on aura 
W = V° + pV'+ piViE piVi — etc. 
Ainsi pour déterminer les quantités V°, V', V*, etc. , il ne s’agit que 
d’avoir la valeur de l'intégrale W qu’on développera ensuite suivant 
les puissances de la constante p. 


; a LAB Hs Met EX y 
Pour cela soit GE ar) D ANOUNX = VO 20 on aura la 
transformée 
s : dy 0 
Lu =f ee FE Re MAC EST DOME F es 
DCE) 
Soit 1 + apy =u, etensuite u = y/(1 + a + ap*).cos @ , on aura 
vi + dy 
NN R EE TS PR ; donc si on UE p' et p° les 


limites de ® , l'intégrale précédente sera = —_ — 


D Mais on a dans 
les deux limites | 


1 


1 1pa(ita) ? 


SP ipapas, 99 Gi +at a)» 


d’où l’on déduit 
Va pVa 
tang ® —Va./(1+p°), tang?'— —VC#9 ; 
PR a 


or par la valeur de tang ®', on voit que si on fait tang æ — (/a, 


== pva Ve x 4 
et tang 6 — Ga) On aura = a — 6 ; par conséquent 
l'intégrale 


+ dy 
fre 2 9py — apY) = (et +é6—ax). 
Changeant 


à CEE 
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Changeant le signe de p, on aura de même 
st 1 dy : ass e ia 
J(remee VER VO EP op — ap Sa) ee RTE æ ). 
Donc l'intégrale cherchée W = ; substituant l'expression de 


l'arc 6 en fonction de sa tangente , on aura 


1Fenne 
hs QG RE UE (i+a} etc. ). 


Comparant cette valeur avec celle que nous avons déjà exprimée 
par les intégrales V", on aura 
\' ER AE ri = à 
(Gk+1)GQ+a) 
conformément au théorème qu'on voulait démontrer. 
Au reste ce théorème n’est remarquable que par la simplicité du 
résultat; car si au lieu de X* on prend un polynome quelconque P 


PR Pdx 
de la forme Ax**+ Bai? + Cr etc. , | intégrale {—— 


NET 
(1+ax?) 
pourra toujours se réduire à la forme f Ydy, où Y sera de même un 


polynome de la forme A'y**+ B'y#2 LE etc. ; il suflit pour cela de 


= ei s pue - ar A. 
NF LS ÉD ZE  —__—_—_——_— » " à e 
faire y AG ARQUTE ee ADA cette intégrale, pris 


entre des limites quelconques, sera DUT une quantité algé- 


brique. 


ble 


153. Considérons de nouveau la fonction Z—(1—2xz+z) *; 
si on la différentie successivement par rapport à x et par rapport 


à z, et qu'on fasse pour abréger, 1 — 2x23+4- 3° = D°, on aura 
d2 2 ddZ 32° 
COMME MELLE «D? 
dZ __x— CAD 1 3(x—2). 


R= D: eds 0 GET 
de la résulte 


ddZ, 223? 

( Mae ) dx? ee TE Fr D 2 
a REP REA 

dx dat Di 
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donc la fonction Z satisfait à bus aux différences partielles : 
CPE ANEREE... 
que l’on peut mettre sous cette forme 
.(1 —x°) dZ ja 
(GX) CR € PAR 
Si on substitue dans cette équation, au lieu de Z , sa valeur dé- 
veloppée 
L— 14 3X' + 2 X° HE 3 X5,....H 7 X7 —H etc., 
le coefficient de z", que nous désignons par X”, satisfera en général 
à l'équation différentielle du second ordre 


d.(1— x°) dX" + n (n + DA Où 


da 
ou 
(un) (Rte) Eee 20 + n(R+i)X" = 0: 


c'est ce qu’on pourrait vérifier immédiatement par la valeur géné- 
rale de X” que donne l’équation (a). 

154. L’équation précédente donne, par des différentiations réi- 
térées 

 d'X" ax 
ke pe Te 
d? rs 

Poe : #36 (re) (n+4-3) TE = 


et en vie on a entre trois coefliciens consécutifs de la fonc- 
tion X", cette équation, 


Ten 0 


dr—2 ñ 


(1—x°) A pe (uma )(n-m— )€ Ts 0; 


laquelle peut se mettre sous cette forme : 
d (1—x°} d' X" Aqua dt. 4@S) di 
(re) Tdi HE Gr) nr) (1x) ses 
135. Tnéorëme VI. « Les indices m et n étant inégaux, l’in- 


y TNA 
» tégrale PAL ET (1 —x*) dx, prise entre les limites x——1, 


«Xx—=+H+1, sera toujours nulle; sj ces indices sont égaux, on 
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» aura dans les mêmes limites 


» _ A (a) dx = 7 (tr) Fe ..(n—r+#1) » 


LE l'i , 2 . 
En effet soit P = (1 — x)" =, l'intégration par parles 


donnera 


+ dirt, — P. de dx . dx Le 


fr d'X" dx D PdP. dx" 


Dans cette expression , la quantité hors du signe étant affectée du 
facteur (1 —x"°)!, s'évanouit aux deux limites de l'intégrale ; de plus, 
en vertu de l'équation (#), on a 
dp _, dx" 
TAN TS RDS PRE ANGR EAST 
donc en remettant la valeur de P, 
d'X" dX*# d'— 1Xm d''X# rie 
SR Ga) de (n-r)(nr) [9 er (ua) td, 
Faisant successivement r = 1 , 2, 3 , etc., on aura les équations 


(aa) de = n(n-t)SXX'dx, 


san : aix ÉD S RE Hd == es) (na) TE $ ER (xs) dx, 


FENG aix” dal 
FEES ° (12) dre FRS (7—2) HSE . MR (1—x°) dx, 


eric 


Donc, 1°. sim et n sont inégaux, auquel cas fX"X"dx= 0, il s'ensuit 
, » ’ l d'X" d'X* d Fa 
qu'on aura en général | == . (1 — x*)'dx = 0. 
2h 7sauquel cas XX "dx — on ; Où aura suCCes- 

IL 1 


sivement 
ri se — (1— 2°) dx = nn + a pi 
Re axe —— (1— x )dx = n—i.nnti.nt+o2 rare ; 
et en AR 
(n) ES (han Var me PT NT NT T2 0, tdi, 
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156. On peut faire sur le théorème VI, la même observation qui 
a été faite sur le théorème II. Lorsque 77 — n est impair, ou lorsque 


l'un des nombres » et » est pair et l’autre impair , les coefliciens 


rXm TX à . ; . . 
ee , ne sont des fonctions de x, l’une paire , l’autre impaire; 
L TL “ 


. d'X" d'X" | pr Re 
donc le produit Pa Re (1 — x*} est une fonction impaire de x ; 
C1 

or Q désignant une fonction idipaire quelconque de x , l’intégrale 
fQdx, prise depuis m—=—"+ jusqu'a x —+r, est nulle, Ainsi 
lorsque »#—n est impair, le théorème n'offre qu’un résultat évident 
par lui-même ; mais lorsque 7» — n est pair, ce théorème cesse 

: : à ER DIX 
d'être évident ; alors le produit =. (1—x*) est une fonc- 
tion paire de x; or une telle fonction étant désignée par P, l'inté- 
grale fPdx, prise depuis x —=— 1 jusqu'a x —=<+1, sera double 
de la même intégrale, prise depuis x = 0 jusqu'à x —+- 1; donc 
en écartant du théorème les cas qui sont évidens par eux-mêmes , 
on pourra l’énoncer ainsi : 

rXm d'X? 
: 

«Les indices metn étant inégaux, l'intégrale re ——(1—2°) dx, 
» prise depuis x —0o jusqu'à x— 1, sera loujours nulle. Si ces 
» indices sont égaux, on aura dans les mêmes limites, 

dx" ja 


FRE Ga) dr — AM .(a+r)(n4r— 1) (nr 0)... (nr). 


137. Tuéorëme VIL « Si P est une fonction rationnelle et 


» entière de x, de dimension moindre que 7 — r , l'intégrale 


px 
» f(i1— x) = Pdx , prise entre les limites x=—1,x=+ 1, 


» sera nulle. » 


En effet, si on différentie la quantité V—(i—ax) = LS Fe, 


« 4 d(1 — x°)'d") 
et qu'on mette au lieu de ‘rer sa valeur donnée par ré équa- 


tion (7), on aura 


N—(1—xYT 2e re ge da — (nr) (n—rt1) (ay CE À par; 


intégrant de part et d'autre depuis x = —1 jusqu'ax +1, et 
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observant que dans ces limites V —=0o; mettant ensuile r + 1 à 
la place de r , on aura 


d'riXr. GP 


(= (nr) f(x) © me ar dx = f(x TPE ae ds 


T 


dP : 
On aura semblablement , en mettant -—— au lieu de P , et 7 + 1 au 


dx 
lieu de r, 
r+1d TX dP at IP 
Ga—r—1 (+2) (1 —2° æ dar dx —S rats La dre “Ta A 


On peut continuer ainsi indéfiniment , et on parviendra à la for- 
mule générale 


< d'tiXr diP = — 
(p)  JG—x"} PE Par = fax) + Sr MER 


x L—=+ 1 


dans laquelle on suppose 2>r+i, et 
A (nr. ni ni 2... nr) (arr contre... .n4r+4i). 


Maintenant soit : la plus haute dimension de x dans P , laquelle, 


par hypothèse , satisfait à la condition #7 > ræ+1, le coeflicient 
diP 
Jr Sera constant ; mais par le théorème VI on a, en faisant m—o, 


J'X" 
VO Mie “dx = 0 , équation qui a encore lieu en mettant ri 


à la place Ep r; donc si le polynome P est d’une dimension 
iLr—n, l'équation (p) donnera 


(q) Ja — xt) TE Pdx=0, terre 


XL —= + 1 
. d'X* LA . D L] 
La fonction ——- étant paire ou impaire comme le nombre x —r, 
LT 
: . d'X" ; : - - : eg. 
si les fonctions P et -=— sont l'une paire, l’autre impaire, l’équa- 
dx" 


tion (q) est évidente ; mais si ces deux fonctions sont toutes deux 
paires ou toutes deux impaires , alors l'équation (4) cesse d’être 
évidente , et elle a lieu également pour les limites x=0 ,x—1; 
donc P’ étant une fonction de x paire ou impaire, mais de même 


; LV AIXT 
espèce que la fonction Tir > On aura la formule 


(r) f 


P'dx=—=0: | { 


[I 
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138. Si la dimension la plus élevée de x dans P égale ou surpasse 
d'+i X" d'X? 3 
n—r,S0oitr+i=n, alors on aura RER es EE? 
et rs ( p) donnera , en substituant la valeur de A et ré- 
duisant , 
Pt nr 0... nr 

GPA sy) PA PT NI A MAMRUTT DR fa x) dx. 
Soit, par exemple , P = ax" + bat LE cat Letc., on aura 


SRE Éd, 
Es À 1v0 10219 24-74 ;Net “ (ir Y = 2. 2.4. on 


donc entre les limites x=—1,x—=<+1,ona 


(t) shit 


S1: l'on ,a simplement P = ax" ex" + ex ietcà, 


1.2.9....n+r 
DD 74 FT 


: d'X* À À 
ensorte que les fonctions P et Jr Soient toutes deux paires ou 


toutes deux impaires , la formule RÉ aura également lieu 
pour les limites x—=0, x —1,pourvu qu'on PEAR la moitié du 
second membre ; alors on aura 

1.2.9 ds: DT CE 0 
(u) fa—xy LE Par rie a. ob 


.2n—+1 x L 
159. Les fonctions X” offrent encore une autre propriété fort 
remarquable. Si l’on fait x — cos © cos À + sin æ sin 4 cos 8 , et 
HALLE pee ge nigies 
qu'on prenne l'intégrale / X"d0 depuis 0— 0 jusquà 0= 7, on 
aura successivement 
SX'd8 = 7 cos w cos À, 
SX'd8 = r (2 cos'w — 1) (3 cos A —1), 
SX = 7 (5 cos — 5 cos w) (Ë cos À — 3 cos À), 


En général si on fait cos w —p, cos | —q, et qu'on désigne par 
P" la même fonction de p que X* est de x, et par Q"* une fonction 
semblable de g , on aura généralement, 


(x) [X'd8 = xP'Q”". hs ais 
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Cette belle propriété, très-utile dans la théorie de l'attraction , se 
vérifie facilement dans les premiers termes que nous venons de 
rapporter ; ; elle sera d’ailleurs démontrée avec  loute la généralité 


nécessaire dans le chapitre suivant. 


$ XI. D'une autre espèce de fonchions plus générales , et : 
lirées de la méme source. 


ïI 
140. Soit V —(7?— 2yrz+ 7) *; si dans celte fonction nous 
regardons y et r comme seules variables, nous aurons d'abord, 
en vertu de l'équation (X) du $ précédent; | 


; d(1i— y) dv d(rdV) 
(a ) dy* F ni dr? F 


y est une variable qu'on suppose comprise entre les limites + 1 
et — 1; elle peut par conséquent être assimilée au cosinus d’un 
arc qui varie depuis zéro jusqu’à la demi-circonférence. Supposons 
que cet arc soit le troisième côté d'un triangle sphérique dont 
et À sont deux côtés et 8 l’angle compris, on aura 


J = cos © cos À + sin æ sin À cos 8. 


Cela posé, si dans la valeur de y on considère 4 et ô comme seules 
variables , et qu'on fasse cos d = x , les différences partielles pre- 
mières et secondes de la fonction V donneront les résultats suivans. 


1°, D'après la relation cos d = x, on a, quel que soit V, 


EVE) 1 dv 
dx 7  sinŸ dx? 
d À cos L dV 
Ro-x)T= Ve LH. FA 
2°. En comparant les différentielles prises par rapport à 4, avec 


les différentielles prises par rapport à y , on a les équations: 


TE — ia 7 (cos Y sin w cos Ê— sin cos Ne 


da à 4 
A = (cos L sin © cos 8 — sin cos ©) — y Er 
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3°. Enfin les différentielles prises par rapport à 8, déduites des 
différentielles prises par rapport ày , donnent semblablement 


age sin{ sin œsin 8 er 

dr ‘dy? 

AN AIS RS UN dv 

“He — Sin AL sin*w sin AA 
Au moyen de ces équations, il est aisé de trouver que la quantité 
d'(i— x°) dV 1 ddV SNA dv 

— —— 2%. 
= media 210€ réduit à (1—7*) dj TER 
d nn ;2 

RÉ ie et comme en vertu de l'équation ( a), celle 
dernière quantité — A on aura l'équation suivante , où V 


est considérée comme fonction des trois variables x , 8etr, 


” d(i—x)dV 1 dadV 175. Viens 
(2°) COTON ET en 


1 — X* 


Cette équation ne change pas en mettant 8 — © à la place de 8, 
et regardant @ comme constante ; ainsi nous pourrons la regarder 
comme exprimant une propriété générale de la fonction V, dans 
laquelle on a fait y — cos © cos À + sin w sin À cos (8 — 9) et 
COS 

Il restera dans cette hypothese , trois quantites considérées comme 
constantes dans la fonction V, savoir z, w et @. 


141. Maintenant si dans l'équation (2') on substitue au lieu de V, 
j > VO z 7 à , 
sa valeur développée * + # Y'+ 7 YV+ # Y$—etc., Y" étant 
la même fonction de y que X" est de x, suivant les dénomina- 
üons du $ précédent, on trouvera que chacun des coefliciens 
Y', Y°, Y', etc. est assujéti à une condition particulière , et que 
l'expression générale de cette condition est 


d (1—x°) dY" 1 ddY 
ê ) ni 


(c!) + > + m (m+1)Y"—o. 


Mais puisqu'on à y == cos «© cos | + sin æ sin 4 cos (1— @), et 
que 
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que Y" est un polynome de la forme Ay7 + By"r2+ Cytetc., 
il est clair qu’on peut supposer 
Yr— LE Lmcos(0—p)+L": cos(20—29)...+L"" cos (mû— mp). 


Substituant cette valeur dans l’équation (1), on trouvera que le 


coeflicient L"* doit satisfaire à cette équation aux différences 
ordinaires : 


d(i— xx) dL"* k° | k 
(d') 5 ee M ee sh (m+1)L"\= 0, 


142. Pour prendre une idée exacte de la fonction Y" ainsi déve- 
loppée, il est bon de jeter un coup d'œil sur le tableau suivant, 
qui contient les premières valeurs de cette fonction ; 


Y'=—  coS w cos L + sinœsin 4 cos(@— 8), 
vi — e COS? —;) (Écos#y =) +30 dsincæsi fo) 
= (Scosw—>)(: = oswcosdsinæsindcos(®—8) 
— sin° © sin° A cos (29 — 26), 
sh É COS _. cos œ) É cos sn é cos ÿ) 
+ Ÿ (5 cosw— 1)(5 cos) — 1)sin © sin 4 cos (9 — 8) 


— cos & cos n} sin’w sin cos ( 29 — 28) 


sin’ sin° A cos (39 — 58), 
V4 (costs —; 2c0s*0+ EE Zcosi— F-22005" À + =) 
—- etc. | 


Ce qu'il y a de plus remarquable dans ce tableau, c’est que chaque 
terme contient deux facteurs semblables , l’un fonction de w, l’autre 
fonction de  ; propriété très-intéressante et que nous allons dé- 
montrer d’une manière générale. 

Il est visible que le coefficient L",*, en général, sera de la 
forme 


k 
Lo (1x) (aa tp Dam pe cam Letc. ). 
54 
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Or si on substitue cette valeur dans l’équation (d'), on trouvera 
que les coefliciens L', c', etc. se déterminent par le moyen du pre- 
mier &!, de la manière suivante : 


JT m—k . m—k—1 / ARTE m—k—9 . m—k—3 2 
ADN PEUT EE END M à C—— Mans , etc. 
Désignons donc par F* (x) ou F* la fonction 
x 

k Mie ae, 2 ms km ki 1 M—k— 2 

F'x)=(1—xx) (x RAC. 
m—h.mk—1m—k—e.m—hs y, 
+ 2.4 (om—1) (om—$) —etc.), 


et nous aurons L"’*— 4'F(x), a! étant une constante. Mais comme 
© et 1} entrent de la même manière dans y , et par conséquent aussi 
dans Y" et dans L"”’*, on peut échanger entr’elles les quantités w 
‘et 4, sans changer la valeur de Y”, ni celle de L”:*; d’où il suit 
que si le coefficient Z"”* est divisible par F* (x), il doit l'être aussi 
par F*(p) en faisant cos w == p. Donc on auraL">*= 4a"F'{x).F{p), 
a" étant un coefficient numérique qui ne dépendra plus que des 
indices rm» et k. Ainsi il est démontré que chaque terme du déve- 
loppement de Y" se partage réellement en deux facteurs dont 
l’un est fonction de x , et l’autre une semblable fonction de p. 


k 
143. Soit F'(x)—(1— xx) G(x), la fonction G* (x) sera 
toujours rationnelle et entière , et il est aisé de voir qu’on a gé- 
1 dG*(x) 
m—kR" dx 


néTAlEMERCCR "CUVE . Mais lorsque ko, 


GAx)=F{x) = x"— m.M—1 m.m—1.m—2.m—5 y, 


DRE UNTT 2.4(2m—1) (om—3) RATE 


d'où l’on voit que la fonction F°( x) a un rapport très-simple 
avec la fonction X", et que d’après l'équation (a) du paragraphe 
précédent , on a 


Au moyen de la fonction F°(x) ou F°, on aura successivement, 
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par la différentiation, 
pi st dF° 


F QU ME A ET 
. Glbirx) . ddr? 
F (x) ar m—1 * dx’ ? 


3 
3 FO) d'F° 
La Gi m.m—1.m—92" da ? 
et en général , 
k 
(1—xx) d'F° 
M.M—1..... mike * dit 


FE (x) = 


144. I] ne reste plus qu’à déterminer la constante 4”, pour que 
la valeur LE: = 4"F*{(x).F*(p) soit entièrement connue. On peut 
pour cela se servir d’un cas particulier ;:si on fait wo —:7, l’ins- 
pection des valeurs de Y', Y?, etc. suffit pour s’assurer que les termes 
alternatifs disparaissent , et qu’il reste seulement ceux dans lesquels 
m+ k est pair. On aura dans ce ‘cas, y — sin Ad cos (B—® ); 
faisons de plus x ou cos + infini, ce qui est possible analytique- 


\ 


ment, sin + sera pareillement infini et se réduira à (— x} ; 


m 3.5. ar 2 = m 
donc la valeur de Y” deviendra EE (— x° } cos"(8—®); 


mais d’après la formule connue, 


21 COS" (0 — D ) — Ana on ta nA) (OT) 


nm .Mm— 


hi — “ cos (m—4) (f—pD)+ etc.; 
le coefficient de cos À PA ce Qué dans la valeur développée de 
cos" (P—@), est donc 


M. M1 M... .. +(m+R)+i1 1 


LAON NET 4 à imR) VU, Th” 


quantilé qui devra être réduite à moitié lorsque 4 = 0. On aura 
donc avec cette seule exception, 


Le); .D...9m—1 m.m—1.m—92... !(m+k)+41 x) 
pe AS 1 Fe ou—1 * 
NE SC ere à * Late xt St 2 (m—kh) 2 


où 
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D'un autre côté, L'— a"F#(o)F'{x); or enfaisant x — 0 ,tet 
supposant toujours 72 + k pair , on trouve 


m—k 


VOL re 1: JS 
F (0) * gm—1.0m—3....mt}h41 


k 
D'un autre côté, en faisant. m—@ on a F'(x)—(— 1) x": 
donc 


m 
Lri— ," 1.9.3...m—k (— 1} x" 
‘2.4.6...m—k" om—1.9m—8..... m+k+i 


Egalant ces deux valeurs de L#, il en résulte le coefficient cherché 


pre 1 .3.5...9m—1 om—1.9om—3...mt4k+i1 

Dire. 4. brsaR mm EE ORENRE TE m—k 7? 
et cette valeur devra être réduite à moitié lorsque À — 0, ce qui 
donne alors 


ces formules n’ont lieu , comme nous l’avons déja dit, que lors- 
que m + À est pair. 
145. Pour avoir la valeur de 4” lorsque #2 + À est impair , j'ob- 
. e . ’ . dY" 
serve que si on prend le coeflicient différentiel >, et qu'on fasse 
& 


dans cette fonction cos © — 0, tous les termes où m+-Æ est pair 
disparaitront , et il ne restera que les termes où 77 + Æ est impair. 


m k 
, 


. : d 
Faisant ensuite x —, et comparant les deux valeurs de Tr 


il en résultera 


jp. 4 MES BSD COUDE om—1 9m—1.9m—3...m}k10 
*2,4.6.,..M—k—1 OU PA V4 rré = Je AS 


Les deux valeurs de 4” paraissent donc de forme différente , selon 
que 77 + k est pair ou impair ; mais en les examinant avec plus 
d'attention, on trouve qu’elles peuvent être représentées par une 
seule et même formule, savoir : 


: 1.3.5...9m—1\ m.m—1....m—k+41 
(3 RS PAIN m/°m+i.m+e....m+4k 
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Lorsque À — o, il faudra prendre la moitié seulement de cette 
valeur , ce qui donnera 


1.3.5..,.9m—1 
54 (= Qi CS CT =) * 
146. On voit maintenant que la valeur complette de Y”" peut 
se développer ainsi : 


m (1:3-5....2m—1 , m 
Y marre —n) (F4 pPent 


.2F'pF'x cos (Û—) 


NL, TL 


m+i1. et 


mL. Mm—1 
+ A tone rs 2F*pExcos(33—3p)+etc. ) 


Mais nous avons déja observé qu'on a 


+ ———— .0F"pF°x cos (29—29) 


1.8.5... 2m—1 Gr)" dF°x 
D N° LC — : 
x ETES PORT m F PSE F m dx ? 
3 
Par — 1% d’'F°x Frs (1—xx)” dF°x ‘ 
Tadmièine= Wal d rs? rene on rs 7 PRG 


désignant donc par P" la même fonction de p ou cos w, que X" 
est de æ ou cos « , on aura généralement 


2 sin @ sin Ÿ cos (4—@) dP" dX" 


bé — prix" —+ MP Mimi . dp ° AE 
2 sin*o sin° Ÿ cos (2/—09) ddP" ddxXr" 
(f) se ae ue 
+ 9 sin°w sin cos (38—3@) d’P" dXm 
m—9.m—1.m.mt+1.mte.mt#s" dp de 
etc. 


147. Maintenant si on fait ® —0, ce qui suppose y —COos © COs «| 
+ sin w sin 4 cos 8, et qu’on Yotille avoir l'intégrale f Y"d8, prise 
depuis Û—o jusqu'à 8— +, il est visible que la formule précé- 


dente donnera immédiatement 
/ * nm etes mVY m ê— 0 
(&) J'Y" = TP°X? : {ho 


c’est le théorème très-remarquable dont on a fait mention dans 
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l’art. 138, et qui se trouve ainsi démontré très-simplement et dans 
toute sa généralité. 

Si on ne faisait pas @—0o, et qu'on eùüt plus généralement 
7 = cos © cos À + sin © sin 4 cos (8—?), alors l’intégrale devrait 
être rapportée aux limites = 0, 0 — 27, et on aurait 
(k) S'Y"dh — 2xPrX". Ne 
Mais cette formule n’est que particulière , et on peut généralement 
trouver l'intégrale f Y"d9 cos (48 — k@), prise entre les limites 
Û— 0,0—27; cette intégrale se déduit immédiatement de la 
formule (f”) qui donne 

[Y" d3 cos (40 — Xp) ER 
(2!) Sin* & sin* PT x { 
XP nphmtlei mes. mA dpr da" ? 


VENT, 


si k était > m, il est visible que cette intégrale serait nulle. 
Lorsque p—0, l'intégrale f° Y"d8 cos 8 peut être prise sim- 


plement entre les limites 4= 0, 0=— 7, et alors on aura la moitié 


du résultat précédent; ce qui donnerait une formule générale dont 
la formule (£’) est un cas particulier. 


148. Non-seulement la valeur de Y” donnée par l’équation ( f”) 
satisfait à l'équation différentielle (c’) ; mais il résulte de l’équation (4°) 
que chaque terme de cette valeur, tel que L">* cos (40 — Xp) satis- 
fait séparément à l'équation (c'). On peut donc, avec des coefficiens 
constans quelconques , former une fonction beaucoup plus générale 
que Ÿ”", et qui satisfera toujours à l'équation (c’). Cette fonction que 
je représente par Ÿ” pour la distinguer de Y”, sera 


T—=aX"+(8'cosû+c'sin8) Sa nf +(8"cos20+-c’sin28) en 


k! . 
() + (b"!cos 30+c!/"sin 38) _. sin etc. 


Considérons une autre fonction Z" formée suivant la même loi, 
de sorte qu’on ait 


D: 
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Z — aX'-L (6! cos Ô + y sin : gp Pie 
+ (6 cos 28 + >" sin 20) eu sin“L 


+ (6" cos 29 + > sin 59) LT sin 
—- etc. 


Nous allons démontrer que si les indices m2 et n sont inégaux, on a 
en général / T"Z"düdx — o , cette double intégrale étant prise entre 
les limites o et 27 pour Ü, — +1 et + 1 pour x. 

D'abord il est visible que l'intégration par rapport à 8, peut être 
effectuée immédiatement , et ce premier résultat étant obtenu, il ne 
restera plus à trouver que l'intégrale 


dx" ax” trs 
fard (aaX® Xe ET TE (a) (DE dy) 


1 ddX" dax” “4 
ee cr ne 0 (UT) (GE "+c"y"}etc.) ; 
laquelle doit être prise entre les limites x=— 1, x = +4 1. Mais 
d’après les théorèmes des articles 124 et 134, les différens termes 


de cette dernière intégrale sont nuls lorsque les indices » et 7 sont 

inégaux. Donc on a, dans cette hypothèse, 

T1 

+ 1 
Si l'on am—n, alors en appliquant les formules que donnent 

pour ce cas les articles 124 et 134, on aura dans les mêmes 

limites : 


— 


cl) 27 


(2) [TZ ddr = 0. fr 


Ill 

© 
As 
8 8 


fri"Lraxdi = - Caut3 n (m1) (8 +e/7") 

+3 (i—1) n (n+1) (n+2) (LE c'y") 

+ Ca—2)(n—1)n(n+ 1 )(n+2)(n43)(b"6"Lc")") etc] 
Cette intégrale dépend , comme on voit , des termes semblables qui 
se trouvent dans Ÿ” et 7; "elle serait nulle si aucun des termes de 
Y" n'avait son semblable dans 2”. 


dP* osin cos @ 


dp° n.n+41 ? 


140. Supposons Z"—Y", ce qui donnera « = P", 6— 


J'y "diæ=ar (cost"acos#"ÿ+ 


+ 
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= 2.8in @ sin __: dd” sin? © | +. 


tuant ga He de ces coefliciens dans la formule (7), on aura 


[T'Y "dôdx = > T7 sin © (b'cos + c' sin?) 


ne Te “ sin’ ("cos 2p+ c'sin 29) + etc. ) 


Mais la quantité renfermée en parenthèses n’est autre chose que Îa 
fonction T”, dans laquelle on aurait mis p à la place de x et @ala 
place de 6; cette fonction qui avant le changement pouvait s’indi- 
quer par T'(4, 8), sera après le changement, T'(w , ® ). Ainsi 
nous aurons cette formule très-simple et très-remarquable, 


{x 
(n') MANU TEN ee 3 


150. Soit encore T'=— Y", il sera aisé de voir ce que devient 
T° (w,@); car Y'"est une fonction de y : or si dans la valeur 
J = COS © COS A] + sin & sin cos (8—9), on fait d = et —9, 
on aura y = 1; donc aussi ŸY'et T'(œ, P)= 1. Ainsi on aura la 
formule | 


ft À nV n ER 47 
(p') SYY'didr = 


Pour faire voir comment on peut parvenir à cette formule par une 
aulre route, proposons - nous d'intégrer entre les limites données 
la quantité y*" d0 dx. 11 faut d’abord développer la puissance 
J"= (cos © cos L + sin & sin Ad cos (8 — ç/) )}*“, et intégrer les 
différens termes par rapport à 0, depuis Û—0o jusqu'à = 27, 
ce qui donnera 

OT, 271—1 
RIRE 


ON.91—-1 .97—9,971—3 ; , 1.3 
cos "7 {ucos"" ŸsintosiniŸ,—— +ete.) 
149). 5: À L) 6 2% 4 


; à 1 
cos” ?9 cos 24 sin°w sin’, z 


Il faut ensuite multiplier par dx et intégrer depuis x = — 1 jusqu'à 
æ=—=+- 1; or en substituant les valeurs cos’ À = x*, sin —1—x", 
on 


CRETE RTE mn 


__sslèséeu ssh, 
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on a dans les limites assignées : 
2 " 
fax — on—-1 ? 
Re FN à 2 
fx (x — x?) dx — On 1  27—1 ? 
2n—4 — 2 217 — 2 2. ESA 1 
fx (Gi — x) dx = on+1° on—1.0n—3? 
n2n—6 nas 2 \3 — 2 2.4.6 BEN T e 
rt) dr — on—1 ° 2n—1,9n—8.21n—5 ? ASE 
done 
Le DAS 4 on 1 27.9n—1 1 2005" sin’ 
Jy didz = (cos ar 2009 Q71—1 


1.3.9.4 . l'a.4 o9n—1.9n—9 


aus .91—1,91—9.91—8 1.3 2 2.400877 lasinta PE c.) 


le second membre se réduit à = 


47 
2n+-1 


F (cos* + sin’ )", ou simple- 


ment 


; donc on a 
,2n = Ar ° 
fr dôdx = RE 
et ce résultat peut se mettre sous la forme 


fr"ddx = 27fr"dy , 
l'intégrale par rapport à y devant être prise depuis y —=— 1 jusqu'à 
y —=+ 1. On aurait également pour une puissance impaire de y, 
= "+ dôdx = 27fy°**+"dy , car alors l’un et l’autre membre est zéro. 
Soit donc P un polynome quelconque en y , on aura générale- 
ment /Pdôdx= 27 [ Pdy; il suit de là que f Y"Y'"ddx = 27f Y'Y*dy 


47 de? / 
= 35 Ce qui s'accorde avec la formule (p'). 


151. Si l’on avait à évaluer , entre les mêmes limites que ci- 
dessus, la double intégrale fQY'dûdx , dans laquelle Q est une 
fonction entière et rationnelle de cos À , sin 4 cos 0, sin 4 sin 8; 
il faudrait préalablement réduire Q à la forme T°HT'+T:+Hetc., 
et c’est ce qu'on pourrait toujours obtenir au moyen des coefliciens 
indéterminés , puisque la forme générale de la fonction Ÿ” est 
connue, 


35 


\ 
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6 XII. Du développement de la puissance (1+a— sa cose)-", 
n étant un nombre fractionnaire. 


152. On peut toujours supposer a << 1, Car si on avaita > 1, 
: 1 AE .: 
on ferait a—-, et la quantité (1 + a° — 2a cos ® )}-" se changerait 
« œ 
en &@*”(1+ 4° — 24 cos ®)", où l'on a a < 1. 


Cela posé, on a vu dans la III Partie, pag. 572 et suiv., que si 
on fait 1 + a°— 24 cos ® — D, et qu'on suppose 


T= P,+ 2P, cos p+- 2P, cos 29 + 2P, cos 39 - etc., 


la valeur du coefficient général P(A) pourra être exprimée par une 
intégrale définie, de cette manière : 


| __ 1 ffde cos 9 P—0 
(1) PO=I fe. Joue 


On à trouvé de plus que ce mème coefficient peut s'exprimer 
par la formule 


P (x) mntinte.nbat ss Je (: nt in Ain gt 
122.0 A (1—a°) 1 A+ 1 

1—n.9—n ÀA+i—n.A+49—n 

LUS aber PA 

1.910 ,3—n 14-1—n.2+490—n.243—n 


di 1/3 TR 71.240.243 a+ ete.) 


af 


(2) Eh 


Cette suite se termine d’elle-même lorsque 7 est un nombre entier, 
et nous verrons ci-après qu’on peut la mettre sous une forme telle 
qu'elle se termine encore lorsque 7 est un nombre entier négatif ; 
ainsi le développement de DT" n’est sujet à aucune difficulté lorsque 
n est un nombre enler positif ou négatif. Il n’en est pas de même 
lorsque » est, comme nous le supposons , un nombre fractionnaire ; 
alors la suite qui exprime la valeur de P(A), s'étend à l'infini, et on 
ne peut plus déterminer que par approximation les coefficiens suc- 
cessifs P,, P,, P, , etc. qui deviennent dans ce cas des transcendantes 
d'une nature particulière. Nous allons rechercher les propriétés de 
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ces transcendantes , afin de simplifier, autant qu'il est possible , les 
calculs nécessaires pour leur détermination. 


155. Si on change le signe de x dans la formule du n° 65, p. 375, 
IIIe Partie, on aura une autre valeur du coeflicient général P (à), 
laquelle est 


PGO) 


n.nH1.. — a (: horer n 4x LE .n—H1 n+x. a DS Bon m8 ME Arûre 


1% PEUR HO ES DT 
n.n—+1. n+2 n+Aa.n+at. n+at2 
re UT METRE ALES RS ete). 


Cette formule renferme une suite moins convergente que celle de la 
formule (2) , mais elle jouit de quelques avantages particuliers; elle 


fait voir, par exemple , que z étant positif, les coefliciens différen- 


dP 0) ddP() d'P (à) 


tiels successifs —— , Ta» ges» Clic. Seront tous positifs. 


154. Soit V — ue , On aura en différentiant cette équation, 


AVE xdgcosag _2a(n—1) sin @ 


nee me .d@ sin A9, 


et en réduisant au même dénominateur , 


dWVW=(i+e)ÀA = — LoEEL: — (an 1)a. 00e 
dgcos (+1) ?, 
—(A— n+1)a. RD: 
intégrant de part et d'autre depuis 9 —0 jusqu'a ® — 7, et obser- 
vant que dans ces deux limites V s’évanouit, on aura d’après 
l'équation (1), 


(4) (Ain) PC) (2) AP (A) (Ain) P(A—1) = 0. 


Cette équation donne Ja loi générale qui ie entr’eux trois termes 
consécutifs quelconques de la suite P., P,, P,, etc. ; elle fait voir 
qu'il suffit de connaître deux termes de cette suite pour déterminer 
tous les autres ; mais il y a des précautions à prendre , suivant les 
différens cas , pour que l'erreur qui peut exister sur les deux termes 
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connus, ne se multiplie pas dans le calcul des autres termes, 
de manière à rendre bientôt les résultats entièrement défectueux. 
; : n.n—+1 n+-à— 1 
155, Sion fat P()=————— © .A(A) , et qu'on substi- 
tue cette valeur dans l'équation (4), on aura 
n—1° 2 à LE 
(5) (a +) PAG) — (ie) À (+ AI) = 0. 
Cette équation exprime pareillement la loi qui règne entre trois 
termes consécutifs de la suite A, , A, , À,, A,, etc. En supposant 


cette suite connue, le développement de D" serait donné par 
la formule 


D = A,—+ 24. “A, COS P + 24°, — Pat COS 2® 
Lac MMS 4 0 3® + etc. 


Lorsque À est tres-grand, l'équation (5) donne à tres-peu près 


A (AH 1)= ÈE A(A)— LA (A — 1); 


d’où l’on peut conclure que la série A,, A,, À, , etc. doit se con- 
fondre dans les termes éloignés avec une série récurrente dont 
tir a 
a 


1 
échelle de relation est - » — 3 Celle-ci aurait pour terme 


À r 1 L e e. - 
général a + 6 ) , æ et 6 étant des coefficiens constans. Ainsi 


À 
lorsque À est très-grand , on doit avoir aussi À (A) = « + € (=) 
Mais comme, d’après l'équation (2), la valeur de A (A) ne doit 
contenir aucune puissance négative de a, il s’ensuit qu'on a 6 — 0. 
et qu'ainsi À étant très-grand , on aura A (A) — 4, ou À (A) égal 
à une constante. Cette constante se détermine en faisant À infini 
dans la valeur générale de A (A ) donnée par l'équation (3), 
laquelle est 


(6) ALAN 1 She ee pe ren AEAsRE Art) 


1° A1 SEM A LT, à La 


et on a par cette supposition À (2) = (1— 4°)". Mais ce résultat 


—— af+ etc. 
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n’est que le premier terme d’une série propre à exprimer la valeur 
générale de À (A), lorsque À est très-grand. Voici comment on 
parvient à cette série. 

156. Faisons pour abréger, AHiI=N,A+2—2",'etc., et 
supposons 


A G)=a(i+5 + md ie + ete.), 


A7 À 


c',c",cl', etc. étant des coefliciens indépendans de À; cette valeur 
donne 


Péri) rare re mn en + etc.) , 


AAA xx" TE TT 
3c" 

À (A+1) RUE À (A2) — — 4 FN &. Hdi p Le —+ PUUNE —- etc. ); 
multipliant le second membre de la dernière équation par À’, et 
observant que À — À" — 2= A!"— 5 — A'— 4, etc., on aura, 
après avoir divisé par À, 


AG) A Gta} (5 CD EE CE ete) 


XNA A AR AA! AMEN DA 


Maintenant si on met l’équation (5) sous cette forme : 
0 A(A) —A (tr) —a[A(HI)—A (to) HT a A (242), 


et qu’on substitue les valeurs précédentes , on aura une équation 
qui devant être identique, donnera les équations de condition 
(ia) c! = (n°—n) 4, 
2 (1—a°) ©" = (n°—n—2) a°c!, 
3 (1—a*) c" = (n°—n—2.3) a°c", 
4 (ia?) "= (n°—n—5.4) ac, 


etc. ; 


d’où l’on déduit les valeurs des coefficiens 


à: ND. —1 a? 
1 * 1— a? 
c" n+1.1—2 a pk 
2 Ta M? 
2 
c" n4-2.n1—5 Poe jt 
: 3 TUE 7e 3 


elc. ; 
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donc on a la formule di 
AE (a 
T—1.n—0 n.n+1 à 
(7) mr ALT SUMMER (5) 


n—1.n—90.n—8 nntin+e en] A 
qe 1025 MR ASE 2-08: (EE af A, PAG 


Cette suite a l'avantage de se terminer d'elle-même, toutes les fois 
que z est un entier positif ou négatif; mais si » est fractionnaire , 
comme nous le supposons , elle s’étendra à l'infini et ne sera con- 
vergente dans toute son étendue et pour toute valeur de À , que lors- 
qu’on aura a° << 1—a* ou & <<. 


157. Dans tous les cas, si À est fort grand , on aura une valeur 
très-approchée de A (2) par les premiers termes de la série, qui de- 
croitront alors d'une manière rapide. Dans cette hypothèse, si on 
prend le logarithme de A (À), et qu'en négligeant les termes qui 
ont pour diviseurs A, A etc., on réunisse deux termes tels que 


PH en un seul 


, On aura 
ee 


log A(A)=— 2 log (1 — a) + NE. 
D'un autre côté la valeur de P (A) peut en général se mettre sous 
la forme 
PRE TE nt x 
PE CE Na US 
et puisque À est supposé très - grand, on a par la formule de 
la page 63, 


F + n N° — N° — 71 — on 
log LE = (2 — 1 ) log à + EE ja 


12° 


donc on aura 
Aloga+-(n—1)log A —nlog (1—a)— log Ta 
(8) HE PA) A PRE BCE De 


Sn 2 1 A(1—a)+1? 


3 
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L » A , 4 à 1 
valeur qui doit ère exacte aux quantités près de l'ordre =, et 


dans laquelle il faudra multiplier les deux termes algébriques par 
0,43420, etc., si on veut que les logarithmes de cette équation soient 
considérés comme logarithmes vulgaires. 

On peut donc, à l’aide de cette formule , connaître d’une ma- 
nière aussi prompte que facile, un terme éloigné quelconque 
dans la suite P,, P,, P, , etc. Si par exemple on fait À — 100, 
a—=,n—;, On trouvera log P (100) — 8.6450984 et P (100) 
— 0.04306412 ; c'est la valeur très-approchée du 101" terme 
de la suite dont il s’agit. 


158. Revenons au calcul effectif des coefficiens P,, P,, P,, etc. 
Lorsque a sera assez petit, on pourra se servir des formules (2) 
ou (3) indifféremment, pour calculer les coefliciens successifs qui 
seront donnés alors par des séries convergentes ; mais il suffira 
de calculer directement par ces séries les termes alternatifs P,, P,, 
P,,P:, etc., et on en déduira les intermédiaires P,, P;, P;, etc., au 
moyen de l’équation (4) qui donne en général : 


P = ( A —) P CH) + (+ 2) P (a) |: 


celte équation est d'un usage également sûr, soit que a soit très- 
petit, soit qu'il diffère très-peu de l'unité. 

Si on se bornait à calculer les deux premiers termes P,, P, par 
les séries qui les représentent , et qu’ensuite on se servit de ces deux 
premiers termes pour calculer les suivans par l'équation (4), les 
erreurs se multiplieraient dans ces diverses opérations, avec d'autant 
plus de rapidité , que a serait plus petit. En effet, les erreurs abso- 


lues sur P, , P:,P,, etc. pourraient croître suivant la progression 
1 ] 


1 , . \ 
— =» 5 CLC.; Et Comme ces termes eux-mêmes décroissent à peu 
ax ah ar 


près suivant la progression a , a°, «&, etc. , l’erreur relative pourrait 
augmenter d’un terme au suivant, à peu près dans le rapport de 1 


Fa DS | Ê . « . , ° 
à —, erreur qui ne larderait pas à produire des résultats entière- 


ment défectueux. 
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Lorsque a sera très-près de l'unité, les séries comprises dans les 
formules (2) et (3) seront très-peu convergentes , et il faudra en 
calculer un grand nombre de termes pour avoir, avec un degré 
d’approximation suffisant , les deux premiers coefficiens P, , P, ; mais 
dans ce cas, on pourra se servir de l’équation (4) pour calculer les 
coefficiens suivans P, , P,, P,, etc., et il ne sera pas à craindre 
que l'erreur augmente notablement d’un terme au suivant. 


159. Au resle on peut éviter les longueurs du calcul par séries , 
en déterminant les deux coefficiens P,,P, par les quadratures qui 
PTT le LE 1 fPdg 1 fdgcoso Fe S “ADS 
représentent les intégrales HER [Re , prises depuis 9 —0 
jusqu'à @ — 7. Mais dans le cas où à est peu différent de l'unité, 
la quantité D devient très-petite lorsque @ est très-petit; ainsi l'or- 
donnée de la courbe qu'il faut quarrer , serait très-grande vers 
l'origine des abscisses. Pour obvier à cetinconvénient , nous obser- 

. , 1 À L r A ’ e LA 
verons que l'intégrale / _ £ peut en général ètre déterminée 
par l'intégrale f D"—'d cos A® | puisqu'on a (pag. 376, III° Partie) 


[< COS AP __n.n+-1.n+4-9,...,.n+Aa—1 


Dis lui 08e LR NET 


(ia)? [D d? cos Ag. 


Soit donc f D" d? cos A9 — 7M (à), et on aura 


P (à) e n.n+1.n+-2..... nH-a—1 M (à) 


A. dl 9 le (ia) 


Ainsi tout se réduit à trouver la quantité M (à) pour les deux valeurs 
A=0 , A=1,eton aura les deux coefficiens cherchés : 


M, DANS 1) M 


r 
(1 — a)" 2 nn) 7 (1—a "1 


Er 


Or quelque petit que soit 1 —a, on pourra toujours trouver par 
les quadratures , des valeurs aussi approchées qu'on voudra de M, 
et M, ; mais pour faciliter les calculs, il sera bon de supposerr>1, 
afin que l’ordonnée D"—* cos A9 de la courbe à quarrer , reste très- 
petite lorsque @ — 0, ce qui n’arriverait pas si n était € 1. 
Cette condition au reste est facile à remplir dans tous les cas ; 
car on verra bientôt que le développement de DT” peut tou- 

jours 
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jours se déduire, par un calcul très-simple , du développement 
de Dr. 


160. Il y a encore une autre manière de calculer les coefficiens 
P (à), laquelle a l'avantage de réussir également lorsque a est très- 
petit et lorsqu'il est très-près de l’unité. Supposons qu’on veuille 
prolonger la suite P, , P,, P,, etc. jusqu’au terme PA); on calcu- 
lera directement les valeurs de A(m—1) et A (m) , par l’une ou 
l'autre des formules 


n n+A 1. =] À. TA 1 
n+A ni nana EPACS 


DU 1 CL: 1.2 ATARI A Ta 
(9) 
AGDE Ga) TE 8, EE at 


Ces deux termes étant connus , on en déduira tous les précé- 
dens , depuis À (m—2), A (m—3)...... jusqu'a À, , au moyen de 
la formule (5) qui donne 


A (A—1)= A(A) + a? [A (A) — AH: )] + ——— 


N° —n 


À NO :) 


Il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans la formule 


a A (A+1). 


= À, + 24. EX COS @— 24°. - À, cos 2@ 


Lee À, cos 39 + etc., 


et on aura le developpement cherché de D”. 


Dans cette méthode, les quantites A, , A,, À, , etc. sont évaluées 
avec un degré presqu'’égal d’exactitude, parce que la formule dont 
on fait usage ne permet pas que l'erreur augmente beaucoup en 
calculant les premiers termes par les deux derniers. Il arrivera donc 
que les coefficiens successifs P,, P,, P,, etc. seront déterminés de 
plus en plus exactement à mesure que la série se prolonge plus 
loin ; car les erreurs absolues étant les mêmes à peu près sur les 
coefficiens A(A), elles seront atténuées progressivement dans le 


rapport de 1 à &, sur les coefficiens P (à). 
36 


et. Jus Li. 
# 
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161. Ayant représenté le développement de D7* par la formule 


D-"—P,+9P,cos ® + 2P, cos 29 + 2P, cos 39 + etc., 


# 


supposons qu'on ait semblablement 

D = Q, + 2Q, cos ® + 2Q, cos 29 + 20, cos 39 + etc. , 
Q (A) étant la même fonction de 7 + 1 que P (à) est de 7. Nous 
allons faire voir que ces deux suites se déduisent aisément l'une 
de l’autre. 


: = APP - «2 sin À 
En effet, si on différentie la quantité V —  ; on aura 
Li 


d@ cos 19 ml d@ cos(a+L1)® Hyde (a—1)9. 


ANR Dr ARS 


D+: D'+: ? 


intégrant de part et d'autre depuis 9—0o jusqu'à ® = 7, et ob- 
servant que dans ces limites V s’évanouit, il viendra , d’après 
F4 » 

l'équation (1), 


0 = AP (à) + na [Q(AHI) — Q(Aa—:)], 
ce qui donne 
(10) P(A)= = [Q(A—1)—Q(A+:1)]: 


ainsi On a successivement 


D 
I 


na (Q— Q, ), 
P, — = (Q—Q@), 


Ps = 3 (Q—Q);, 


etc. 


A l'égard du premier terme P, , il n’est point déterminé par cette 
formule ; mais comme on a D"— ({ 1 + a — 24 cos D Des 
on muluüplie la suite Q, + 2Q, cos ® + etc. par 1 4° — 24 cos p 
et qu'on réduise les produits de cosinus en cosinus linéaires , æ 
trouvera que le terme indépendant de @ est (1—a?) O — 

qu'ainsi à a ÿ Paie Tr Qu sé os 


(11) Pe = (144) Q — 2aQ:. 


DEC ? —… 
L : 
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Ces formules offrent; comme on voit, un moyen très-facile de 
déduire les coefficiens P, , P, , P, , etc. qui répondent à l’exposant #, 
des coefficiens supposés connus Q,, Q,, Q, , etc. qui répondent à 
l'exposant 7 + 1. 


162. Réciproquement si on veut déduire les coefficiens Q (A) 
qui répondent à l'exposant 72 + 1 , des coefficiens P (A) qui ré- 
pondent à l’exposant » , il faudra d’abord déterminer Q, et Q,; au 
moyen des trois équations 


P, = (1+a)Q, — 24a0,, 
Fe (0 200), 


G—n)Q = 2 Q—(i+n) Q 

Ces équations donnent 
(i—a)Q, = (1+a)P, + 
(1—a)Q, — 2aP, + — (1 + a)P,, 


4 Lo | 
STI 


LL 


ou plus simplement encore 


n— 1 


Fan P, 
Q+HQ = ———"— 
(12) Se EN , 


P, — - ts 
RIT QE mue 


Connaissant Q, et Q,, on calculera les termes suivans Q,, Q:, etc., 
au moyen de l’équation (4), dans laquelle il faudra changer nr 
en 21 et P(A) en Q(A), ce qui donnera 


(15) (An) QG +1) = LT 2Q )— (AH n)Q (A — 1). 


163. Mais on peut pour le même objet contruire des formules 
plus commodes et qui serviront à calculer immédiatement les 
coefliciens Q(A), Q(A+H 1), par le moyen des coefliciens corres- 
pondans P(A), P(A+ 1), P(A— :). 
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Pour cela je tire de l'équation (10), 
AP(d) = na[Q(a—1) — Q(AHr)], 
AH)POH:) = na [QA) — QA+2)]. 
D'ailleurs l'équation (13) donne | 


(A — ») Q{Hr) = ET QU) — (Ar) QU —A) , 
(AH1—n)Q(a+2) = IE (apr JQAH1)— rm) Q UD 


De là résultent deux valeurs de Q(A) exprimées , l’une par les deux 
termes P(A), P(A+41), l’autre par les deux termes P(A—1), P(A); 
ces valeurs sont 


QG) — ZE = CRE 


(r 4) (a+n—1)2aP(a—1)— (a—n)(1 +æ)PO) 
QU EL 


La combinaison de ces deux formules en donne une troisième plus 
commode dans la pratique, savoir : 


(15) = LC Pre 2 ani PO (+ ani ÿP@4) | 


Dans le cas de 2 — +, cette formule se simplifie et donne ce 
résultat remarquable, 


(16) QO = 7 (22 pus =) [P(A—1)—P(a+1)]. 


164. Nous observerons que les équations (14) peuvent se mettre 
sous la forme suivante , plus commode pour le calcul numérique, 


(Ha) PQ) — G+i—n) P(+ 2h 


— 


| QQ) + QU) = Enr 
1 
+n)P 2i—n) P 
Q(A) — QAtr) — a 
Dans le cas de r—+, ces formules se simplifient encore et 
deviennent 


QG) + QAH) = AE [PA) — PO), 


(18) 241 
QQ) — QAH) = ES PO) + PA) 
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Le cas de 2—: qui donne lieu à diverses simplifications, est 
celui qui s'applique spécialement au calcul des perturbations des 
planètes ; il est susceptible d’être résolu complètement par les 
fonctions elliptiques. 


165. En effet, si l’on suppose p— #7 —24 et c — , on 


(3488 
G+a} 
aura D —(1+a)(1—c'sin\) , et les valeurs de P., et P, , données 
par la formule (1), seront 


pu Qt (sure 208 LARIS 
P. = er 4 de o 
p 1 24 cos24 Ÿ 
; Lu RE Er ep 4 


or, par les formules de la première Partie, on trouve 


I Îl 
& 


I 


2F'c 
56 
(19) DE (1+ a°)F'c— (1+a) E'c 
PUIT æa(1+-a) Pts 


Les fonctions complètes F'c, E'c sont rapportées au module c; 
mais il conviendra de les exprimer par des fonctions semblables 


rapportées au module c«—4, puisqu'on a c — EE Or par les 
formules de la page 88, première Partie, on a 
F'e = (1+c)F'e — (1+a)F'a, 
E'c = (140 )E'c — BF'c = Et (1—a)F'a, 
valeurs qui, étant substituées dans les formules (19), donnent 
plus simplement 


[ 


F'a, 
(20) 


BIS DIS 


p: 
P, — = (F'a —TL'a). 


166. Nous rappellerons ici que pour calculer les quantités F'4, 
E'a , il faut d’abord former la suite décroissante a, 4°, a°°, a°**, etc., 
par la méme loi que la suite des modules c, c°, c°°, etc. Faisant 
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ensuite 


2 a° 2 a°° D) a°°° 
K = EVER MES és loto 
a € a 
a? a°a°° a°a°°a°°° 
H=KE+HS + Re + etc.), 


on aura, suivant les formules démontrées dans la première Partie, 
F 
Fa = KW, 
2 
MST RP La 1 
La a R (1— La) — - H:3a?. 


De là résultent ces valeurs très-simples des deux premiers coefh- 
ciens P., P,, 


] 


CRISE 
«a 
ensuite par l'équation (4) on trouve le troisième coefficient 


P, = 5SaP, + 5H. 


| 


Substituant ces valeurs dans les équations (12) et (13), on en 
déduira les valeurs suivantes des trois PRES coeffliciens Q,., 


Q,, Q., nécessaires au développement de D 


K —@H 

QUES 
Q, — Q. EU, 

) 2 O9 

Q, = iQH+IX 

a+= 


Ces formules sont disposées de manière à rendre le calcul numé- 
rique des premiers coefliciens aussi facile qu’il est possible. Nous 
en donnerons bientôt des exemples. 

Les valeurs précédentes supposent que la différence 1 — a n’est 
pas très-pétite, et dans cette hypothèse on n'aura jamais à calculer 
qu'un petit nombre de termes de la suite a, a°, a”, etc., pour 
parvenir à des résultats aussi approchés qu’on voudra. S'il arrivait 


| vai dti éd ubil 
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que 1—a füt très-petit, on ferait usage des formules (19), où 
1— c est encore beaucoup plus petit que 1— 4, et on substituerait 
dans ces formules les valeurs de F'c et E'c, calculées suivant les 
méthodes que prescrit pour ce cas la théorie des fonctions elliptiques. 


167. Nous avons fait voir quels sont les procédés les plus simples 
pour calculer les divers coefliciens P(2), Q(A); qui servent à dé- 
velopper les deux puissances consécutives D", D". Si on avait 
à développer un plus grand nombre de puissances successives, telles 
que D", D", D", D"-$, on commencerait par la puissance 
la plus élevée, et faisant 2—m+5, on calculerait les coefliciens 
successifs P,, P,, P,, etc., qui répondent à cette valeur de x. 

Connaissant le développement de D”, 1l faudra en déduire suc- 
cessivement celui des puissances précédentes D"+', D"+2, etc. 
Pour cela il faut observer que si on a égard à la variabilité de 7, 
la fonction P(A) devient une fonction de deux variables et devra 
êlre désignée par P(A, 7). Or les coefficiens P(A,7—1) se dé- 
duisent des coefficiens P(A, 7) au moyen de la formule (10), qui 
peut être exprimée ainsi : 


(21) P(A, n—1) — Fée [P(A— 1, 2) — PO, »)]. 


Cette formule ne ferait pas connaitre la valeur de P(o, 7—:1); 
on y supplée par l'équation (11), qui donne 


(22) P(o, n—1) —= (1+a°) P(o, 7) — 2aP(1, n). 


Au moyen de ces deux formules on déterminera les coefficiens 
P(Aa, 7— 1), en supposant connus les coefliciens P(A, 2); on cal- 
culera de même les coefliciens P(A, 7—9), par le moyen des 
coefliciens P(A, 2—1), et ainsi en rétrogradant, jusqu’à ce qu’on 
ait les coefliciens de toutes les puissances de D dont on demande 
le développement. 

Nous proposons de commencer par la puissance la plus haute, 
parce que les puissances inférieures se déduisent avec facilité des 
supérieures , au moyen des formules (21) et (22). 


108. On pourra aussi, si on le juge à propos, suivre une marche 
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inverse, c'est-à-dire calculer les coefficiens P(A, 71) par le 
moyen des coefliciens P(A, 7) supposés connus. C’est ce qu’on 
exécutera par les formules (17), qui peuvent être mises sous cette 
forme : 
, 1)— —n)P 

P(A, ner) HP(A, nr) = LPC n) _— n)E (AE | 

23 
__ CH}POQ, n}+0G+H+i—n)P(a+ 1, n) 

P(A, n+1)—P(a+ 1, n+1) ee  atnientiehé)" et ia « 
Il est visible que les mêmes formules serviront à déduire les coefli- 
ciens P(A, »—+2) des coefliciens P(A, 7—+ 1); ainsi le développe- 
ment connu de D” fera connaitre le développement des puissances 
SucCessives LD DM Dm ne telC: 


169. On a vu que deux transcendantes connues dans lasuite P,, P,, 
P, ,etc., suflisent pour déterminer toutes les autres représentées par 
P(A) ou P(A,7), et par conséquent pour avoir le développement 
complet de D". Ces deux mêmes transcendantes sufliront donc 
aussi pour déterminer tous les coefficiens représentés par P(A, 74), 
et par conséquent pour avoir le développement de la puissance 
D"<*, Æ étant un entier quelconque. 

De plus, si l’on compare entr’elles les deux valeurs de A (à) 
ou A(A,72), données par les formules (9), on trouvera immé- 
diatement 


A(A;,n)=(i1—a)T"A(A,1—n); 


d’où résulte la formule 


/ 


C4) Pan) arr enaen x0 


PCA, in)  1—n.2—n.3—n....2—n 


CD 


laquelle revient à l’équation générale de la page 576, II° Partie. 
En vertu de ce théorème , on connaîtra toujours exactement le rap- 
port des deux fonctions P(A,n), P(A, 1 —n); de sorte que l’une 
peut être déterminée par l’autre. Ainsi le développement de D-'+" 
peut être déduit immédiatement du développement de D=", et 
réciproquement. 

Donc les deux transcendantes qui suffisent pour déterminer en 
général les diverses valeurs du coefficient P(A, 2), suffiront aussi 


pour 


CINQUIÈME PARTIE. $ XIL. 289 
pour déterminer toutes les yaleurs du coefficient P(A,1—%2), et 
par conséquent encore toutes celles du coefficient P (à, + k—n), 
Æ étant un nombre entier quelconque. 

Combinant ce résultat avec celui qu’on a déjà trouvé, on voit que 
les deux transcendantes qui servent à former le developpement 
complet de D", suffisent en même temps à former le développe- 
ment tant de la puissance D"*+#* que de la puissance D'", k étant 
un entier quélconque. 


Voici maintenant quelques exemples qui serviront à faire voir 
plus clairement l'usage de nos formules. 
170. Exemple I. Soit a — 5, et soit proposé de développer 
. RES ; 
les deux puissances D7=, DT ; le tableau suivant donne les valeurs 


des coefficiens successifs, jusqu'à ce qu'ils deviennent trop pelits 
pour entrer dans le 10"*° ordre de décimales. 


x P(A, +). P(A, 5). 


| 


1.00251 41609 100 | 1.02285 64089 598 


re) 
1 | 0.05018 86804 878 | 0.15285 40606 972 
+ 2 | 0.003576 57288 143 | 0.01908 27992 044 
3 31 38764 871 222 49281 242 
4 2 74676 494 25 02099 7091 
5 24722 O60 2 75161 704 
6 2266 407 29803 823 
7 210 461 3192 836 
8 19 732 359 203 
9 1 864 35 758 
o | 3 759 


A 


Les termes de la seconde colonne ont été calculés par la formule (2), 


en faisant 2—+, et donnant à À les valeurs paires o,2,4,6,8, 10 ; 


on en a déduit les termes intermédiaires par la formule de l’art. 158. 
Ÿ7 
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La seconde colonne étant ainsi formée ,son s’en est servi pour calcu- 
ler la première au moyen des formules (21) et (22). On connaît done 
par ce petit tableau , le développement des deux puissances consé- 
: NES | ds ; 
cutives D73 ,; D'?, pour le cas de a — =; de manière que l’er- 
reur de la série ne pourra jamais s'élever à une unité décimale du 
dixième ordre. 
171. Exemple IT. Soit a — +, et soit proposé de développer les 
3 


deux puissances D-5,D- 

On pourrait exécuter les calculs comme dans l'exemple précédent, 
parce que les suites tirées de la formule (2) seraient encore suflisam- 
ment convergentes ; mais si on veut obtenir des résultats exacts 
jusqu’à la douzième décimale environ , on y parviendra plus prompte- 
ment par les formules de l’art. 166. 


En prenant pour module a — 2= sin e la théorie des fonctions 

elliptiques donne les valeurs suivantes: 

K = 1.073518 20071 494, 

H = 0.03855 03887 041; 
de la on déduit, par les formules de Particle cité, 
P(o,+) = 1.073168 20071 494 | P(o, ?) — 1.89074 56197 305 
P(r,:) = 0.277953 30989 634 | P(1, 2) — 1.29025 00150 137 
P(2,2:) = 0.10549 44958 892 | P(2,?) = 0.77901 32218 770 
On continuera le calcul des quantités P (A, ?) par la formule 


(2A—1)P(A+:,5)=5AP(A,3)— (221) P(A— 71,5), 


et on en déduira les valeurs de P(X, =) par la formule (21), 
ce qui donnera les séries de ces coefliciens, comme on les voit 
dans le tableau suivant. 
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| P (2,2). 


| 


-07518 20071 494 | 1.809074 56177 
.27595 30989 634 | 1.209025 00150 
.10549 44958 8092 | 0.77901 32218 
.04422 91324 002 .-44629 40479 
.-01942 55009 368 | 0.24826 36330 
00876 28991 039 .13551 80329 
00402 37244 696 07300 56509 
00187 07572 266 03804 86456 
00087 78723 217 -.02062 44486 
00041 49137 923 | 0.01085 67313 
.00019 72258 518 | 0.00568 75521 
.-00009 41871 684 | 0.002906 76972 
.00154 33167 


D) Om © 


5 
4 
5 
6 
7 
8 


CO OLROtOMOROMONONOROCMORE 
O OR O 0 Or OC Om OO 


172. On peut vérifier ces résultats en calculant les derniers termes 
P(11,3), P@2,£) par la formule (2), ou encore mieux par la 
valeur de P (A) que fournit l’équation (7), savoir : 


anti. nl —1 a 


71 
LES MAL A es ( GEST 1 (A+1 1—0°? 
(25) dar N—2 nn a? 
LME PEN TS TPE 
On trouvera de cette manière , en poussant l’approximation jusqu’à 
la treizième décimale, . 


ptet). 


PA11,5) — 0.00009 41871 680, 

P613,2)==10; 00154 53107407. 
L'erreur des résultats précédens ne se fait donc remarquer que 
dans le 11° ordre de décimales sur P(12, £) "et dans le 13°° seu- 


lement sur P (11 ,+). Elle pourrait être plus considérable, sans 
qu'il y eùt une erreur d’une unité sur la dernière décimale des 
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valeurs de P,, P,, P,, d’où l’on a déduit toutes les suivantes P,, 
P,, etc., parce que la formule (4) qui sert à faire ces calculs, a 
l'inconvénient , comme nous l’avons déja remarqué , de faire croître 
les erreurs absolues suivant une progression à peu près géomé- 
trique dont la raison est au moins = ; d’où il suit qu'après un 
nombre de termes peu considérable , les résultats deviendraient en- 
tièrement défectueux. C’est au reste ce qu'on éviterait en suivant 
la route indiquée art. 160 , mais les calculs seraient plus longs. 

: En jetant un coup d’œil sur le tableau précédent, on voit que les 
deux séries tendent de plus en plus à se confondre avec une progres- 
sion géométrique dont la raison est + ou a. On prévoit dès-lors de 
quelle grandeur à peu près seraient des termes beaucoup plus éloi- 
gnés , tels que P(21,5:),P (22, +); ces termes se trouveront 
directement, et avec une approximation assez grande, par la for- 
mule (8) qui donne 

P (21,1) — 0.00000 00671 35, 
P(22,5) — 0.00000 141203. 
On voit de cetie manière jusqu'où il faut prolonger les deux suites, 
pour que les termes deviennent plus petits qu’une linfite donnée. 
175. Exemple IIT. Soita= 0.7253323 , et soit proposé de déve- 
: x : . it Enr: 
lopper jusqu'a neuf ou dix termes les puissances D72, DZ. 
On calculera d'abord, par la théorie des fonctions elliptiques, les 


modules décroissansa , &, a, etc. , et leurs complémens b, b°,b°, etc.; 
ce qui donnera les logarithmes suivans : 


HER ENS 9:85933 78587 0774 b...... 9.83916 37438 4132 
GRAS 9:26264 53174 3080 b°...... 9.090259 66675 9680 
d°,..:. 7.093060 24235 4992 a NT 9-09998 42257 9754 
a... 52295016.06818/3109 1°%,... 0.009999 99909 2837 
a°% ,,. 7.023235 06436 2327 b°°%,,, 0.00000 00000 0000 


On voit que, quoique a soit assez près de l'unité, il ne faut ce- 
pendant prolonger la suite des modules que jusqu’au quatrième 
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terme , pour avoir les quantités cherchées K et H approchées jus- 
qu’à la quatorzième décimale. 

Calculant en effet ces quantités par les formules K=/(; : brbrebsee), 
2. a° æa°° A0 °0°9 
H= KE art ë ), on aura 
log K — 0.07670 85737 4070, 
K = 1.193518 71668 9482, 
I — 0.10969 09424 8484. 
En partant de ces valeurs , et suivant la même marche que dans 
l'exemple précédent , nous avons formé le tableau suivant qui con- 
tient les valeurs des coefliciens calculés avec dix décimales, jus= 
qu'au neuvième ou dixième terme. 


PA ES). PAS 
.19318 71669 | 4.909626 29528 
47120 69097 | 4.453583 71725 
.26578 97663 | 3.693538 48434 
.16167 14479 | 2.97708 08367 
.10339 42358 | 2.535232 94425 
.06779 32509 | 1.835355 74847 
04518 70701 .-41509 40952 
.03047 27436 -08390 91672 
.-02075 00563 |.0.82529 82154 

| 0.62536 34889 


Q'rOTOLOTORO!O TE 


O 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


Le peu de convergence de ces séries exigerait qu’elles fussent 
poussées très-loim, pour que les coefliciens devinssent négligeables, 
On on jugera par la formule (8) qui, étant appliquée au cas de 
A 50 , donne 

P (50,2) — 0.00000 00105 733, 

P (50, +) = 0.00000 11659 555. 
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174. Puisque la théorie des fonctions elliptiques peut faciliter 
beaucoup la détermination des coefliciens P (A, 1) et P(A,5), 
dans le cas où a est très-peu différent de l'unité , il importe d’exa- 
miner avec soin les conséquences ultérieures qu’on pourrait déduire 
de cette théorie. 

Soit donc propose la quantité D: — (1 Ha — 24 cos ® ÿ: ; je fais 

2/a soie Le . x 
p—2d—7,c— et et jai Di=(1+a)(1—c sind}, ou 
D'—(1—+a) A, en faisant A= ÿ/(1 —c°sin* À). 

Du module c qui a pour CAO DE VAT c*), on déduit 


le module suivant c° par la formule c° — laquelle donne dans 


DE Æ d 
ce cas c— a, et son complément = y(1—4°). Si ensuite on 
prend une nouvelle amplitude 4° qui satisfasse à l'équation tri- 
EAP AIS lang (°— À) = b tang 4, ou qui soit donnée par 
a suite 


d°=2$ — a sin 21 + a? sin 4% — + a sin 64 + etc., 


on aura la transformée suivante, où A° représente y/(1—c°°sin° 4°), 


(26) pue VE le ut 


Mais si on fait a°— Eve 3 D°= 14 0°—20 cosQ°, p°—2N°—7, 
VD? 


en aura semblablement (D°}: LE CU) NS ONE NS Fa a 
a° 


donc D * ou 


(27) (14 a? —2a cos Q) * 2 — (an ce en” PRE 


175. La relation directe entre @° et @, par laquelle on obuent 
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Cette transformation , est contenue dans l'équation IL 
tang (1®—19) = b cot + y. 

Mais pour qu'il n’y ait pas lieu à ambiguité, quand on veut déter- 
miner ®° par le moyen de ® , il faut imaginer que l’arc @ augmente 
indéfiniment depuis la valeur zéro jusqu'a tant de circonférences 
qu'on voudra. Cela posé, l'arc @° devra satisfaire à l'équation 
sm(p+irm—19 )—asin(:zr<+1+1:®); d'où l’on voit qu’en dé- 
signant par 8 le plus petit des arcs qui ont a pour sinus, la quantité 
+ in —:p sera toujours renfermée entre les limites +6 et 
— À, de sorte qu'on pourra supposer g° = 29 + 7+8Ûsin A, 
À étant un angle qui varie avec ®; c’est aussi ce qui résulte de 
la série 


LD —=i7 + p+ a sin p++a sin 29 + + af sin 39 + etc. 


Maintenant comme « sera toujours plus petit que 4, puisqu'on a 


SR MORE) ; °\2 
ne es la fonction (D°): se développera en une suite 


L, + 2L, cos ®° + 2L, cos 29° + 2L, cos 39° + etc., 
dans laquelle le coeflicient L (Æ) est en général la valeur de la 
fonction P(k, x), lorsqu'on fait z=——+ et qu'on met 4° au 
lieu de a. 
Dans le cas de l'exemple IIT, on a 4° — 0. 18308 ; ainsi la suite 
L., L,,L, , etc. doit être fort convergente ; on trouve en effet le 
terme L,, — 0.00000 00007 733. 


1 
Cette suite étant trouvée , le développement de D *, ordonné 
suivant les cosinus des multiples de g°, sera 
set 1 et 2L, cos @°+ 9L, cos 2@°+ 2L,; cos A el 
7 G—a)(i+a) + 2 /a°.sin +@° 
On pourrait , pour plus de symétrie , mettre au lieu du terme 
24/a°.sinr+®°, sa valeur 


4 Va 2 cos@® 2 cos 2° 2 cos 39° ); 
T GC — 10 ET NOTE GT 


(28) DT? 
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mais cette suite n'étant pas suffisamment convergente , il vaut mieux 
ne rien Changer à la formule. 


3 « 
176. Sion voulait avoir le développement de D’ *, on le dédui- 


fait aisément de l’équation (1— 4°) D = —A°— 4 cos A°, qui, étant 
élevée au cube , donne 


(1—a) D'#— A (a+ 3a cos® L°)— a cos À° (31° at cos" d°). 
Mais on a A®%= 1 — a+ a? cos* 4°, d’où 
A° (A°% + 3a* cos® 4°) — 3A%— 3 (1 — 4°) 4, 
a cos 1° (3A°° + a cos A°) — 4 cos 34° + 3a cos 4°; 
donc 


3 
(Gi—@ D = 4A%— 5 (1—a°) À° + 3a cos À° + af cos 3°. 


oY 


Substituant les valeurs A° — 
1+a 


rer PU = - + ®°, il vient enfin, 


3 1 
4(D) 3 G—& (DY 
(1+a°Y 1+-0° 


3 ; É 
1d$D 2: — 34 sin + ®° 4 Sin = 0°. 
P] 2 


Or on a déjà fait (D: —=L,+2L,cos®+L2L,cos29 ARCS 39°+-etc. ; 
supposons qu'on ait semblablement 


(D-}: = M,+ 2M, cos ®° + 2M, cos 20° + 2M, cos 5@° + etc. , 


on pourra déterminer les coefficiens M,, M, , M, , etc. d'apres les 
formules (8) qui donnent : 

(1+a®)L—oæL,, 

rer es a (L.— L,), 

FER + & (L,—L:), 

TR Ch (L, — L, ); 


2 
ee 


eic: 


On connaîtra donc le développement de D * par l'équation 
s\3 
(1—a* 14 


‘ $ A 


1 HITS 
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(i—e} D” — he (Me +-2M, cosp”+2M,cos2@ °+2M;cos3° etc) 
8(1—a°) 


(29) RE UT (L,+2L,cos®p®+2L,cos2p°+2L;cos5p°+etc.) 
—3asin 1@9°+añsimie"®, 
et ces séries exprimées par l'angle @°, seront en général beaucoup 


plus convergentes que celles qui sont exprimées immédiatement 


par l'angle 9. 
177. On pourrait ultérieurement réduire le développement de 


D7* à celui de (D°)*, dans lequel les coefficiens décroitraient 
encore plus rapidement , puisque a°° est beaucoup plus petit que 4°, 
et il serait facile de continuer à volonté ces réductions. On a en 
effet les équations successives. 


(1—a) DT? — à sin 1° + te (D°}, 
D = — a in 1 @ + (D), 
(D): = — °° sin L p°°° + g TS (D°°}: ; 


etc. 


d'où résultent ces valeurs de (1 —a°) D * 


De : es 

(1—æ)D 2 — a sin 1 ®—” sin 1 + —— VS rs ON $ 
— : a° a DE LE 

({i—æ) D 2 — asin} ®—- a sin + ®°°— ALES < sin + @°°° 


a a° a = 
ÉD yes 
2V/a° 2V/a°° AU, 
etc. 
Mais à cause du décroissement très-rapide de la suite a, a°, a°, 
a®, etc., les quantités D°, D°°, D°°, etc. tendront non moins rapi- 


dement vers leur limite qui est l’unité ; et à ce terme, le ii Aa 


«& «a 00 
——, ——.——— ,etc. sera ce que n , donc 
ue sv etc. se e que nous avons désigné par & 0 


o 


on aura généralement, 


(30) (a )D = E+asin1g— se —SiN 1 °°=— — VE nique ete. 
38 
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Cette formule a beaucoup d’analogie avec celle qui donne la valeur 
d’un arc d’ellipse; elle forme une suite très-convergente dont il 
suflira toujours de prendre un petit nombre de termes, et au moyen 
de laquelle on exprimera en quelque sorte rationnellement, la quan- 


: 
tité irrationnelle (1+-a*—2acos®) *. Mais ce développement a l’in- 
convénient d’être formé avec des variables @°, 9°, etc. , toutes diffé- 
rentes les unes des autres , et par cette raison, la formule est plus 
curieuse qu’utile. Il n’en est pas de même lorsqu'on s’en tient à la 
première transformation, et il est permis de croire que l'expression 


T 


que nous avons donnée de D * en fonction de l'amplitude ç°, pour- 
rait s'appliquer utilement dans quelques cas difficiles de la théorie 
des perturbations des planètes. 

178. Sil’on fait p—0 ,ilen résulte p=7, p°=37, p°= 177, elc., 
_et l'équation (30) donne 


I Ha=s+at+ 


a V/a° a da°° a V/aa a°° 
y: — DE 


"y g + elc. 


Late . Fr 1 
Ainsi on a en général cette valeur de & : 


LS aV/æ a V/(a°a°) a V/(a°a®a°°°) 

Rs MOT Er RE pau og | |? 

Cette formule qui résulterait également de la supposition = 7, peut 
se déduire facilement des formules déjà connues ; en effet on a 


Lie fie 22 Va 
DR Ha, Nr RG 


précédente peuvent s'exprimer comme il suit : 


a , etc. ; ainsi les différens termes de la suite 


Via era Va) a°° aÿ/(a°a°a°%) a°°° 
2  1<+a°? 4 7 1.10 ST aie Char ass *tc- 


On aura donc 
a° a°° a°°° 


1 
EI ——— — ———————_—— Se © me 
K 1+a° 1—a°.1<+a 1+@°.1+a%.1—+a° elc. 


Cette série, selon qu'on larrête au 2”*terme, au 5°*, au 4”, etc., 
donne successivement les résultats : 


1 1 1 Û 
1+e ? 1Ha.ita? 1H 0,1 0,1 a 2 eic. 


: de 
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Ainsi on aura en général K—(1+4°)(1+ a) (x Ha), etc., 
ce qui est la valeur connue de cette quantité. 

179. Proposons-nous maintenant de trouver les coefficiens diffé- 
rentiels de la fonction P (À), pris par rapport à a. 


d $ . es : 
Puisqu'on a en général P (A) = 2 f — € , Si on différentie 


cette équation par rapport aa, on aura 


dP (à) on fdp cos 19 
non pen re Eee RD 


ou 


dP _Q = de cos (x—1)@ , dpcos (+1) 2ad@ cosAg 
CS D: ET Drnr LES WP DT NN ° 


ce comme ci-dessus Q (A) ce que devient la fonction P(à) 
lorsque #2 se change en 7 + 1, nous aurons 


(1) PO = à [QCA—1)HQ(A + 1) — 2aQ (2)]. 


Ainsi en supposant connus les coefficiens Q,, Q,, Q,, etc. qui 
appartiennent au développement de PU on connaitra les valeurs 


_ 


successives du coefficient fenentelle ; 1] n’y a pas même lieu 


à excepter le cas de A— 0, parce qu un on a Q(—1)=Q,, 
et qu’ainsi la formule (31) donne 
dre 


a = n (20, — 2aQ.). 


180. Si l’on veut déterminer les coefficiens différentiels 


dP (à) 
da ? 


sans supposer la connaissance des coefficiens P (x, 7 + 1) qui 
répondent à l’exposant 7 + 1 , et que nous avons désignés par Q (à), 
voici commeut on pourra y parvenir. 

L'’équation (10) étant mise sous cette forme 


AG) = TOC) QC 
si on la différentie par rapport à & , on aura 


à de Q) 1 rés —Q(i—1)—Q( D 1)a FE es PE |; 


n da 
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dP (à) 
da 


substituant au lieu de , Sa valeur donnée par l'équation (31), 


on trouve 


dQG—1) _ dQ OH) __ G—) QG—1) + QG +1) Q CH) — 27Q (à). 
GOT RESTE «a 


da da 


Puisque x n'entre pas dans cette équation , on peut mettre P (1) 
au lieu de Q (à), et on aura également cette formule générale : 


(32) AD Porn GENRE 6 0PG —9XP(à). 


Elle donue successivement 


dP, dP, 

TT — : (2P,) — 2P,, 

dP, dP 
D Te = = (Pi 5P;) —4P,, 

dP, dP 

Ta — 7 = mn ( 2P,+4P,) — GP;, 
eic 


d'où l’on voit que pour calculer les coefficiens différentiels suc- 


x PAPA APT APS 

NE A RAR t RE 
, dP, 
premiers Tr Te 


etc. , il suffit de connaître les deux 


181. On a pour cet effet les deux équations 
dP 


za = An (2Q:— 2aQ.), 
dP 


M = n(Q+Q—24Q.), 


dans lesquelles il faut substituer les valeurs de Q. , Q,, Q., expri- 
mées en P, et P,, d’après les équations du n° 162; cette substi- 
tution donne 


Dore (+ ip), 
D (Po aP,— Tr. EP.) 


dal rene ai 
Mais on peut mettre ces équations sous la forme suivante, plus 
commode pour le calcul numérique , 
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dP. dP'SARME 
da zu ‘da 
(33) dP. , #dP 


1 1 
sit TE MT a [Car — 1)P, — anPe + = P, | 
Ces formules se simplifient encore dans le cas de 2— +; et donnent 
ADD aP, — PU dE Sr odP. 
(4) More os MANS 


C’est aussi ce qu'on trouverait PRE e par la différentia- 
. » . dE! Et — 1— a? F! 
tion des équations (20), en observant qu’on a —— — Dre) 

da a(1i—«) 


dE! 1 L _ 
D ta (Te) 


182. Si on veut avoir la valeur générale du coeflicient différen- 


3 


. dP - LA e , . 
Fate exprimée par les fonctions P seulement, on la déduira 
das? 


aisément des équations (31) et (14); mais voici un moyen d'y 
parvenir qui nous fournira a même temps de nouvelles formules. 


Nous avons déjà trouvé 7 —— 3e Re LMon (a— cos g) dg co re 
da De 
da DE PS 
a semblablement me CFD 37 (ce) doc )e rt qe 1e 
résulte 
dP 
Se dot 9 ture 3.2: de Fra one one Et (a—cosp}sinpsinx® |. 


Le second membre se RTE a 


do cosa® on f°do sin . : 
— =: TS [a simAp — sin (A+ 1)@], 


et au moyen de l'intégration par parties , 1l se réduit ultérieurement à 


sin(a+1 sin(a+1)p—asinag 2 [EE — ae) [* fs Ne ac pcos(a1)? 
dan Mr DE ae + —— A D’ 


La partie hors du signe est nulle dans les deux is de l'in- 
tégrale, et l’autre partie —(27+-A)P(2) — (+) P(a+-1); donc 
on aura la formule 


(3690100 OPERA es ea Ye (+) PO). 


Si on change le signe de À et qu’on observe que la formule 


(58) 
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PA) = ul ae donne P(—A) = P(A), on aura semblablement 
(56) à O2 TO Gr a) PA) HE PA — 5). 


Ces deux équations donnent par leur différence la formule (32); 


: ja Ne ‘ PCR 
mais pour en déduire la valeur du coefficient cherché ï. k il faut 
encore recourir à l'équation (4), dont la différentielle est 

dP ee 19) dP(àa +1) 1 dP(à) 1 Re 
(—1+n) + Q+in) —— RE (© +ah Nu +2 pPO=; 
et par la NE de. ces trois équations,.on aura 


A 


7) Ga) 2 = (a— 1 + n) P(A— 1) — (à Æ 1 — n) P(A + 1) + 2naP(à). 


. 


D'où l’on voit que le coeflicient différentiel anse détermine as- 


sez simplement par les trois termes ne P{A—1), P(à), 
P(A+ 1) ; il pourrait se déterminer par deux seulement de ces 


\ 


termes, en éliminant le troisième à l’aide de l'équation (4); mais 
la formule qui en résulterait serait moins simple que la précédente. 


183. Au moyen de l'équation (37) on pourrait trouver la valeur 
ddP() 


de. 


du coeflicient différentiel 


, exprimée par les fonctions P(à); 


mais celte expression serait fort compliquée, et la complication aug- 
menterait encore dans la valeur des coefficiens différentiels des 
ordres supérieurs. Pour éviter cet inconvénient, on pourra former 
successivement les coeficiens différentiels de chaque ordre, à 
compter des deux premiers termes où l’on a A—o et A=1, par 
la méthode suivante, analogue à celle que nous avons suivie pour 
les coefficiens différentiels du premier“rdre, dans les art. 180 et 18r. 


De l'équation (32) on tire, par la différentiation, 


ddP(a—1) ddPA+i) Lite 1) cent dPG), 

CHA TT HUE. À a Le CAT —2P 0) | ei dati 
TU à : ddP(x) … ; 
ainsi on connaîtra les valeurs successives de ja» Si On connait 


les deux premiers termes CORPRCSr 
premier De) de 
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Or par la différentiation des équations (33) on a ces deux for- 

mules : $ aa, 
ia Pe 2P, 
ee Gr) Mas me ee LT Fe à ca 4 
(39) da ddP, ee Pan, 
(Qi+a) (= 2 APS 1 
ddP; "ddl, 


ainsi on voit que les termes 2 NS 0 déterminent par des 


quantités connues, puisqu'on est censé avoir formé la suite des 
coefliciens différentiels du premier ordre, avant de passer à ceux 
du second ordre. 


184. On peut encore simplifier cette détermination et celle des 
coefliciens différentiels des ordres supérieurs, par les considéra- 
tions suivantes. On tire d’abord des équations (39) 


dapy 0) Hygpio no spi 
de LL de TT da ? 
CDN CE PRE 
da? 4e en 

d’un autre côté, les équations (33) donnent 

| ap CAR | 

D TE = (2n—1)P,, 
an dire MERE 
CT ne ON a? 


combinant entr’elles ces quatre équations, on en déduira les deux 
équations différentielles suivantes, pour déterminer séparément les 
fonctions P, et P, 


aa) Pet [1—(4n+1)a1 


(io) 
Or Re “Hp rue 


\ . . ddP, , Q 
De là on voit que le coeflicient du second ordre => se détermi- 


o—©;, 


; EN 
nera directement par le moyen des deux quantités = et P,, et 
da 
. ddP, » Q À 
que le coeflicient -—> se déterminera de même par le moyen de 
dP 


Je &P:. 


(41) 
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185. Les mêmes équations feront connaître, par des différen- 
tiations répétées, les coefliciens différentiels des ordres ultérieurs. 
Ainsi l'équation relative à la fonction P, donne NS : 


(a—a)— se PC LEUN Sont (4n +5)a? 15 de — (40° + 1on HT ——— (8n°—92) P, —o, 
(a—a ue T4 (4m + 8)a° TS 2 (inaont12) a Gone 
(aa)? + (4n+-1 1e ——- Gr 26n+a8)a TE —(1 Ge fondue eo 


Hs 


Ces équations dont il serait facile de trouver l’expression générale , 
dP, ddP, 
da dc 
d'P: A ] £ 3 x ? 

das » EC. peut être prolongée aussi loin qu'on voudra, et que 


font voir que la série des coefficiens différentiels 


chacun d’eux se déterminera toujours par les trois précédens. 


186. Connaissant les coefficiens différentiels de la fonction P, , 
on pourra en déduire ceux de P, par les équations successives 
dP, dP, Six 


ae (an —1)P,, 
== are an PU, 

Ge) Res (rt) 
ee a + (a2+2)L, 
etc!s 


équations dont la loi est manifeste. 
On peut aussi déterminer directement ces coefficiens , à compter 


du second ordre, par les équations successives 


(45) 


ati — (An a 1e —4naP,—0, 


H°le dl; dP, 
(a— a) PP +{[2—(4n + 4)a°] FPE —(4n°+8n<+o)a Ta —ATPo 0, 


dP, dP, P, 
(a—a) PAT +L8— (42 + 7) — (ar +1 Gn+10)a Ge —(Bn°-+Bn-2) Le _— 
Po dr, d' 
Cr da lé (n-tio)e — no 4n-o4)a Tr —(1on+o4nt ro, 
etc, 


187. 


… ti 


(44) 
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187. Connaissant les deux premiers termes du second ordre 


ue daP, 


ddP(i— 1 d 
ddP(a—1) SU ne = 2) 1e ER fils nee =»P0) |- d 


Iculera les suivans par l'équation déjà trouvée 


— de 
Cette équation étant différentée successivement , donnera les for- 
mules suivantes : 


dP(a—1) d'PEH I) [C5 2: ÉE 


de, La Na = das 
dP(x—1) DURS ages ue  — AG d° a 
EE — CD HOT D Le 
etc. 
Par les équations (41),(42), (43), on connaît pour un ordre quel- 


conque *, les deux premiers coefficiens différentiels ae us on 
pourra donc , par les équations précédentes , continuer indéfiniment 
le calcul des autres coefficiens différentiels du même ordre . 
Toutes ces formules sont disposées de manière que les quantités a 
et 1 —a* entrent comme diviseurs au moindre degré possible ; elles 
seront sujettes à quelques inconvéniens , lorsque a sera très-pelit et 
lorsqu'il sera très-près de l’unité ; dans le dernier cas , les valeurs du 


k 
coefficient _ deviennent de plus en plus grandes à mesure que 


Æ augmente; mais les formules précédentes donneront toujours à 
peu Drés le même degré d’exactitude relative sur la valeur des quan- 
tilés qu’on cherche; c’est-à-dire que le nombre de figures exactes 
par lesquelles elles sont exprimées, sera toujours à peu près le 
même. | 

188. Lorsque a est très-petit, on peut éviter tout à fait l'emploi 
des équations précédentes, et déterminer directement les valeurs 
des quantités P(2) et de leurs coefficiens différentiels de divers 
ordres, par le moyen de la formule 


nin+1...n+2—1 n à- TL n.n1 An. 3+n+1 , 
12g a+ - +2 pp CE a+ Let. : 
1,2%... À 1 ne 1,2 ET: 2+2 


PQ) = 
39 


PC) 


D) ——- 
da 


da? 


Par) diP(+i) Le SAPrÉ TE nue a NCA Se | PC), 


E PE) 
“dat 


gd harpe 4 T0 | -oxddr 0) 


» 
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En effet, si pour une valeur donnée de à, on calcule les diffé- 
rens termes de cette suite, que nous désignerons par Ca, Ca"? ,etc., 
ensorte qu’on ait 

P () = Ca + Cat oCtaTÉ Crete 
les coefficiens différentiels successifs de P (à) se détermineront im- 
médiatement par les formules 


PO) aa) C'e HE (AA) Ce (A6) Ma ete. 


(45) er — a 1, Ca 2 4 po apr, Co Hat 4. 243.C'a 2 pete. , 


G” | 


LS LE = À a 1 A0. Ca aa ar Ca TEE 4. 2-3. p0C'a tete. 


etc. , 
et on voit que les calculs seront faciles à cause de la convergence des 
séries, et de l'emploi répété des mémés coefficiens C, C’, C”, etc. 

189. Nous remarquerons que les calculs sont susceptibles de quel- 
que simplification, si, ayant à Calculer les coefliciens différentiels 
de la foncuon P (à) qui répond : a l’exposant ñ , on connait déjà les 
valeurs de la fonction Q (à) qui répond à l'exposant n + 1. En effet, 
d’après la formule (31), on aura successivement 


Te = n(2Q,— 24Q.), 
es = AN (Qc + Q, — 24Q, ) 5 
= n(Q+Q:—24Q.), 


elc. 
Pour avoir une expression semblable des coefficiens différentiels du 
second ordre , je différentie l'équation (31), et j'en tire 

x — dQ( 

D Sn 
J'observe ensuite que si on met 72+- 1 à la a de #,et Q àla 
place de P dans les équations (55) et (36), on aura , en Lo 
ces équations, 


dO(— dO d Le 
se D AUD 200 4-00 1e qu 
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substituant cette valeur dans l'équation précédente , on aura la 
formule 

ddP 
(46) VE =an(anr)Q0)H A ((A—1)Q A1) )Q OL) 
Ainsi on voit qu’au moyen des fonctions Q (à) ou P(A,7<+:), 
on pourra déterminer les coefficiens différentiels du premier ordre 
dP A 


pe la formule (31), et les coefficiens différentiels du second 


or : AR = 


par la formule (46). 


100. 1 le cas de z —+?,les deux formules (31) et (46) 
donnent 
dP 
” 2 = 1 CQU—1) + Q (A1)] QU), 
7) DS 4 2Q (à) ail G=QCSEN EC EI)Q PEL} 


da? 2a 


Voici l'application de ces formules au cas de l'exemple IT, dans 
lequel on à déjà calculé les premières Valeurs de Q (A), Autehéée 
par dé 2). 


dP(à,+ ddP(à, ei d'P (à, + 
da de da 


a 


.82187 87094 | 3.86002 33582 | 28.27722 207 | 
.13623 95037 | 5.76560 50553 | 28.68116 475 | 
-03491 89510 | 4.270932 65397 | 29.10017 317 | 
-86044 19041 | 4.55610 29643 | 30.95666 423 
.70380 77947 | 4.541106 70062 | 33.19201 235 
.55744 04163 | 4.%0219 87330 | 34.092111 159 | 
-43515 00594 | 3.92264 82209 
.35616 06444 


TERRE 
D'OAOOE OM ER 


La troisième RSR a été Sin LE RE He He art. rt 168$ 
186 et 107. 
191. On voit par le tableau précédent, que & étant peu différent 


LEE . hp? . +. dP(x) ddP(») 
de l'unité, les coefliciens différentels successifs _— 
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d'P () 


da ? 


etc. augmentent, d’une manière fort rapide , d’un terme 


au suivant, Cependant dans le même ordre #, les divers coefliciens 
d'P (à) 

da* 
continuellement , et finissent par être aussi petits qu’on voudra. 
d'P 0) 

da 
à est très-grand. Pour cela il faudrait faire usage de la formule (7) 
qui donne 


ne peuvent passer un maximum après lequel ils décroissent 


On pourrait trouver une valeur assez approchée de , lorsque 


à LL T(a+n) a 71—1 1) ar? 
(48) P(à) "Ex TaT(a+1)L(i—a)" 6 TT purs Q—ayr 
| à N—1.n—92 n.n+1 a+4 HET ] 
| 1.2  ‘atriapeo (ar 241 
RE Orne | F dés: f 
Soit, donc da* —F(u,vr), F(u,») désignant une fonc- 


tion connue de « et des exposans y et y ; on aura en général : 
d'PO) T (a+n) A—1 nn 
Re JU F TS TUE 
) da* TnT(Aa+1) C GP) 1 Ai FRET 
N==l.N—2 N.n+1 
r TU ton (+4, n—+2) + ete. | 


Lorsque À est très-grand , comme nous le supposons, cetle suite 
est assez convergente dans ses premiers termes, pour qu’on puisse 
négliger les termes suivans ; la question est donc réduite à trouver 
la fonction F pour un ordre donné # , ce qui n’aura aucune difficulté 
tant que À sera d’un petit nombre d'unités. 


192. Il ne sera pas inutile de présenter sous un même point de 
vue , les principales propriétés de la fonction P (A, 7), que nous- 
avons démontrées dans ce chapitre. 

I. Cette fonction est purement algébrique lorsque z est un nombre 
entier positif ou négalif. Dans tout autre cas , les fonctions P (A, 7) 
forment un genre particulier de transcendantes , qui a de l’analogie 
avec les fonctions elliptiques complettes de la première et de la 
seconde espèce, et qui se réduit à ces fonctions lorsque 22 est un 
nombre impair. 

II. Si on considère les valeurs de P (A, 7), qui répondent tant 
aux différentes valeurs du nombre entier À , qu’à toutes les valeurs 
de z qui ne diffèrent entr’elles que d’un nombre entier, toutes ces 
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valeurs peuvent se déterminer par le moyen de deux transcendantes 
seulement , pour lesquelles on peut choisir deux termes consécutifs, 
tels que P(k,n),P(K+1,7) ou P(A,n), P(kn<+i). 
4P(h,n) 

da 1 


, etc. à l'infini , lesquels peuvent, dans les mêmes 


IL. Il en est de même des coefliciens différentiels 
ŒP(à, nn) PA X/In) 

HAINE 
cas , être déterminés entierement par les deux mêmes transcendantes. 
Cette propriété que les fonctions P (A, 7) partagent avec les fonc- 
tions elliptiques cemplettes F'e, E'c, n’a pas lieu dans un grand 
nombre de transcendantes , et notamment dans les fonctions log Ta, 
dont les coefliciens différentiels successifs offrent des transcendantes 
différentes de la fonction principale. 


IV. Les deux mêmes transcendantes qui déterminent les diverses 
valeurs de la fonction P(A,2—H%),2X et k étant des entiers quel- 
conques, peuvent aussi servir à déterminer la fonction P(à, 1—n+4), 
ou simplement P(X,+Hk— 7x). 

Ainsi, en général, les deux transcendantes par lesquelles on peut 
effectuer le développement de D”, serviront aussi à effectuer le dé- 
veloppement d’un terme quelconque des deux suites 
goes AD RTE A A PE A GED tel me Dee SAR 
RAD EAN DE fs D" MD Distr, DVD, 

V. Quel que soit l’exposant 2, pourvu qu'il soit positif, la valeur 

d'PCA TR) 


du coeflicient différentiel d’un ordre quelconque —>-— sera 


toujours positive. 


VI. La plus simple des transcendantes désignées par P (A,2), 
est P(o, nn); si on la désigne par 4 (7) ou 4, sa valeur sera 
donnée par l’une ou l’autre des deux formules suivantes : 


d(n)=1+ Ce+ CE) + eu) af + etc., 


119.9 


(0) HR uit np 7 
= a) 1+ — : a+ (© =) rene _——- =) a+etc || 


VIL.II résulte de la deuxième propriété qu’au moyen des deux fonc- 
tions consécutives À (7), (R+-1), on pourra en général exprimer 
exactement la transcendante P (A, »), et plus généralement la trans- 
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cendante P(A, Æn<+k), k étant un entier quelconque. Il en 
sera de même des coefficiens différentiels de cette transcendante. 


193. Puisque la fonction P (0 ,n) ou 4 (7) est la plus simple des 
transcendantes désignées en général par P(A, 2), et qu'elle sert 
à exprimer ces transcendantes, nous examinerons succinctement 
les propriétés qui leur sont particulières, 

On déduit immédiatement des équations (50), 


(51) JG=( a) %A4 (in); 
d'où il suit que les fonctions A (x), L (1 — 7), quise servent en 
quelque sorte de complément, peuvent être déterminées l’une par 
l'autre. | 

En faisant » négatif dans cette équation, ou en mettant —n à 
la place de » , on a l'équation 


(52) Dr) = (rat) (in); 

d'où il suit que toute fonction 4 (— 7) dont la variable est néga- 
tive , peut se changer immédiatement en une autre dont la variable 
est positive. 

On peut réciproquement changer toute fonction (7) dont la 
variable est positive, en une autre dont la variable soit négative, 
pourvu qu'on ait 2 > 1 ; cela résulte immédiatement de léqua- 
ton (51). 

Lorsque 7» est << 1, la réduction ne peut plus avoir lieu, parce 
qu’alors z et 1 — x sont tous deux positifs. Ainsi la formule (51) 


1 1 
ea É 1 3,1(2 IN {y g\2 3 
donnerait, par exemple, 4(1)=(1—u)" (2), À (2)==(1—2") 4 (2), 
ce qui ne se rapporte qu'aux fonctions supplémentaires. 

194. Lorsque a sera très-près de l'unité, on ne pourra que très- 
difficilement déterminer, avec un certain degré d’approximation, la 
fonction -£ par les suites (50) ; dans ce cas , on ne peut mieux faire 
que de chercher la valeur de (7) par les quadratures. On a 

: Ne MA , | Pers ? s 
d'abord {L (n) — 7] Dis Mais cette valeur n’est bonne à emploger 
que lorsque x est négatif, parce que D étant très-petit pour les 

CR 9 » ] 3 . 
premières valeurs de ® , l’ordonnée D de la courbe à quarrer serait 
très-grande , si z était positif, 


213 4 5x FA dRLS 
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Au moyen des quadratures, on trouvera donc très-aisément la 
1 m 
valeur de À (— m) , en employant la formule 4 (—7n) —> fD"dy, 


et cherchant la valeur de l’aire pour les limites 90 ,9=—7#7. 

Et puisqu'on ad (m+1)=(1i —a) ml (—m), il s'ensuit 
qu’on aura , par le même moyen , la valeur de la fonction 4 (7) pour 
toute valeur positive de z, pourvu qu’on ait n > 1. 

Il reste donc à voir ce que l’on doit faire lorsque n est positif 
CtL UT 

109 SIMON TAULEVI— Dre et qu’on différentie chaque membre 
par rapport à ®, on aura, après quelques réductions , 

d d d 

2adV = (1) (1e) ps — (ion) (ie) DE + 2 
intégrant de part et d'autre dans les limites fixées, et observant 
que dans ces limites V s’évanouit , on aura la formule 


+ 
(53) o=nd(n)—(1+2n) 140) (ni) + (in) (1e) (n+2). 
Cette formule , au reste, serait facile à déduire de celles qui ont 


élé trouvées ci-dessus pour les fonctions P (À, 7); mais nous avons 
préféré de la démontrer directement. 


106. Au moyen de la formule précédente, toute fonction 4 (x), 
dans laquelle z est plus petit que l’unité, pourra s'exprimer par les 
deux fonctions L (n+ 1), d (742), dans lesquelles la variable est 
plus grande que l’unité ; celles-ci se déterminent facilement par les 
quadratures , ainsi qu'on l’a fait voir dans l’article précédent : le cas 
de » positif et 1 se résoudra donc de même par les quadratures. 

On aura, par exemple , d’après la formule (53), 


FG=SG+e) d(G)—40G—e) 4 (0); 
d'un autre côté par la formule (51),ona 


VO=G—e) SN), JO=(G—a) Ts). 


donc 


CA) MEET) LC) (0) 


et par conséquent 4} (+) se détermine au moyen de la formule 


EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 
(x #4 (le cree Le SDS de — [D°dg. 
197. Connaissant les fonctions L (n), L(næ+1),1Ÿ(n+2),etc., 


au moyen de deux d’entr’elles, on pourra de même déterminer les 
valeurs de leurs coefficiens différentiels LE , pris par rapportaa. 


CT 
4 
D 


En effet, de ot d (n)=- ia , On déduit ne. 
= — =" (a—cos s ) nn Substituant la valeur a—cosg= ET ; 
il viendra ASnE À (ee es. _ ce qui donne la formule 
(54) ETS (m)—n(1—æ) 4 (nt). 


Il est visible que par cette formule on pourrait obtenir la valeur du 


coefficient différentiel fes 2h exprimée par les fonctions 4 (7), 


J (a+1), À (242), ou seulement par les fonctions À (7), (7-1), 
puisque 4 (7+-2) peut être éliminé au moyen de l’équation (53) : on 
aurait de même l'expression des coefficiens différentiels des ordres 
plus élevés. Maïs on peut plus directement parvenir au même but par 
le moyen des équations(43), où la fonction désignée par P. n’estautre 
chose que (7) ou 4. En vertu de ces équations on a d’abord 


ld 
(55) (a— a) (qe) À — 4n ad = 0; 
d'ou il suit que le coefficient différentiel du second ordre sets se 
a 
détermine directement par le moyen de A et de ie et qu'ainsi il 
peut être exprimé par les deux fonctions A (7) etJ (741). On voit 
à A , 2 ;1 d° 
ensuile par les mêmes équations, qu’à compter de se. , un terme 


: dY dd} d'4 d 
quelconque de la suite 4, 2 ia : ei CL etc. se déduira des 


trois précédens, suivant une loi dont il serait facile de donner 
l'expression générale. 


FIN DE LA Y° PARTIE, 
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La théorie des Fonctions elliptiques étant l’objet principal de cet 
ouyrage, nous avons pensé que pour faire sentir davantage l'utilité 
de cette théorie, il serait bon d’en montrer l'application à quelques- 
uns des problèmes les plus intéressans de la Mécanique. Nous,avons 
choisi, dans cette vue , le mouvement de rotation d'un corps solide 
qui n’est sollicité par aucune force accélératrice, et le mouvement 
d'un corps attiré vers deux centres fixes : ces deux problèmes sont 
l'objet des sections I et IT de la sixième partie. 

Les solutions de ces problèmes sont connues depuis long-temps. 
Nous les avons exposées à notre manière , en nous rapprochant, pour 
la première, de la méthode donnée par d’Alembert, dans le tom. IV 
de ses Opuscules, et pour la seconde , des méthodes données par 
Euler, dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, ann. 1760 , et 
dans le tom. XI des Vovi Com. Petrop. Par ces methodes, comme 
par celles de tous les autres géomètres qui ont traité les mêmes 
questions , on parvient à réduire la solution aux quadratures. C'était 
un grand pas dans la carrière de la science, et run beau titre de 
gloire pour ceux qui, les premiers, ont su obtenir ces réduc- 
tions ; mais le développement ultérieur de la solution, l’'énumération 
et la division des différens cas, la réduction des formules au dernier 
terme de simplicité dont elles sont susceptibles , enfin la possibilité 
de déterminer, avec tout le degré d’exactitude qu’on peut desirer , 
la position du corps et toutes les circonstances du mouvement au 


40 


: 
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bout d’un temps quelconque, sont autant de choses que la simple 
réduction aux quadratures ne donne point , ou ne donne que d’une 
manière imparfaite, attendu que les formules, qui s'adaptent assez 
facilement à la première révolution, n’offrent plus rien de déterminé, 
lorsqu'il s’agit d’embrasser, dans un même calcul , un temps quel- 
conque et un nombre imdéfini de révolutions. Nous espérons qu'a 
cet égard les développemens que nous avons donnés ne laisseront 
rien à desirer , et qu'ils mettront dans tout leur jour les avantages 
nombreux qu’on peut retirer, en pareil cas, de l’usage des fonctions 
elliptiques. | 

On remarquera sans doute que la seconde section, qui traite du 
mouvement d’un corps attiré vers deux centres fixes , est fort étendue. 
Cependant nous n'avons considéré , outre les cas généraux, que 
quelques-uns des cas particuliers que le problème renferme, lorsque 
la courbe décrite est située dans un même plan, et nous n'avons 
indiqué que très-sommairement les points principaux de la solution, 
lorsque la courbe décrite est à double courbure ; d’ailleurs nous avons 
toujours supposé que la courbe ne s'étend pas à l'infini , afin de ne: 
considérer que des mouvemens permanens. On voit par là que cette: 
malière aurait été susceptible d’une beaucoup plus grande extension ; 
mais dans le cadre étroit où nous l’ayonsrenfermée, nous osons croire 
que les géomètres trouveront quelques résultats dignes de leur atten- 
tion , peut-être même des vues nouvelles pour traiter le fameux 
problème des trois corps, dans d’autres hypothèses que celles qui 
servent de base aux méthodes ordinaires d’approximation. La seconde. 
section est terminée par la délermination du mouvement rectiligne 
d’un corps attiré vers deux centres fixes ; problème qui offre encore 
une assez belle application de la théorie des fonctions elliptiques. 

Eufin, la troisième section est une continuation des recherches. 
variées dont on a vu des exemples dans les parties précédentes , 
et dont quelques-unes se rapportent encore à la théorie des Fonctions 
elliptiques, 
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PREMIÈRE SECTION. 


Du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un 
point fixe. : 


1. Sorr A le centre de gravité, ou plus généralement le point Fig. 1. 
autour duquel le corps peut tourner librement dans tous les sens. 
Soient AB, AC, AD trois axes perpendiculaires entr’eux, dont la 
position soit invariable dans l'espace. 

Imaginons une surface sphérique décrite du centre À, laquelle soit 
rencontrée aux points B, C, D par ces trois axes; c’est à cette 
surface, considérée comme immobile dans l’espace, que nous rap- 
porterons tous les mouvemens du corps ; et pour fixer les idées, 
nous donnerons le nom de pôle au point D, d'équateur au cercle 


BC , et de méridien à un grand cercle quelconque DX passant par 
le point D. 

Supposons qu’au bout du temps les trois axes principaux du corps 
soient représentés sur la sphère par les trois points L, M, N, formant 
le triangle LMN , dont les trois côtés et les trois angles sont de 90°. 
Il est évident que la position du corps sera déterminée à chaque 
instant, si l’on connaît celle des trois points L, M, N. Ainsi tout se 
réduit à déterminer, au bout du temps £#, les arcs BX , LX, et l'angle 
DLM, en supposant toutefois que les axes AL et AM sont pris l’un 
et l’autre d’une manière déterminée parmi les trois axes principaux 
du corps ; de sorte que le choix de ces axes étant une fois fait d’après 
l’état initial du mouvement, les lettres L ét M continuent d'être 
affectées aux mêmes axes. 


2. Soit AP le rayon sur lequel est situé le centre d’une molécule 
quelconque du corps dM. Soient x, y, z les coordonnés rectanglés 
de cetie molécule , parallèles aux trois axes AB, AC, AD , et soit sa 
distance au centre =r = y(x*+y+ 2); si l’on mène les trois 
arcs BP, CP, DP, on aura x = 7 cos BP, y =rcos CP, z=rcos DP. 
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De méme sis, u, » sont les trois coordonnées de la même molé- 
cule, parallèles aux trois axes principaux AL, AM, AN, on aura 
Sr COoSNLP;1 = CON = rcos NP. 

Soit maintenant BX—9,LX—0, PL=—petl'angle PLD—Q—, 
Q étant la valeur de PLD lorsque t = 0, et w désignant la quantité 
dont cet angle est diminué dans le temps #, par le mouvement de 
rotation du corps autour de l'axe AL , mouvement qui est supposé 
avoir lieu dans le sens BC. 

D'après ces élémens, il faut calculer les valeurs des coordonnées 
x,Y, 2; pour cela, il faut considérer d’abord le triangle sphérique 
DLP, dans lequel on a les deux côtés DL 90°—8, LP —p, et 
l'angle compris PLD = Q — w; on en déduira 

cos DP — sin 8 cos p + cos 8 sin p cos(Q—w), 
sin DP sin LDP — sin p sin (QG — ©), 
sin DP cos LDP — cos 8 cos p — sin 8 sin p cos (NA — vw). 


Parle moyen de cos DP, on connaîtra z=—r cos DP. Pour avoir x, 
il faut connaître BP ; or le triangle DBP donne 


cos BP — sin DP cos (? + LDP ): 
de même par le triangle PDC, on aura 


cos CP = sin DP sin (®+ LDP). 


Soit donc r cos p—5s et rsinp = s', on aura les valeurs suivantes 
des coordonnées x, y, 23: 


— scosp cosB— s'cosg sin 8 cos (Q—®) — s' sin p sin(Q—%), 
— s sin® cos Ü — s'sin @ sin 8 cos (Q—w) + s'cos ? sin(Q—w), 
= s sin + s’ cos 8 cos (Q—w). 


n © & 


3. Dans l'instant d/, qu'on suppose constant, le molécule 4M 


< à ddx ddy ddz 24 
acquiert les vitesses =, =, 7, Suivant les axes AB, AC, AD. 


Or, d’après les principes connus, les molécules animées de ces diffé- 
rentes vitesses dirigées en sens contraires, doivent faire équilibre 
aux forces accélératrices. Donc si l’on appelle X, Y, Z les momens 
des forces accelératrices pour faire tourner le système autour des 


axes AB, AC, AD dans les sens CD, DB, BC, on aura les équations 
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différentielles du mouvement comme il suit : 
f(rdds — zddy ) M — Xdr, 
f(zddx — xddz) dM = Ydé, 
f(xddy — yddx ) dM = ‘’Zdr. 
Par la nature de ces équations, on voit que les différentielles ddx , 


ddy , ddz supposent s, s', Q constantes, et qu'au contraire les signes 
d'intégration supposent ces quantités seules variables. 


4. I s’agit maintenant de substituer, dans ces équations, les valeurs 
dex, y , 3, données n° 2; mais les propriétés connues des axes prin- 
cipaux serviront à abréger beaucoup le calcul. 

D'abord la figure et la constitution du corps étant données , nous 
supposerons connues les intégrales suivantes : 

SON ERA nd Mas BP dM, =: 0;; 
au moyen desquelles les momens d'inertie du corps, considérés 
successivement par rapport aux axes AL, AM, AN, seront B+C, 
A HO TA- D: 

Soit & la valeur de l'angle DLM au commencement du mouvement; 
comme on a en même temps DLP—Q , on aura l'angle PLM=—Q +4; 
d’où résulte cos PM — sin p cos (Q-+-4) et cos PN =sin p sin (Q +). 
Mais on a rcos PM = uet r cos PN— »; donc 

u —= s'cos Q cos a — s' sin Q sin a, 
= s! sin Q cosa + s'cosQ sin «. 
Ces équations donnent réciproquement  - 
s cos Q = ucosa + v sin«, 
s' sn (Q = » cosa — usina; 
et puisqu'on a, par la propriété des axes principaux, fsudM —0, 
fsodM= 0, fuvdM = 0, il en résulte les intégrales 
fssicos QdM re, ss! sin; Q4ME= 0); 
fs's' sin Q cos Q4M = (C —B})sin a cos æ, 
fs's cos QdM = B cos’a + C sin’æ, 
[s's' sin Q4dM = B sin°a + Ccos’z. 
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5. Si l'on exécute maintenant les substitutions indiquées , et qu'on 
fasse pour abréger , 


ans [44 cos(20+-22) |dg sin 8 cos à 


de BC sin 0 sin FRERE (B--C) Fr cos à, 
Q= nc Vs cosôsin( 21-24), 
les équations du mouvement deviendront 
d(Pcos®+Q sin) = Xd!, 
d(P de P—Qcosp) = Ydr, 
d| (B+C)(de + =) — 2e cot6| Zde. 
6. Ces équations se simplifient dans différentes hypothèses. Par 
exemple, si on a B—C, les valeurs de P et Q deviennent 


— (B— A) dg sin 0 cos 9 + 2Bdw cos 6, 
Q = (B+A) &, 
et l’une des trois équations du mouvement peut être remplacée par 
la suivante : 


2Bd (do sin 8 + do) = (X cos ® cos 04 Y sin @ cos8 + Z sind) de. 
Le cas de B—C a lieu lorsque les deux axes principaux AM, AN 
sont semblables entr’eux, de sorte que les momens d'inertie, par 


rapport à ces deux axes, sont égaux. Tous les solides de révolution 
homogènes et une infinité d’autres corps sont dans ce cas. 


7. L’angle & disparait du calcul dans le cas de B—C, parce que 
tous les axes perpendiculaires à AL peuvent être considérés alors 
comme des axes principaux. En général , on peut faire 4 — 0 dans 
tous les cas, en prenant la directrice AD dans le plan où se trouvent 
les deux axes principaux AL, AM au commencement du mouve- 
ment. Mais comme la supposition de 4— 0 ne simplifie pas le calcul 
et ne fait disparaitre aucun terme, il vaut mieux laisser & tel qu'il 
est, et se réserver la liberté de déterminer la directrice AD, de 


manière à faciliter les intégrations. On ne tardera pas à en voir un 
exemple, 
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Application de ces formules au cas où les forces accéleratrices 
sont nulles, 


8. Dans le cas où les forces accélératrices X , Y, Z sont nulles, 
les équations du n° 5 s’intègrent d’elles-mêmes, et on a les intégrales 


P cos ® + Q sin ® — A'dr, 
P sin ® — Qcos® — B'dt, 
— P cotô — C'dt. 


Or, on peut toujours prendre la directrice AD telle que les cons- 

tantes À’ et B' soient nulles; alors on aura P—0, Q —0o et 
d y 

do + Es — Kdt, K étant une nouvelle constante; de sorte que 


les équations du mouvement seront 


[n!— cos (26 24)] d@ sin 8 cos 8 — dôsin sin (20 + 24) 
+ (n+n') do cosô—=0, 
[r — cos Gatae)l dé + d@ cos à sin ARTS 30, 


Durs 


CH+B+oA ,,_C+B—2A 
CRT SE SEE dons MU PESTE 


où l’on a fait, pour PE Si 


9. Avant d'aller plus loin , il faut faire voir comment , d’après l’état 
initial du mouvement, on peut déterminer la directrice AD , de ma- 
nière que les constantes A’ et B' soient DES ainsi que le pd 
ces dernières équations. 

Au commencement du mouvement, où l’on a{=—0,w—0,@—0, 
soit AI l’axe de rotation primitif autour duquel le corps tourne avec la 
vitesse angulaire W dans le sens L}, et soit la distance LI €. On peut 
supposer << go, parce que si e était plus grand que 90°, on prendrait, 
au lieu de L,, l’autre extrémité du même axe AL. 

Soit en même temps M l'extrémité de l’axe principal AM, dont le 
moment est À + C : nous supposerons que l'angle ILM est adjacent 
à l’angle DL/, déterminé.par la direction du mouvement ; c’est-à-dire 
que ces deux angles sont formés de différens côtés de l'arc LI; 


Fig. 2, 
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d’ailleurs l’angle ILM , qui est un angle donné et que nous suppose 
rons — L, peut être plus petit ou plus grand que 90°. . 

L’arc LM étant donné de position par l'angle L , l’are LN, où se 
trouve situé le troisième axe principal AN, dont le moment est AB, 
sera également déterminé en prenant , du même côté que L£ par 
rapport à ML, l'angle MLN — 90°. | 

10. Cela posé, soit > la valeurinitiale deO, on aura DL—1:7—7. 
D'ailleurs on a supposé, au commencement du mouvement, l'angle 
DLM = &; ainsi, pour connaitre la position du point D, il s’agit de 
déterminer les quantités & et y par la condition que les constantes 
A'etB'soient nulles, ou qu’on ait au commencement du mouvement 
P—=0 , Q —= O. 

LZ étant l'arc décrit dans le premier instant par le point L,ona 
Ll— Wdisine; du point { menant /m perpendiculaire sur DL, on 
aura Lm— W dt sin € sin (L—«) et ml— Wdt sin e cos (L—x). 
Pendant que le point L parcourt l’arc L{ par son mouvement de 
rotation autour de I, le point D , en tant qu'il désigne l'extrémité 
d'un axe AD fixe dans le corps, parcourt Farc Dd— Wdt sin DI 
perpendiculaire à DI ; d’où il suit que le corps tourne autour de l'axe 


; F ser dt sin DI IDL 
mobile d’une quantité DL PR NES MIO c'est la valeur 
sin DL 


initiale de de. D'ailleurs Lm est la valeur initiale de — d3 , et l'angle 


1 
LDZ ou De est celle de d®; donc on a, au commencement du 


mouvement, 
dB 5 : 
x —= Wsinesin (L— a), 
do W sine 
= — cos (Le 
dt COS y ( }» 
do W (= — sin 2) 
divers COS y à 


Substituant ces valeurs dans les équations P— 0, Q — 0, et faisant 
en même temps w— 0, 0—7, on aura 
0 —=(n/—cos 24) siny sinecos(Li—x)+ sinysinesin 2œsin (L — a) 
+ (a + nl )cosycose — (nn) sin y sin e cos(L—«), 
0 = (n—cos 24) sin € sin (Li: — &) —- sin € sin 24 cos (LL — x). 
La 
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La seconde se réduit à 2 sin (L—«)=— sin (L+«) ; d'où l'on tire 


À + B 


axc(an8 L; 


= tan DE 


tang CR 


et substituant cette ue dans l’autre, il en résulte 


C+A cos L APILD sin L 
COUR lang € — CHEB: ass tang 6. 


On voit que la détermination du point D par la tangente de l'arc DE, 
et celle de l’angle MLD, ne laissent aucune ambiguité, et qu'ainsi on 
est assuré de satisfaire, d’une manière générale , à la condition que 
les constantes A’ et B’ soient nulles, ce qui simplifiera beaucoup la 
solution du problème. ” 

Les données qui ont lieu au commencement du mouvement font 
connaître en même temps la constante K, dont la valeur est 
W cos « 


sin y 


RU 


11. Nous remarquerons qu’on peut déterminer la position du 
point D relativement aux axes principaux AL, AM, AN, par des 
formules plus élégantes , et qui feront découvrir une belle propriété 
de la directrice AD. 

_ Ayant fait IL=—&€, on fera semblablement IM—&/, IN — 6”; soit 
de plus DL=p=ir—7,DM=p", DN =—p". Dans le triangle 
cos IM 


LIM, où le côté LM est de 90°, on a cos ILM= 5; donc 
Con — — ; de même dans le triangle ILN , on aura sin L vs - 
€ 


Les triangles DLM, DLN, qui ont un côté de 90°, donneront sem- 


cos p' (/4 


° Cos 
blablement cos « — et sin æ— = ; donc 
sin p sin p 


cos p" cos £” 
tang 4 — ë ettanmE ex 
= COS p COs € 
tang # —* 
Mais on a trouvé Bo : donc 
tangL AC 


cos #4 __(A+B)cose 
cosp _ (AC) cos «” 


Il est remarquable que la quantité (A + C) cos & représente le 


A1 
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moment d'inertie de l'axe AM multiplié par le cosinus de la distance 
IM, de même que (A + B) cos €’ représente un semblable produit 
pour l’axe AN. D’après l'équation précédente , on peut présumer 
qu’il existe un semblable rapport entre cos p' et cos p. En effet, si 


: . A+C cosL : 
2 
ation € — . = tang €, on substitue les valeurs 
dans l’équation cot y B+ C “ cos & (08 € 0 Y 
sin cos L .cos es sin SUR 
coty— “aile te P , On aura, en réduisant , 
cos P COS æ cosp Si € 


cos p __ (A+ C)cos # 
cosp — (B<+CG)coss ? 
ce qui est la propriété mentionnée. 
Puisque les quantités cos p, cos p', cos p” sont proportionnelles 
respectivement aux quantités (BC) cose, (AC) cos, (A+B)cose”; 


puisqu'on a d’ailleurs cos’p + cos*p' + cos*p"=— 1, il s'ensuit que si 
l'on fait, pour abréger, 


D= y [(B+C}cos’e+ (A + GC): cos’ e + (A + Bcos*e”], 
on aura 
cos P = 


(A+C) cos :” y _ (A+B) cos 2° 
D à x: à ; 


= 
COS DE D 


tout COS £ cos p 


Ces trois cosinus déterminent la position du point D, et on voit que 
ce point sera le même, quel que soit celui des axes principaux qu’on 
prend pour AL, et auquel on rapporte le mouvement du corps; car 
l'échange qu’on peut faire entre deux des trois axes principaux , ou 
entre deux des trois lettres A, B, C, ne change en rien les trois dis- 
tances p, p', p', qui sont toujours les mêmes pour lesmême axe. 

Ce théorème très-remarquable prouve qu'il y a toujours un point 
fixe D dans l’espace, tel qu'en rapportant à la directrice AD les 
mouvemens de rotation d'un corps de figure donnée, les constantes 
A' et B' sont nulles; il prouve de plus que ce point est le même, 


quel que soit celui des trois axes principaux auquel on rapporte les 
variables ®, w , 0. 


ER dx? + dy? + dz° . >, 
ER L'intégrale [TEE dM, prise dans toute l’étendue 


du corps , représente la somme des forces vives du système; si l'on 
substitue les valeurs de dx, dy, d:, et qu’'ensuite on effectue 
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l'intégration pour toutes les molécules du corps, cette quantité aura 
pour valeur 


Eee DITS Less Cao JE Ta —- (B+C) É He Le o) 


PES HE, CB PME 


+(C—B) Êr RE (2© +24); 


et d’après les équations du n° 8, elle se réduit à 
B°cos°æ + C’sin°x — A? 
(B+-C)K: [+ + Oo cos® > | 
Donc la somme des forces vives est constante, lorsque les: forces 
accélératrices sont nulles. 

Cette quantité peut se présenter sous une forme beaucoup plus 
simple. En effet, si l’on substitue les valeurs cos® & cos’ y — cos*p', 
W cos € 

cos p 
on substitue également les valeurs de cos p, cos p', cos p", en cose, 
cos €, cos e”, on trouvera que la somme des forces vives se réduit à 
cette expression très-simple : 


(B + C) W'cose+(A+C) V°cos! é (A +B) W'cos’e”. 
On obtiendrait directement ce résultat en considérant que la vitesse 


W autour de laxe AI se décompose en trois vitesses, W cos e, 
W cos, W cos €”, autour des axes AI,, AM, AN. 


cos*y sin°æ& — cos*p', cosy —.sin° p, K — , et qu’ensuite 


Solution du cas particulier où l'on a B —C. 
P 


* 13. Alors l’axe AL, par rapport auquel on considère le mouve- 
ment, n’est point semblable aux deux autres, qui sont semblables 
entr’eux, et les équations générales deviennent 

(B — A) d@ sin 8 cos Ü + 2Bdo cos 4 — 

(B nr 534 “ NO": 
K dt. 


1 


sin à 


; do 2 B do A— B ju 
On en ure Ô = const. — Y & TALEE K,, et ALTER Sin y 


À 
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A+B 
2B 


D'ailleurs on a, dans le même cas, æ —L et cot y — 


tang €; 


c’est-à-dire qu'il faut prendre le point D sur l’arc LI à la distance 
LD —00°— 7}, déterminée par l'équation précédente. 

Fig.5et6. Donc le mouvement du corps, après avoir été imprimé autour 
de l’axe AÏ dans le sens BC, se continue ainsi. L’axe principal AL 
reste toujours également incliné à la directrice AD, et tourne uni- 


de __WsnIL 
dt sn DL 


dans le sens BC; pendant ce mouvement, les autres parties du corps 


ÿ 1 A d W 1 DI 
tournent autour de l'axe mobile AL avec une vitesse =", 
dt sin DL 


dans le sens BC, si on a À > B, ou dans le sens CB, si A <B. 


formément autour de cette directrice avec une vitesse -” 


Développement des formules générales. 


14. Revenons aux équations générales de l’art. 8. Si l’on élimine 
dg des deux premières, on aura 


Au ni — COS (20-28) ] dB sin 8 — ds cos Ê sin (204-244) —0; 


équation qui, étant multipliée par cos 8, a pour intégrale, 
C2 BE 
cos ee au ss 


Lorsque £—0, on a w —0 et Ü—7; donc si l’on fait, pour abréger, 
AUS C? + B°— "A: ve 
= Gp ) 0naura 
(1) cos’û ue (m— cos 2@ ) ÊoE #4 
M — COS (2 + 2%) 


== const. 


Cette équation établit d’une manière générale la correspondanceentre 
l'angle 8, qui détermine la position de l’axe principal AL sur le méri- 
dien mobile DL, et l'angle w , qui détermine la position du corps par 
rapport à l’axe AL. Il faut observer d’ailleurs que l'angle © exprime 
la quantité dont l'angle DLM s’est accru pendant le temps # ; de sorte 
qu'on aen général DLM — w + «. Pour savoir quel est le signe de w 
dans les premiers instans du mouvement, il faut reprendre la pre- 


hdi | do , , A e 
mère valeur de — donnée dans l’art. 10, laquelle peut être mise sous 
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cette forme 
de ___ W cos : (C?— B°) | 
PTS HA LB) (À + C) (cos 24 — 1m). 
Ainsi les premières valeurs de « auront le même signe que... 
(C?— B°) (cos 24 — 1m). 


Les deux autres équations du mouvement sont en général 


D — 1m da 
(2) Kdt — COS (26 + 2«)—m "sn ? 
do 
(3) do —= Kdt — TT ? 
où Hortat Re ot: “HAN ET IC Se et Le ar 2 


sin y 


15. Il s’agit maintenant d'intégrer, par les moyens ordinaires, les 
deux dernières formules auxquelles nous sommes parvenus ; l’équa- 
tion finie (1) servira en général à exprimer les deux variables w et 8 par 
le moyen d’une troisième 4 , qui croît continuellement avec le temps ; 
l'équation (2) donnera la relation entre £ et A ; et enfin l'équation (3) 
fera connaître la valeur de @ en fonction de 4, ce qui complétera la 
solution du problème. 


Dans cette recherche, il faut surtout faire attention à la quantité 


C? + B°— 24° 7 
constante m—— {5 —; car selon que cette quantité sera plus 
grande ou plus petite que l’unité, le corps aura différens mouyemens 


par rapport à son axe principal AL. 


16. Nous avons déjà dit que les momens d'inertie par rapport 
aux axes principaux AL , AM, AN, sont respectivement B+C, 
A+C, AB. Ces momens jouissent, comme on sait, de la pro- 
priété de maximum ou de minimum , relativement à tous les axes qui 
passent par le point A ; et comme il n'y en a que deux qui puissent 
jouir de cette propriété d’une manière absolue, le troisième, qui 
n'est ni maximum ni minimum, sera relatif à un axe qu'on peut 
appeler l'axe principal moyen. Maintenant il est aisé de voir que la 
C? + B°— 24? 


quantité — 5 —, abstraction faite de son signe, ne peut être 


plus petite que l'unité, que lorsque AL sera l’axe moyen ; alors À sera 


… aie 
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moyen entre B et C,et le moment B<+C sera moyen entre les 
momens À + C et A + B. 


4 C2 B2— °A? 
Dans tout autre cas, la quantité ne HS 


C — B° 
sera plus grande que l'unité, et l’axe AI sera l’un des axes extrêmes, 
savoir , l'axe du plus grand moment, si A est la plus petite des quan 
ütes A, B, C, et l’axe du plus petit moment, si A est la plus grande. 
Au reste, on voit que le problème sera résolu complètement, en 
considérant le seul cas où 72 est plus petit que l'unité, puisque AL 
étant un axe principal choisi à volonté, rien n’empèche de supposer 
que AL est l’axe moyen. Cependant, pour ne rien laisser à desirer 
sur cette matière, et pour appliquer les résultats des formules au 
mouvement des planètes qui ne paraissent pas tourner autour de 
leur axe moyen, nous considérerons aussi le cas où 2 est plus grand 
que l’unite. 


— , positive ou négative, 


Première solution, AL étant l'axe moyen. 


17. AL étant l’axe moyen, il faut, comme nous l’avons déja dit, 
que À soit moyen entre B et C, et qu’ainsi la quantité #7, abstrac- 
tion faite de son signe, soit plus petite que l'unité. Nous suppose- 
rons de plus, ce qui ne diminue en rien la généralité de la solution, 
que AM est l’axe du plus grand moment, c’est-a-dire qu’on a C>B; 
ainsi l’ordre de grandeur entre les quantités A, B, C, données par la 
figure et la constitution du corps, sera C> A > B. 

Puisque m est < 1, l'équation entre w etô, savoir,  : 

(cos 24 — m } cos’y 


COS 
s°0 cos (94 9@) — mm ? 


fait voir que « ne peut s'étendre depuis o° jusqu’à 180°; car si cela 
était, il y aurait une valeur de © qui rendrait le dénominateur 
cos (20 + 24) — m nul, et cos Ô infini. Donc le corps ne pent faire 
que des oscillations plus ou moins grandes autour de son axe moyen. 
En même temps la valeur de 8 sera comprise entre certaines limites, 
de sorte que l'axe AL ne pourra s'éloigner que jusqu'æ un certain 
point de la directrice AD, et son mouvement, par rapport à cette 
directrice, sera une sorte de balancement ou de nutation dont il 
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faut déterminer la quantité. Pour cela, nous distinguerons deux cas, 
selon que cos 24 — m est positif ou négatif. 


Premier cas : cos 24 — m = = p°. 


18. Dans ce cas, on voit d’abord que cos (2% + 24) — m doit 
toujours être positive; car cette quantité, qui est positive lorsque 
© —0 , ne peut devenir négative sans passer par zéro , et alors cos’ÿ 
serait infini. 

On a vu (n° 9) que l'angle & peut être plus petit ou plus grand 
que 00°, selon la position initiale de l’axe AM. Supposons d’abord 
a << 90°, et soit pris un angle w << 90°, tel qu’on ait 


COS 9 == mm Sin”y + COS 24 COS’? ; 
cette valeur donne 
COS 24 — COS 2 — (COS 24 — m) Sin — p'sin* : 
ainsi on aura y >> «à. Cela posé, l'équation (1) donne 


cos (24 + 9%) — cos ag 2 sin (w 2 en en D To 
cos (2w + 24) — m MANN CE ST EL UE 


sin° 0 — 


d’où l’on voit que « positif a pour limite + (um — æ), et que w 
négatif a pour limite — ( 4x). Donc l'étendue totale d’une oscil- 
lation est mesurée par l’arc 24 << 180°. 


19. Il convient, pour la facilité du calcul, de faire commencer 
le temps au milieu d’une oscillation, ce qui revient à faire 4&—0 dans 
nos formules. Soit alors 0 — 6 , et on aura les équations 
(1—m)cos°e 

COS 24 — m 


® 1—m . 
cos D sin°u — sin’6. 
Le cas de & — o suppose L — 0; d’ailleurs on a AB ; ainsi l’état 


initial du mouvement est Rues par la figure 3, où l'on a 


L'PEreAtne DL—cot€— + png, ce qui donne DI° >> L°I°; 


CHE 
dans ce même cas, la première valeur der 7 (art. 14) étant positive, 


les premières valeurs de: sont positives. 
Nous savons d’ailleurs que les limites de © sont + w et — mu; c’est 


Fig, 5, 
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pourquoi nous ferons thin 
tang © — tang u sin À, 


NL étant un angle qui est nul lorsque 4=0 , et qui croît indéfiniment 
avec le temps, comme le calcul le prouvera. 

De l'équation précédente on déduit une valeur de cos 2w, qui, 
étant substituée dans celle de sin*6 , donne 


sin? 6 cos? # cos? Ÿ 


in° CE EST ELEC NS DES TU 
sin COS?ge— ( sin°6 — sin°se ) sin°Ÿ 
; sin°6 — sin%e _1—-m cos°6 
C = ————— tang4, ON AUTA I == = = 
Soit donc SA —, tang'w, con? 


ainsi c est 1, et on aura 
: sin 6 cos Ÿ - 
sin Ô — LL An 6 cps Yresà 
VC1—csin°Ÿ) 
On donne le signe —E au second membre, parce qu’en faisant L — 0 
8 ’ q , 
on doit avoir Û—6. 


20. Cela posé, la correspondance entre les quantités ©, 8 et À, 
pendant les quatre premières demi-oscillations, sera telle qu’il suit: 


À 0,07:00%, MR BD ea EM #600 
4 0; HF Han ci AE 
) 6, 0, —6, où 6. 

Dans la première demi-oscillation, le point L parvient de L° 
en B ou L'; en même temps l’arc LM parvient de la position ini- 
tiale L°M° à la position L'M', qui fait avec le méridien l’angle 
DBM'—u. Dans la seconde demi-oscillation, le point L continue 
son mouvement de nutation de L' en L:, où l’on a Û——6 ; en 
même temps l'arc LM revient de la position L'M', dans laquelle il 
est le plus éloigné du méridien, à la position L°M}, dirigée dans le 
sens du méridien. Dans la troisième demi-oscillation, le point L 
revient de L* à L* ou B; en même temps l’arc LM s’écarte du méri- 
dien dans le sens opposé , et parvient de la position L°M° à la po- 
siüon LM, qui fait avec le méridien l'angle DBM° = w. Enfin, 
dans la quatrième demi-oscillation, le point L revient de L° ou B 
à L+, et l'arc LM revient de la position LM à la position L°h*. 

De 


WU 
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De sorte qu'au bout de deux oscillations, les choses sont rétablies 
dans le même état qu’au commencement du mouvement, 

Ces mouvemens d'oscillation et de nutation , mesurés par les 
variables w et 8, sont d'ailleurs indépendans du mouvement du mé- 
ridien lui-même autour du point D , lequel est mesuré par l'angle q. 


21. Ces résultats supposent & << 00°. Si l’on a æ > 90°, soit 
a — 180° —&', on aura &’ <Z 00°.Par cette substitution, l’équation (1) 
sera la même que si l’on changeait simplement le signe de w, et qu’on 
mit &’ à la place de «. La valeur de w étant déterminée semblable- 
ment, on aura w >@/, et les limites de © deviendront — (u—+ a), 
+ (m— a"); de sorte que l'étendue d’une oscillation sera toujours 
mesurée par l'arc 2w; et si l’on fixe l’époque du mouvement au 
milieu d’une oscillation, cela revient à faire , dans la formule primi- 
‘ve, æ—0o ou æ —180°, ce qui conduira toujours aux mêmes 
résultats que nous avons trouvés. En effet, on voit immediatement 
que la valeur à — 180° amène l’axe AM sur le méridien DL, comme 
le fait la valeur & — 0; avec cette différence, qu’au lieu du point M, 
on doit prendre l’autre extrémité du même axe principal, dont le 
moment a été supposé À + C. 


Second cas : m—cos 24 —p". 


22. Alors l'équation (1) prendra l’une ou l’autre des formes 
suivantes : 


T7 m—cos(2œ+ 9%) ? 
siu°8 — m sin?y H COS 2æ COS?y — cos ( 24 L ou) 


M— COs (24 + 2& ) 4 
où l’on voit que m— cos ( 2w + 24) doit toujours être positif. 
Supposons d’abord & < 90°, et soit w un angle < 90°, tel qu'on ait 


COS QU — — mSiNn*y — COS 24 COS* y, 


on aura cos (180°— 2u)— cos 24 — (m— cos 2æ) sin*y = p’sin*y; 

donc g > 90°— «. Cela posé, pour que sin*8 soit positif, 1l faut 

que cos ( 180°— 2) — cos ( 20 + 24) ou 2 sin (90°— pæ+ æ—+a), 

sin (+ æu— 90°) soit positif. Donc positif a pour limite 
| | 52 


Fig. 4. 
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+ (90°+u— 4), et w négatif a pour limite — (æ +u — 90°) ; d'où 
il suit que l'étendue d’une oscillation est encore l'arc 24 < 180°. 


23. Si l’on prend pour époque du mouvement le milieu d’une 
oscillation, ce qui revient à faire, dans nos formules, 4 — 90°, et 
qu’en même temps on fasse Û— 6, les formules deviendront 


___(1+m) cos 6 


1m . 
2 
cos’ 0 — IN — COS 2 2 


sin’ 6. 
2 


HAE à 34 Re 
SIN {4 —= 


Le cas de a — 90° suppose L== 0°; ainsi l’état initial du mou- 
vement est représenté par la figure 4, où lon a L°F —c:, 


k _ A+B APN 
tang DL = coté GS tang e; et comme on a A >> C, il s'ensuit 


“1 do 
que DI° << I°L°. Dans ce cas, la première valeur de gr eyant Je 


même signe que cos 24—7»#, est négative; donc les premières valeurs ” 
de « sont aussi négatives. 


Puisque les limites de w sont encore — uw et +, et que Îles pre- 
mières valeurs de « sont négatives, nous supposerons 


s tang © — — tang u sin |, 
et il en résultera 


sin 6 cos Ÿ 
Vi — c?sin° 4) ? 


. sin°6—sin? 1—m 
en prenant, comme dans le premier cas , = "#2" tang"u. 
Cos”re 1m 


sin 0 — 


24. Voici, d'après ces formules , la correspondance qui a lieu 
entre les trois variables © , 8, L pendant les quatre premières demi- 
oscillations , au bout desquelles l'axe AL et la situation du corps, 


à l'égard de cet axe, sont rétablis comme ils étaient au commen- 
cement du mouvement : 


A EENOTr 90° , 180°, 270°, 360° , 
ie JO SN? mt PAIE 03 HA » 0, 


Au premier instant, l'arc LM est dans la situation L°M°, qui fait un 
angle droit avec le méridien DL ; c’est donc alors l'axe AN qui se 
trouve silué dans le méridien. Du reste, on explique, par la figure 4, 
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a correspondance des mouvemens d’oscillationetde nutation, comme 
On l'a fait par la figure 3 dans le premier cas. 

Si l’on avait & > 00°, on ferait & — 180°— x, et on parviendrait 
absolument aux mêmes conclusions. 


25. Il résulte de l’analyse précédente, que le mouvement d’un 
corps, considéré relativement à son axe moyen, présente deux cas 
dont voici les caractères distinctifs. 


Premier cas. Dans chaque oscillation il y a un instant où l'axe Fig, 3. 
moyen AL, l'axe du plus grand moment AM, et l'axe de rotation 
instantané AÏ sont dans un même plan avec la directrice AD. Cet 
instant est le milieu d’une oscillation, époque où l'axe moyen est 
dans sa plus petite ou sa plus grande distance à l'égard de la direc- 
trice AD. Les formules données pour ce cas (art. 19), supposent 
que le temps commence à une de ces époques où le point L est 
je plus près de D. j 

La distance IL étant connue au premier instant, et désignée pare, 
on trouve la distance DL —00°— 6, qui donne la position de la 
directrice AD par la formule 

tang DL — cot 6 — Fçtang 6; €; 
ainsi on a toujours, dans ce cas, DL > IL. 


Connaissant 6 , qui détermine la nutation de l'axe moyen, on a la 
quantité x, qui détermine l’étendue des oscillations par la formule 


—T sin°6. Cette quantité x est toujours plus petite que6 , 


, À 4 È 1—m. A°—hB° 
et à plus forte raison plus pelite que 90°; et puisque =; 


a: 1 
SIn 4 — 


A? — 
il s'ensuit qu’on a aussi sin pu << VE=r =) Dans ce premier cas, 


le troisième axe principal AN , qui a le plus petitmoment A+B, 
ne peut jamais se trouver sur le méridien DL ; car la plus petite 
valeur de langle DLN est 90° —w, dans un sens ou dans l’autre. 


Second cas. Si l'on change B en C, et réciproquement, tout Ce Fig. 4. 
qu'on a dit du premier cas s'applique au second. C’est donc alors 
l'axe du plus petitmoment AN, qui, au milieu de chaque oscillation, 


332 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

se trouve dans un même méridien avec l'axe moyen AL et l'axe 
de rotation instantané AI. L’axe du plus gränd moment AM est 
toujours à une distance du méridien DL, qui ne peut être moindre 


que 00° — y. 
Dans ce second cas, la distance DL se détermine par l’équation 
\ A+B | 
tang DL = cot 6 — B+C lang € ; 


ainsi on a toujours DL < IL. 


Au reste, ces deux cas se traitent analytiquement de la méme 
manière , puisque la permutation des lettres B et C change m en 
— m, et qu'ainsi les formules trouvées pour le premier cas , s’'ap- 
pliquent également au second , comme on le verra ci-après. 


Ilne reste plus à examiner que le cas où l’on aurait n — cos 24—0. 
Troisième cas : COS 24 — m —= 0. 


26. Alors l’équation (1) donne w — 0; ainsi le corps n’a aucun 
mouvement autour de son axe moyen AL. Pour déterminer les deux 
autres variables 8 et @, il faut recourir aux équations (2) et (3) du 
n° 8, lesquelles donnent 


dô RÉ sin 2% 
cos Ë 5 An — cos 24 P 
dg = Kdi. 


fl en résulte d’abord @ — K£, ce qui prouve que le mouvement de 
Faxe moyen AL autour de la directrice AD est uniforme. 

: À . Ksinoao 
Ensuite si l’on fait ———"" 
1 — COS 2& 
donne , en intégrant, 


l'tang (45° +10) — ltang (45 + iy)— ue, 
tang (45° +216) — ei tang (45°+ 1). 


En faisant {— ©, on aura 8— 00° ou 0 —— 90°, selon que : sera 
négalif ou positif; c’est-à-dire selon que & sera plus grand ou plus 
petit que 90°. Alors l’axe moyen sera réuni avec la directrice AD, 
dans un sens ou dans l’autre, et le mouvement de rotation autour de 


— L, On aura SOLE. idt; c l 
ire OA AT CON OM ATOS ar G Ti 


ou 
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ces axes réunis , continuera de se faire uniformément avec la vitesse 
dot | 
TE = 
Et quoique cette réunion des deux axes n’ait lieu rigoureusement 
qu'après un temps infini, cependant la rapidité avec laquelle croît 
ou décroit l'exponentielle e*, permet de regarder ces axes comme 
sensiblement réunis après un temps assez court. 


angulair e 


27. Voilà donc un nouveau cas très-remarquable où l’on peut 
déterminer exactement et d’une manière très - simple le mouve- 
ment d’un corps de figure quelconque : c’est lorsque la valeur ini- 
tiale de l'angle ILM , que nous avons appelée L,, est telle qu’on a 


B° + C°— 2A° 
COS 24 — 1m BE aa . Cette valeur, combinée avec l'équation 
A+B BC—A° #4 A—B C+A 
tang 4% pçuans L, donne cos Le —p;> °u lang LT; et 


Ainsi, pourvu que l'axe de rotation primitif AT soit placé sur l'arc LI, 
déterminé par la valeur précédente de tang L, le cas dont il s’agit 
aura lieu : l'arc LI pourrait d’ailleurs être situé de l’autre côté de 
l'arc LM, ce qui donnerait toujours le même cas susceptible d’une 
solution très-simple. 


28. Ayant développé l’équation (1), qui contient la loi générale 
des oscillations du corps autour de l’axe moyen, et de la nutation de 
cet axe, nous allons procéder à l’intégration des équations (2) et (3), 
qui feront connaître les variables © , 8 et ® au bout d’un temps quel- 
conque £. Il suflira, pour cet objet, de considérer les formules de 
l’art. 19, puisqu'elles renferment celles du second cas. 


Reprenons donc les formules 


: ; 1m |}. 
tango — tang p sind, sinu — —— sin, 

sin 6 cos : 1+m cos?6 
ES En PP ob 1 ee, 
V/(i — c’sinŸ) 1— 1m cos’p 
d’où l’on déduit 


sinû — 


ie nt 212 79 
CO en Che) (PETER) 
1tang sind  ? 
de ___ tange dJy/(1 — c’sin) 
sing  siné * 1 tangw sind ? 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (2), où il faut faire & — 0, 

on aura , 

n—m tangx dy k 

1m siné  4/(1—csin) ? 

W cos e n—m __ À +C 
siné nds mm. A+B 

__ Wcose A—B 

7. tange ‘A+ C? 


Kdt — 


d’ailleurs K — ; donc si on fait 


on aura. 
- d 
dt —— ué 


ue V’(G — csin® ÿ)? 


ETES NL 
“Ainsi étant donnée une valeur quelconque de l'angle 4, on pourra 
trouver la valeur correspondante du temps # , et réciproquement. 


et en intégrant, 


20. Soit r le temps d’une demi-oscillation, qui est aussi celui 
d'une demi-nutation , on aura ir = Fc, et par conséquent ce 
temps pourra être déterminé avec toute la précision qu’on voudra, 
‘par lemoyen de la fonction complète F'c. 

Lorsque le corps différera peu de la figure sphérique , la quantité : 
sera très-petite et r très-grand; de sorte que les mouvemens d’oscil- 
lation et de nutation seront très-lents. 

Soit L/ la valeur de 4 qui répond à un temps quelconque t'< T; 
si l’on fait en général 4= 2krÆ 4, k élant un entier quelconque , 
on aura | 

N = ak.i7r Ed’ 

La constante Tr étant une fois calculée avec toute la précision 
nécessaire , par la théorie des fonctions elliptiques , on déterminera 
exactement l'angle À pour toute Yaleur de £ multiple de r. On 
pourra même déterminer algébriquement cet angle pour une infinité 
d'autres valeurs de £, commensurables avec T; car on sait que 


sv . t r , . F 
l'équation - F'e—F(c, 4) est résoluble algébriquement, toutes 


À t S 
les fois que - est rationnelle. 


30. Dans tous les cas, on pourra, par l'équation &# =F(c, 4), « 
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déterminer aussi exactement qu’on voudra l'angle 4 au bout d’un 
temps quelconque t ; l'angle À étant connu, on connaitra la distance 
90°— 6 de l'arc AL à la directrice AD, et l’angle © ou DLM qui 
fixe la situation du corps par rapport à l'axe AL, au moyen des 


formules | 
sin 6 cos + 


V1 — © sin à 5? 
où il faudra se rappeler que w est toujours compris entre les limites 
met—w, de même que 8 entre les limites +6 et — 6. 


tang © — tangu sin À, sin ô — 


51. Il ne reste plus qu'à déterminer l’angle ®, qui fera connaître, 
au bout d’un temps quelconque #, la pôsition du méridien DL. Or si, 
après avoir fait & — 0, on substitue dans l’équation (3) les valeurs 

do tang dy 
(co52— m)snd — (1—m)sin 6" y(1—csin )? 
2 


N'— COS 20 = 7 = 1 TT 1 + tange sin ? 


ot aura 
je tang ni ÉLueE s 2 dY 
Me (i—m)sinek\ 2 ° ÿ(1—c VG—csind) (1-Htang’asin®d) /(1—c°, V/(1—csin sin) / ? 
2tangx __ sine 
(—m) siné sing COsx ? 


ue de: 
bep Ra : F (J)— 11 (tangtx, 4) | 


Dans cette formule , II (tang’u, 4) désigne la fonction elliptique de 
troisième espèce , dont tang*w est le paramètre, c étant d’ailleurs 
Île module commun aux deux fonctions F et I. 


d'où l’on tire, en intégrant et Ar que 


32. La valeur de ® correspondante au temps d’une demi-oscil- 


lation , se trouvera en faisant A — 00°; sil’on désigne cette valeur 
2 ? 
par ®, on aura 


24 MB n+in, + i 

A ER Es: — [' (tang a) |: 
La fonction complète IF (tang’ & ) pourra s'exprimer par des fonc- 
tions elliptiques de la première et de la seconde espèce, au moyen 


de la formule du n° 96, première partie; mais pour cet objet, il sera 
bon de donner une autre forme à cette formule. 
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335. En suivant les dénominations de l’article cité, soit À un angle 
cot.8 


os 8 c sin 8 

tel que tang À= — —— Ce quidonne sin NC 5 € COS Ag à 
on aura, par les propriétés connues, 

F(b,0) + F(B,A) = F6, | 

E(8,8) + E(2,A) = E'8— sin 8 sin. 
Au moyen de ces équations, on éliminera F (2,8) et E(&, 8) dela 
valeur de Il! (x, c); puis réduisant d’après l’équation des fonctions 
complémentaires , on aura la formule 


c’tangb 
(8,0) pm (no) Fe] OR E(S, A) F (4, à) ] EF (6, à), 


sin 8 cos 
dans laquelle 7 — cot°8. 
54. Pour appliquer cette formule au cas proposé, il faudra faire 


tang mu = 
“nel Gilet 1m 
pa 


fe 
cos 
0=i7—u, b= 


=)» to 
— (. j)> et on aura 


sin 6 


['(tangw)— F'e (sin 6 cotu— b*cos sin?) 
— F'e[F(b,2)—E(6,2)]+E'cF (86,2). 


J’observe maintenant que la quantité sin 6 cot & —b* cos u sin À se 


singe COS 


ea . , y COS ha 2 __ tos ° FRE k à 
réduit d'abord à = (1 sinA)= = (cos’À + c'sin’A); el parce 


r 1: r \ cos? 
que c°—tang*u cot* À, elle se réduit ultérieurement à 


EC 


sia À COS 


tAnp Es 
—_—— . n fin on 
ul + 2 donc enfin on aura 


(A4-C).(AZB) : sin6 
D TAC BE SU Mie vo 
C—B "sing Cosp 


—E£ (8, à) ]Fe+F(,A)F'e—E'c). 


Par cette formule , on peut déterminer aussi exactement qu’on voudra 
l'angle ® que décrit l’axe moyen autour de la directrice AD, pen- 
dant la durée + d’une demi-oscillation. 


55. Cela posé, pour avoir la valeur de ® au bout d’un temps quel- 
conque £, On fera, comme ci-dessus, 4—2kT Æt. On cherchera, 
par ce qui a été déjà dit, l'angle d/, qui répond au temps # <T; 

puis 
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puis calculant par la formule générale la valeur de ® qui corres- 
pond à l'angle 4’, et appelant cette valeur ?', on aura généralement 


® — 2K® Æ y. 


Ainsi, au moyen de la seule constante ® une fois calculée avec toute 
la précision nécessaire, on connaîtra exactement @ pour toute valeur 
de £ multiple de r : on pourra encore déterminer ® algébriquement, 
et par le moyen des arcs de cercle, si £ est commensurable avec T; 
dans tout autre cas, on déterminera @ par les formules d'approxima- 
tion connues dans la théorie des fonctions elliptiques. 


35. Nous observerons qu’il y a un moyen très-simple de trouver 
la valeur approchée de la fonction I (tang* w, 4), lorsque l’ampli- 
tude L n'excède pas 15 ou 20°. En effet, on a en général, 


n (4) — (EF (4) = 7 ft, 


1 + tang’w sin 


Supposons que «À soit assez petit pour qu’on puisse remplacer, dans 

le second membre, y/(1— c° sin?) par 1 — + c* sin, c’est-à-dire 
pour qu'on puisse négliger les quantités de l’ordre + c‘sint1|. 

Alors si l’on prend un nouvel angle? tel que tang € — Cr 

cos 

le second membre de l'équation précédente aura pour valeur 


= É cos m — ( 7) À , ce qui donnera 


SAND SA MAR 


Dans le même cas on pourrait faire F ({}=—(1+: 0) —ctsin 24. 


2 


© { cos u. 


Développement du cas particulier où l’on a m——1. 


56. Quoique ce cas suppose C — À, et retombe ainsi, à la nota- 
tion près, dans celui qui a été traité n° 13, cependant le nouveau 
point de vue sous lequel nous envisageons ici le mouvement, et les 
intégrales exactes que nous obtiendrons, ne peuvent que répandre 
un nouveau jour sur cette matière. 


43 


Fig. 5. 
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Soit doncm=—— 1 ou C—À, on aura HERED cot 6 Fi tange, 


a ; Art 
par les équations 


B 4 sin e, et les variables w, 8, ® seront données 


! tang d 
me tan = —2- 
F Ÿ 86 cos ? 
1m + 1 
rite Ye Ch 
lang © — tang w sin À, 
sin Û — sinwcos4, cos 8 cosw — cos w. 


Voici, d'après ces équations, comment on déterminera la position 


du corps au bout du temps 4. 
On connaît d'abord l'arc A par la valeur À = 14, et l'arc € par 


57 ° tang su ù 
l'équation tang € — me, où il faut observer que £ — 4 est tou- 


jours moindre que 90°. Par ces deux arcs on a la valeur de 9, qui 
détermine la position du méridien DL. On a ensuite les angles Ê et æ 
par les équations sin 0 — sin w cos À , tang © — tang we sin 4 ; la 
première fait connaître la distance DL — 90° — 8, et la seconde 
donne , avec le signe convenable , l'angle DLM qui détermine la 
position de l’axe AM, et par conséquent celle de tout le corps par 
rapport à l’axe AL. 


37. Cette solution doit revenir au même que celles qu’on déduirait 
du n°13; mais comme elles paraissent très-différentes au premier 
coup d'œil, il sera bon d’en démontrer l'identité. 

Soit BL°I°DM° le méridien primitif où se trouvaient, lorsque 4— 0, 
les axes AL, AM, et l'axe de rotation AT aux points marqués L°, M°, L°. 
Supposons qu’au bout du temps #, les axes AL, AM forment, avec 
la directrice AD, le triangle sphérique DLM; la position des points 
L et M sera déterminée par ce qui précède, au moyen des élémens 
BX = 0. Xi 0 DM; NL Q07. 

Dans le triangle DLM , où le côté LM est de 00°, on a eos DM — 
cos DLM sin DL — cos w cos 8 — cos m; donc DM—y. Donc l'axe 
principal AM ( celui qui n’est point semblable aux deux autres) est 
toujours également incliné à la directrice AD. 


x 
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ML sin & 
RD — ue mais les 


formules tang © = sin À tañg pu , tang À — cos w tang € donnent 


. sin CA 
Ti HA 


Le même triangle donne sin MDL — 


; donc l'angle € est égal à l’angle MDL, ou à son 


supplément MDx. Or, lorsque 4 — 0, le point M étant en M°, c'est 
le supplément MDx qui devient zéro; donc on a en général 
CM Da 

Il suit de là que l'angle MDMP, parcouru par l'axe AM autour du 
pôle D dans le temps £, = @ + {; de sorte qu’on aura 


2 A VU Na" VWisins 
A—B'cose A+B° cos 


MDM=p+t— 


Donc l’axe AM se meut uniformément autour du point D avec la 
2ÂA W sin: 


vilesse angulaire = .——; et parce que 24 cot E cote 
A+B° cosw ? AB 
— cot w cote, cette vitesse peut aussi s'exprimer par AIS 
sin # 


Enfin , le même triangle DLM donne encore sin DML — 


cos sin ___ tan . 
sin DL sin MDL — cos 0 sn £ =", 8° — sin AUS LOL 
COS & sing 7 tangw 


puisque l'angle DML est zéro en même temps que 4, on a DML—\, 
Donc le corps tourne uniformément autour de * axe par AM, dans 


le sens CB, avec une vitesse angulaire É — _E IT BV sin ec, 


Ces mouyemens sont précisément ceux que nous avons indiqués 
n° 13, pourvu qu'on échange entr’elles les lettres À et B, afin que la 
supposition actuelle C— A revienne à celle du n° 13, C—B. 


Application des formules au second cas du problème , art. 2h. 


38. Nous avons discuté fort au long le premier cas, qui est celui 
où l'axe du plus grand moment AM se trouve au milieu de chaque 
oscillation, dans le même plan avec l’axe moyen AL etla directrice AD. 
Venons maintenant au second cas, où l'axe du plus petit moment 
AN est celui qui se trouve périodiquement dans le même méridien 
que l’axe moyen AL , tandis que l’axe du plus grand moment reste 
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toujours éloigné de ce méridien à une distance qui n’est jamais 
moindre que 90° — Wu. 

Il suffit , pour la solution de ce second cas, d'échanger entr’elles les 
B°+C—2A* 

C:—B? 2 
afin de conserver l’ordre de grandeur C > A > B, il faudra en même 
temps changer le signe de-». Par l'effet de cette permutation, la 
constante : deviendrait négative ; ainsi il convient de changer le signe 
de 4, ce qui change en même temps le signe de w , comme l'exige 
la nature de la question (art. 23). Cela posé , voici les formules par 
lesquelles on déterminera la situation du corps et les vitesses de ses 
différens mouyemens au bout d’un temps quelconque. 


lettres B et C; et comme on suppose constamment m— 


59. Connaissant 6 par l'équation cot 6 En tange, On trouvera 


B+C 
, o = LU 2 Lei 1 +m e. 2 Land. CA e 2 
l'angle gw << 90° par la formule sinu — — sin 6 = e=p:tin < 


Faisant ensuite 
_ Wocose C—A 
7 tangm ‘A + B? 
LE NE GES Vos 


qui servira à déterminer # par À, ou réciproquement 4 par £. Soit r 


on aura l'équation 


L LL LL 1 
le temps d’une demi-oscillation, on aura Tr —- Fc. 


Connaissant r avec toute l'exactitude nécessaire, on pourra sup- 
poser qu'un temps quelconque #, aussi grand qu'on voudra, soit 
représenté par la formule 

DE AT ES 
k étant un entier, et {’ un temps < r. Soit (/ la valeur de 4 qui 
. répond au temps {', énsorte qu’on ait # —F(c,4{'), on aura en 
général , 
À == 2k.2 TE d. 

1 étant connu , on déterminera la distance 90° —8 de l’axe moyen 
AL à la directrice, et l'angle © que fait l’arc LN avec le méridien 
DL, par les formules suivantes : 


: ___  siné cos 4 Le : 
sin 0 — VG— apr lang © =— tang y sin À, 
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où l’on a c' — 


Em 08h. Ces formules détermineront toujours 
8 et « sans ambiguité, parce qu’on sait que 8 est compris entre les 
limites + 6 ct — 6 , de même que w entre les limites + et —w; 
d’ailleurs il faut se rappeler que w négatif suppose, comme dans la 
figure 2 , l'angle DLN formé du même côté de DL que celui où se 
porte l’axe AL par son mouvement autour du point D, et que « posilif 
suppose l’angle DLN formé de l’autre côté de DL. 


40. Il ne reste plus qu’à déterminer la position du méridien DL, 
ce qui se fera par l’arc BX — #9, dont la valeur est 


in 6 — 
= FC, 4) + (tag, e, 4) |, 


B+C+oA D — 1 B + A 
PC DTA HT TL Ge 

Si l’on appelle D la valeur de @ correspondante à À — 90°, ou au 
temps d’une demi-oscillation, on aura 


sin 6 D—1m, À s À 
= | À F'e— Il'(tang Bye) |; 


eten prenantun angle auxiliaire À d'aprèsl équation tang 2=1/ (© 
on aura 


en supposant toujours z — 


ri à 


[mn 


(A+C) (A+B) sin 6 
[TT CB ‘sing cosge +E(?, 1) ]F'e 


—#F(b,2).(F'e—E'c). 
Soit, comme ci-dessus, 4— 24T Æ 1, on aura @ = 240 Hp, 


®’ étant la valeur de & qui correspond au temps #, ou à l’angle 4/ 
déjà déterminé. 


Formules particulières pour le cas où l'axe de rotation primitif est 
très-près de l'axe du plus grand moment AM. 
LL 


41. Alors il faudra supposer e— 17 — d', d'étant une quantité 
très-petite, dont on pourra négliger les puissances supérieures au 
second ordre. Appliquant donc les formules du premier cas, on aura 
d’abord les valeurs suivantes : 


En Rte, a) = /(ED), cette 
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d’où il suit que la nutation de l’axe AL, et les oscillations du corps 
autour de cet axe, seront très-petites de VOUS d\. 
On aura ensuite 
— in ASCDNOUE 
RTS eee Gen) GC — Tina #) 
et l'équation #=F(c, 4) = Ad(1++c)— +0 sin 24 donnera 


réciproquement 


= (1—<5c)u+ + csin 2it. 


On en tire le temps d'une demi-oscillation 
F 
Tr 


et ce temps étant une fois calculé jusqu’à la précision des quantités 
du second ordre, on aura en général 


AL t NE Nr à 
L —— TNT PR 


T 


L’angle étant connu pour un temps quelconque, on aura les 
valeurs de w et 8, savoir: 


© = sind. et 0 = 6 cos A. 
42. Enfin la valeur de 9, au bout du temps #, sera donnée par 
la formule 
p— Wi(i—id4ié?) LE Gu(d — ïsin 24), 
où l’on pourra substituer la valeur A —:t. 
Soit ® l'angle décrit par l’axe AL autour de la directrice, pen- 
dant le temps + d’une demi-oscillation, on aura 
Dd— Wr MT AE + IGEU.IT, 
ou , en substituant la ii Die en d'W, 
D Wr(r—Ÿ der GS) = Wir (r— 19) 


Ainsi l'axe AL tourne autour de la directrice AD avec une vitesse 
très-peu différente de la vitesse angulaire initiale W. Cela s'explique 
en observant que l’axe de rotation primitif AT est DÉS ROSE de 


la directrice AD, puisque la distance DI=S—6 — 2; 


er 
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quantité qui sera très-petite, même par rapport à d', si l’on suppose 
le corps peu éloigné de la figure sphérique, ou A—B très-peut 
par rapport à À + C. 

Au reste, on voit que dans le même cas, le temps d’une oscillation 
représenté par 27 est très-grand , puisqu'en négligeant les quantités 


de l’ordre d*,ona 
VOS B C+B 
CuIh, 


Ayant déterminé la constante D avec toute la précision nécessaire, 
on pourra mettre la valeur générale de ® sous cette forme, 


PE 


DE = D— 1 Ep sin — 


Ainsi l’on voit qu'il ne s’en faut que d’une très-pelite quantité 
° mL . . 
+ Gu sin —, que le mouvement de l’axe AL, autour de la directrice 
FT 
ne soit uniforme. Lorsque £ sera un multiple de +, on aura exac- 


t 
tement ® — s: ®D. 


Cas où le mouvement est le plus complique. 


43. La valeur de c* étant exprimée directement par l'angle 


donnée, on a 
1 C—B C+A 


D Lite ef TR c—x ange 


De là on voit que c est d'autant plus près de l'unité, que l'axe 
de rotation initial est plus près de l’axe moyen, cas où la distance € 
est très-petite sans être nulle. Comme on a d’ailleurs C> AB, il 
en résulte (C—B)(C+HA)>(C+B)(C— A); aimsi, dans 
aucun autre Cas, On ne peut avoir c très-peu différent de l'unité. 
Dans ce cas donc la nutation de l’axe moyen est de près de 180°, et 
les oscillations autour de cet axe sont les plus grandes qu'il est pos- 
sible. Ainsi le mouvement du corps sera d’autant plus irrégulier, 
que l’axe de rotation initial sera plus près de l'axe moyen. 


Il n’en est pas de même lorsque l'axe de rotation initial est fort 
près de l’un des deux autres axes principaux. On a déjà vu, dans 
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les art. 41 et 42, et on démontrera plus en détail dans la suite, 
qu’alors le mouvement du corps est presqu'’uniforme, et que l'axe 
de rotation ne varie que lrès-peu. 

Il y a cependant un cas (n° 27) où l’axe moyen s'approche con- 
ünuellement de la directrice, et se confond sensiblement avec elle au 
bout d’un temps assez court; de sorte qu'après la réunion de ces 
deux axes, le mouvement devient uniforme. Ce cas seul excepté, et 
celui où l’axe de rotation inilial serait précisément l’axe moyen , un 
corps ne peut tourner d'une manière sensiblement uniforme autour 
de son axe moyen. Si donc un corps parait avoir un mouvement 
presqu'’uniforme autour d’un axe sensiblement fixe, cet axe ne peut 
être son axe moyen. Les planètes, les comètes, et en général tous les 


corps sujets à quelque varialion, ne tourneront jamais uniformément 
autour de leur axe moyen. 


Seconde solution , AL étant l'axe du plus grand moment. 


44. Quoique le problème soit résolu dans toute sa généralité, par 
les formules précédentes, qui supposent »m < 1 , il ne sera cependant 
pas inutile d'examiner aussi le cas de # > 1: les formules qu’on 
trouvera dans ce cas seront plus immédiatement applicables au 
mouvement de rotation des planètes. Mais pour ne pas entrer dans 
des détails superflus, nous supposerons qu'on a C> B> A; alors 
l'axe AL aura le plus grand moment d'inertie B + C ; l'axe AM, 
dont le moment d'inertie est À +- C, sera l'axe moyen, et l'axe AN 


aura le plus petit moment A+B. Dans cette supposition, la quantité 

C? + B?— 21° ; ve Ha Pr 
MN——E jy; — Sera loujours posilive el plus grande que l'unité. 
Cela posé, l'équation (1) donne 


m sin°y + COS 24 COS” y— COS (20 + 9%) 


et elle offre trois cas à distinguer. 


Premier cas : m sin°y + cos 2a cos” < 1. 


45. Comme le dénominateur 7» — cos ( 25 + 24) est toujours 
: positif , 
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posiuf , il faut que le numérateur soit positif aussi, ce qui exige que 
© ne s’étende pas de o° à 180°. Donc, dans ce cas, le corps ne peut 
faire que des oscillations autour de son axe principal AL. 

Pour en déterminer l'étendue, on prendra un angle w < 90°, 
tel qu’on ait 

COS 2U — — IN SIN*y — COS 24 COS*y; 

cette valeur donne cos (180°—2u) — cos 24 —(In—1)sin° y, quantité 
positive; donc > 96°— #. Maintenant pour que sin’8 soit positif, 
il faut que cos 2u + cos (242&) ou 2 cos(w+-a+u) cos (w+a—) 
soit négatif; donc & positif a pour limite + (G0°— «& +), et « né- 
gatif a pour limite — (4+u— 90°) ; l'étendue de chaque oscillation 
est donc l'arc 2u << 180°. 


45. On peut prendre pour époque du mouvement, le milieu 
d’une oscillation, ce qui revient à faire 4— 90°. Soit alorsô— 6 , et 
on aura les équations 
(m+i1) cos’s , 1+m 

2 


sin’ — sin°6. 
I + COS 2w ? Le 


1 + le <V( (+) 


et puisqu’ au commencement : mouvement on a 4 — 90° En ES 


sie B— A CPE 
cot É=S-ptange, il faut qu’on ait aussi tange > v RCE 


c’est le symptôme qui distingue ce premier cas des deux _. 
De l'équation précédente on déduit 


cos’ 8 — 


ht fe sin°g — sin’ 
T4 (met) — sine? 


et réciproquement , 
m1 sin6— sin°8 


sin © —} 


; cos? 8 
: : : 1 cos? 
Soit sin ÿ — sin 6 cos et c — tanp* 6 = 1. — ——E 
; 5 6) 
. CO5"b 
on aura 
: sin # sin __ cos 6 ru 3 
V/Q1 — sine cos\ ) VGA —sn% cos) 


On a mais le signe — à sin w, parce qu'en faisant 4 = 0 et = 0, la 
1 do » . 
Q] LE \ 
première valeur de + (n° 14) est négative. 


44 
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: D’après ces formules, la correspondance entre ©, 8 et L dans les 
quatre premières demi-oscillations, est telle qu’on le voit ici: 


NE LOTS [0 TOR 180°, 270°, 360° , 
D == 6e 0 ; — 6, O0 ; 6, 
@ = Os M 0, +) 0. 


46. Maintenant, si dans l'équation (2) du n° 14, on fait a — 90", 


du 
et qu'on substitue la valeur de —— tirée des formules précédentes, 
on aura 


7 Am sin g dE 
Kdt —— m1 . sin g cos cou" va rs, c? sin? D) 
Pope 1 W cos: +B n—m _ AB, | 
D'ailleurs on a K — Te » COt Ep lang e, ete MB UTT. CE? 


donc si l’on fait 


::— W cosecosé CA wine C—A C—B 
pr" sin # "ALB— Ê " C+B 
on aura 


RE ra ? 


t=F(c,;d\) 


Soit r le temps d’une demi-oscillation ou celui d’une demi-nuta- 


et en intégrant, 


lion , on aura T =; F'c; en général, si l’on fait 4 —2kTr Æv, k étant 
un entier, eté'<CT, on aura 
L ok ETIE Ÿ”, 
V/ étant déterminé par l'équation &#'=F (c, '). 
Si _ n'excède pas +, on aura d’une manière suffisamment ap- 


prochée, | ÿ 
cu — log tang (45° + ic), 

ce qui servira à déterminer fort simplement +{' par le moyen de #!, 
et réciproquement. 


On pourra donc connaître, par ces formules , aussi exactement 


qu'on voudra, l'angle qui répond à ur temps £ quelconque, et on 
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voit que cet angle augmente proportionnellement au temps, toutes 
les fois que £ est un multiple de r. 

L'angle À étant connu, on connaîtra, par les formules précédentes, 
Jes quantités © et 8 qui déterminent la position de l’axe principal AL 
par rapport à la directrice AD , et celle du corps par rapport à son 
axe principal. 

47. Il ne reste donc plus qu’à trouver la valeur de 9, qui fixe la 


position du méridien DL dans l’espace. On a pour cet effet l’équa- 


tion (5), savoir, 
_de 


sing ? 


do = Kdt — 
qui devient 


__ Sing /A+B d4 dt 
Gi, sin6cos6\C—A * W/(i—csin |) + (1 +tang’5 sin) p/(1—c'sin |) ? 


et dont l'intégrale est 


sin A B 
= ex F Ce, 4) + (tang’6, c, 4) | 


Soit ® la valeur de ® lorsque 4 — 90°, on aura 


x F'e+ IT (tang*6 ,c) |: 


sin ge es 


sin 6 cos 6 


d— 


Pour avoir la valeur de Il ( tang° 6, c), on observera que 


et 


—= tang* 6 ; ainsi en procédant comme dans l’art. 53, et 


 —) 


on aura 


RE (lg 6,c)=| Re su 


sin 6 cos 6 sin 6 sin # 
— F(8,2).(F'e—E'c). 


On connaïitra donc aussi exactement qu'on voudra la valeur de ®. 
Faisant ensuite £— 2kr Æ 4, ou d = 24.172 \', on aura 


faisant 


Di 2RD ®', 


o' étant la valeur de @ correspondante à 4. 


Fig. /. 
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S'econd cas : m sin°y + cos 24 cosy > r. 


48. Dans ce cas on voit par l'équation (1), que © n’a plus de 
limites , et que le corps doit tourner sans cesse dans le même sens 
autour de son axe principal AL. Si l’on prend pour époque du 
mouvement l'instant d’une révolution où l’on a «a —00° et 06, 
l'équation (1) donnera 

n {m+i)cos 6 
COS DER ER 

m + COS 2w 
Ainsi on ne peut avoir Ê— 0; c’est-à-dire que l’axe AL qui fait, 
au commencement du mouvement , un angle aigu 00° — 6 avec la 
directrice AD, ne pourra jamais faire un angle droit avec cette direc- 
trice. Soit 6’ la plus petite valeur de 8 ; cette valeur aura lieu lorsque 


COS 2@ —=— 1 ; ainsi On aura 


I 1 
na! cos* 6. 
TTL —— | 


cos’ 6! — 


49. Ayant fait & — 00°, les formules de l’état initial du mouve- 
sr 
B + C 
cet état est représenté par la fig. 4, où l'on voit qu'à cause de 
a — 00°, il faut qu'on ait aussi L — 90°, et qu'ainsi l'axe AN du 
plus petit moment se trouve en N° sur le premier méridien DI+. 
On voit en même temps, par la formule du n° 14, que la première 


ment donnent cot 6 — tang €, et par conséquent DL° << T°L°; 


do ,» . as . « , = , \ 
valeur de + est négative, et qu'ainsi © est toujours négatif; c'est-à- 


dire que pendant que l'axe AL tourne autour du point D dans le 
sens BC, le corps tourne sans cesse autour de l’axe AL dans le 
sens oppose CB. 

D'après cette observation, soit tang © —=— } lang À, h étant une 
constante que nous déterminerons de manière à simplifier les for- 
mules ; en faisant celte substitution on aura 

cosrD 22 UN) S (on Ram) 
(m+i1)ços" d+ (m— 2) h°sin? 4 


m + 1 cos L” 
—, Ou Â—-—, on aura 
Im — 1 eos 6 


cos® 0 = cos’ 6 cos® À + cos* 6/sin* 4; 


Soit 1 
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2 


et si l’on fait «= (}— 1) co 6 — 
| FL" 


aura aussi 
sin® Ô — sin'6 (1 — c* sin°4 ). 

Ces équatiôns déterminent les valeurs de « et de Ben fonctions de \; 
sur quoi il faut observer que 8 est toujours compris entre les limites 
6 et 6’, mais que æ négatif croît continuellement avec 4, ensorte 
que la différence 4 + w , déterminée par l'équation tang (4 + w) 
ae (h—1)sin24 L , : 
ET (hu) co 1? est toujours plus petite que 90°. 

5o. Il faut maintenant substituer dans l'équation (2) la valeur de 
& tirée de l'équation tang © — — h tang 4, et celle de sin8 en 
fonction de 4, ce qui donnera 
___ (n—m)h di. 
TO (m+i)sin 6" y{(1— c°sin 4)" 
W cos e n—m __A+B DR DRIOUE 

sin & m1 C—A? 


. C—A //m—i1 C— A B—A 
2— VV cos PRADA / a) W COS € VC 552) 
et on aura en intégrant, 
= F(c, 4). 
Si l’on fait L — 00°, t sera le temps d’une nutation dans laquelle 


passe de la valeur 6 à la valeur €’, ou réciproquement; soit T 
ce temps, on aura 


Kdt 


Or on a K — 


Lorsqu'il y aura peu de différence entre les quantités C,B, A, 
ce qui a lieu lorsque le corps est composé de couches peu éloignées 
de la figure sphérique, la quantité z sera très-petite, et le temps 
d’une nutation sera fort grand; c’est-à-dire que le mouvement de 
nutation sera très-lent. 


. É . 1 t 
Si - est un nombre entier, on aura exaclement V2, 


’ t . » 
el par conséquent, © = — L = — 7 Fe. On voit par conséquent 
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que le mouvement particulier du corps autour de son axe AL, dans 
le cas dont nous venons de parler, sera tres-lent, puisqu'il ne décrit 
90° que dans le temps Tr, qui est celui d’une nutation ; maïs ce mou- 
vement s'exécute toujours dans le même sens, c’est-à-dire en sens 
contraire au mouvement de l'axe AL autour du point D. t 


5r. Il ne nous reste plus qu'a déterminer ce dernier mouvement 
mesuré par li ®;orona 


RER di do __ hd (1 — sin) 7 : 


_ 72 BURN 7 (cos  h sin) sin 6 ; 
donc 
A+B À di in k 04 ddt(i-=e sine 
TOR AC va—csin4) 7 sin 6 ‘1h —1) sind? 


et en intégrant, 
cos $” A+B à L 
P= reel c— x Fc Ÿ) HT (c tang’6 , c, 4) | 


Soit ® la valeur de © lorsque L— 00°, on aura 


cos 6” A+B 


Pre cree x F'e+ fl (c'tang’é, e) | 


Mais par la formule du n° 33, on trouve 
Pr 1543 2 _… Moos É'cos 6 
nc HRE (c’tang 6; c)=[ sin 6 +E(8, e)]r'e 


— F(b, 6).(F: c— E'c). 


re ne” ç A LB 6” es 
D'ailleurs la quantité 0 PE SEE TU 


sin 6cos$ ‘© C — x sin 6 
cos 6’ cot(£ He— ir); donc 
= [cos 6"cot(É—e—ir)HE(d, C)1F'e 
—F(6,6).(F'e—E'c). 
52. Si - est un entier, On aura ?=:9; on a en méme temps, 


À = ST. =; ainsi la situation du corps sera déterminée exactement 


au bout d un temps quelconque t, multiple du temps r d'une nu- 
talion; on pourra déterminer exactement cette même situation 
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lorsque : sera rationnelle ; par les propriétés connues des fonctions 


elliptiques. 

En général, soit £— 2kT Æ #', k étant un entier , et # +, on aura 
A =2k.iTrE N\',etp—2k%.0 —Æ p", J' étant la même fonction 
de £’ que À est de #, et ®’ la même fonction de 4’ que ? est de +. 


NE : . . 
Au reste, si — est une fraction plus petite que ?, on aura, avec 


une exactitude suffisante, 
cit! — l'tang (45 + ic); 
N' étant connu , on en déduira 


1 Wt'cose 1 \ Pt 
Pistes [Shcoléd'— (1 coté), 
tang © — — } tang |", 

sin’ — sin*6 cos’4l’ + sin°6'sin*\/, 


ce qui détermine la position du corps au boul du temps £. 


Du cas où l'axe de rotation initial est très-près de l'axe du plus 
grand moment AL. 


53. Alors l'arc € est très-petit; et si on rejette les puissances de € 
supérieures à la seconde , les quantités 6 et 6’, qui déterminent l’éten- 
due de la nutation de l’axe AL, seront ainsi exprimées : 


Ér — (550) 6 
= ir — Go) he; 


de là on tire 


y __A+B _ C—B £ 
(Ehesa fes nou Te re Sie 


Si la différence C — B est beaucoup plus petite que B— A, ainsi 
que cela doit avoir lieu dans le sphéroïde terrestre , À sera très-peu 
C—B 
B—A ° 


de nutation 6 — €’ sera beaucoup plus petit _ €. Dans la même 


différent de l'unité, et on aura 6— 6 — ; de sorte que l'arc 
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h thèse, on aura 
ŸP° fre sine? D B+A 


CI — €, 


sin CEE B— À AS 
ve PR, A 
L — Ware) (Er. Ex , 
HER he, = GR ;c*sin 24, 
; Ex, Cable ; 
LE it (a — 7?) +5 sin ait. » 
54. Désignons toujours par T le temps d'une nutation, ou celui 


pendant lequel le corps fait un quart de révolution autour de son 
axe AL , on aura 


re 27 os AE C+A B+A 
on ASE Ne Hire) WE: 5x ? 
et l'expression de À pour un temps quelconque t deviendra 
US sin En 
V ir. +S csin —; 


L étantconnu, on aura par l'équation sin‘ —sin°6 cos’ {+sin*6'sin*; 
et comme on peut négliger le carré de 6— 6!, on aura avec une 
exactitude suflisante 4 


Quant à l'angle ©, il est donné exactement par l'équation tang « 
== — h tang À, ou d'une manière approchée par la valeur 


© —=— À — (+) sin 24, 


si toutefois C — B est très-petit par rapport à B — A. 


. 


55. 11 ne reste plus qu’à déterminer ®. Pour cela, nous remar- 
querons que la formule du n° 51 peut se réduire à 


4: h dE(i+icsin 4) 
dp = Ka + “sin 6 1 (h— 2) sind ? 
Or, l'équation tang © —— } tang À donne do = — eo 1 


et par conséquent, (k°— 1) f do sind = — hl — w ; SE 
h_ di(i+icsint) da CAE RTE LG LC? He 
Lee 1H (ii )sin dl — ) — sin (ricsin = sin me Fr 1 sin6” 
Or 


LE 


/ 
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E) 2 2 nt h + © 3 cot’6 
Or on a c*— (h°—1) coù6; donc — PL A RO Tee (hd +); 


d'ailleurs comme cos’6 est une quantité très-petite du second ordre, 
cette quantité se réduit à + cos’6 (kŸ +). On peut semblablement 


, = AL e= Le yse nr . 
réduire HE à © (1+ icos* 6); ainsi l'intégrale précédente devient 


— © (1+ cos 6) HEicos C(hl Lo), —=—0 + + hdcos" 6, 


= — © À A cos 6.it; donc enfin on a 
P + o = (K+E:hcos 6). 


Ainsi l’angle ® + « croit proportionnellement au temps, sans aucune 
inégalité sensible; d’ailleurs en substituant les valeurs de K et 
de i,ov a 


K+:hicos’ € —W cos cl (ai cos’6.: 


donc enfin, 


n) eos ie be 


FE *B+C/? 


C— A 

e+o—= Wire ‘BEC 
ce qui fait voir que l’arc 9 + w est décrit par un mouvement uni- 
forme , dont la vitesse diffère tres-peu de la vitesse initiale W , puis- 


qu’elle est W (: — Le 5) 


Si l’on appelle ® la valeur de @ lorsque = 90°, ou pendant le 
temps d’une nutation, on aura 


f 1 fées I EL Een 
D— 7 = Wrf—ié se 


= LT (: +ié+ie En VE) 


56. Voici comment, dans l'hypothèse précédente, on déterminera 
au bout du temps #, la position d'un poirit quelconque du corps situé 
au commencement du mouvement, sur le rayon AP° déterminé par 
les deux élémens DL°P° = Q, L°P°—P. 

Ayant fait l'arc BX — , on aura d’abord la position du méridien 
DX ; prenant ensuite LX—0—6—(6— 6')sinL, on aura la 
position de l’axe AL; enfin si l'on fait l'angle DLP = Q — +, 
puis l'arc LP — P, on aura le lieu cherche du rayon AP. 


45 


» Fig. 6. 


Fig. 2, 


354  EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


1 . e s 17? t . . > 
Supposons, pour plus de FR > que - soit un enter, on 


aura À — Lai, à == 17." , = W't—0, en supposant 
| __ Wcose € CA H FA 
W=W (1: De = his Rp DL=iT—6-H(6—C')sin"| 


pie ve 12 NE rl ; Sin’ Ÿ). Connaissant DL, LP et l'angle 
DLP=Q— 0, la ot du triangle DLP donnera les formules 
suivantes Fe RTE du BDP = x et la distance DP=— y. 
Soit f=° Dre e (1 + | Sr k : sin* Ÿ); si l'on néglige les quan- 
ütes de l’ordre €, on aura 
LDP — x — Q— 4 — fcotPsin(Q+d), 
x = Wi+ rm —Q— fcotPsn(A+d\), 
ve P — fcos(Q+ A). 


On voit que y varie depuis P—f jusqu'a P + f, et que l’angle BDP 
ne croit pas Lout-à-fait proportionnellement au temps, puisqu'il y a 
dans son expression une équation ou inégalité f cot p sin (Q+44), 
dont l’argument est Q +}. Cette équation, qui ne peut monter qu’à 


I | 


‘la petite quantité f cot p, dans un sens ou dans l’autre, et qui 


d’ailleurs ne peut que varier très-peu pendant une révolution autour 
de l'axe de rotation diurne, sera toujours insensible dans le mou- 
vement de la Terre. 


Troisième cas : m sin°y +- cos 24 cos + = 7. 


j \ Le nm —1 ° ° 
57. Ce cas où l’on a sin°a — tang”y , revient à celui de 


l’art. 26, et n’exige aucun nouveau développement. En effet, la 
figure 2 représentant l’état des choses au commencement du mou- 
vement, suppose DLM—a«, LD = } 7 — y. Prolongeons l'arc LD 
à la distance DL/ = 7 — DL, et soit DML'— «', DM—:7—;, 
afin que les quantités æ' et >! représentent, pour l’axe AM, des 
quantités analogues à «& et 7 pour l’axe AL. Dans le triangle sphé- 
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rique DLM, où le côté LM est de 90°, on aura 


CO UT CDS Gene Le 
cos y‘ ? cos y ? 
donc 
COST sin”y _« sin”y y 46 tang?y TE. 
7 cos*y 7 1— cosy COS*æ  tang”y + sine — m1? 
5 —m 
et cos2@ — ———; 
m1? 
C2 + B°— 5A° 


substituant la valeur m= 4%; — , il viendra 


CPR A — 2B°0 
C? — A: ÿ 


e. 7 e (BE, D2— A 
c'est ce que devient l'équation cos 24 — CRE es > lorsqu'on 


COS 24 —= 


échange entr'elles les lettres B et A, afin que l'axe AM désigne, 
dans le cas présent, le même axe que AL dans l’art. 27. 


a 


Recherche de l'axe de rotation et de la vitesse angulaire a chaque 
instant, 


58. Quoique le mouvement du corps soit déterminé par ce qui 
précède , d’une manière complète , cependant comme les trois mou= 
_vemens de rotation , continus ou alternatifs, que nous avons 
considérés , peuvent, pour chaque instant, se réduire à un seul 
mouvement de rotation autour d’un axe variable, 1l sera utile de 
déterminer la position de cet axe et la vitesse angulaire à l'instant 
donné. 

Supposons qu’au bout du temps £ l'axe de rotation rencontre la 
sphère au point I, et que la vitesse angulaire autour de cet axe’, 
dans le sens BC, soit w. Faisons l’angle LDI = à , et la distance 
DI = », on trouvera comme au n° 10, 


di . : 

ï FT = 7 WSMmAsmp, 
do : cos À 
d — y -SUL 7 . Loë & , 


de ] 
= ( cos y? — sin y tang 8 cos À). 


| 
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Substituant ces valeurs dans les équations différentielles du n° 38, 
on aura les équations suivantes pour déterminer les trois quantités 
w , À,7, relatives à l’axe instantané de rotation : 


sin (2% + 90x) 1 
COS ( 2œ + 9%)— m ° sin6 ? 


tang À = 


(cos 24—m ) cos’y tang 8 
n — m — (COS 24 — m) cosy" cos À ? 


K M — COS 24 
= — 1 MERR rt 2, | 
w [ +( Sa cosy | 


Î 


tang D) 


COS y 


59. Par la théorie précédente on connaît, pour un temps donné, 
les quantités w et 8; on connaîtra donc, par la première équation, 
la valeur de À; par la seconde, celle de », et par la troisième, celle 
de la vitesse angulaire 5v. Ainsi l'axe de rotation et la vitesse angu- 
laire sont déterminés à chaque instant. 

La troisième équation offre ce théorème remarquable, que la 
vitesse angulaire est toujours réciproquement proportionnelle au cosinus 
de la distance de l'axe de rotation à la directrice. IFs'ensuit que ce 
cosinus n'est jamais zéro , et qu’ainsi l'axe de rotation qui, au com- 
mencement du mouvement, fait un angle aigu avec la directrice, 
fera perpétuellement un angle aigu avec elle, et ne s'en écar- 
tera plus ou moins que par un mouvement de nutation qu'il est 
facile de déterminer. | 

Cette propriété, au reste, confirme ce que nous avons déjà dit, 
n° 11, sur l'invariabilité de la directrice, quel que soit celui des 
trois axes principaux dont on se sert pour déterminer le mouvement 
du corps. 

Nous observerons enfin que les valeurs de À, », # sont indépen- 
dantes de ®, et peuvent par conséquent se déterminer par les seules 
fonctions elliptiques de la première espèce. 


60. Si du point I on mène l’arc IQ perpendiculaire au méridien 
mobile DX, la position du point I pourra être déterminée assez 
simplement par les coordonnées DQ = x, QI = 7 ; or ona 


Jar u . dits . x BCOS ET de 
lang X—tang y COSA, Sin y—sinysin ,COSY—= lang y—simrtang 3 


ainsi les valeurs de x et y seront données immédiatement par les 
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equations Er a sale 

tang x — ftang 8, enr 

ve REC TU 

9 sin 0° cos (20 + 94) — m 

Comme les valeurs de w et de 8 reviennent toujours les mêmes après 
deux nutations de l'axe AL, il s'ensuit que dans cet intervalle de 
temps, le point [, extrémité de l'axe de rotation, décrit, relative- 
ment au méridien mobile DL, une ovale, ou en général une courbe 
rentrante, et revient au point d'où il est parti. Nous examinerons plus 
particulièrement la figure de cette ovale dans les différens cas géné- 
raux qui ont été traités jusqu'ici. 

61. Lorsque le mouvement de l’axe AL est tel que les valeurs 
de 8 sont alternativement positives et négatives, la nutation de cet 
axe s'étendant depuis 8—6 jusqu'à 8—— 6, alors on voit par 
l'équation tang x —f tang 8, où f est un coeflicient constant, que 
la valeur de x sera aussi alternativement positive et négative; de 
sorte que les limites de x seront + a’ et — 4/. Dans le même cas, 
on verra que les limites de y sont + D’ et — L'; d’où il suit que 
le point I, considéré relativement au méridien mobile DE,, décrira 
une espèce d’ellipse dont D est le centre, et qui aura deux diamètres, 
l’un 24', dirigé suivant le méridien, l’autre 20’, perpendiculaire au 
méridien. 

62. Considérons, par exemple, le premier des deux cas qui peuvent 
avoir lieu lorsque AL est l'axe moyen; alors on a (art. 19)« = 0, 


Et 7IL ne . 
sin’ 6 , ce qui donne 


de (1—m) cos? 6 Tes (A—B)cos6 
HE n—m—(i—m)cosé  ALC—(A—B)cosé 
Soit a’ la valeur de x qui répond à 8 =6, on aura 
FA NE ne. (A —B)siné cosé 
tang a! — ftang 6 — RECU ER) 
Soit d'la valeur de y qui répond à 0— 0, on aura 
fsinou _ ftang 6 ‘ tanga’tangé 


COS Ou — mm tange  tange ? 


;oronau<6; donc a < b’. 


+6, sin pi 


tang b' — 


tang D" tang 6 


Fig. 8. 


Fig. 9. 
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Dans ce premier cas, l’axe de rotation AT, considéré toujours par 
rapport au méridien DL, comme si celui-ci était fixe , décrit, dans 
le sens [° l' ou BC, un quart de son orbite, pendant le temps r d'une 
demi-oscillation, ou pendant que l’axe AL passe de L° à L' ou B. 
Il continue son mouvement dans le même sens pendant les trois 
demi-oscillations suivantes ; de sorte qu'après le temps 4T, qui est 


celui de deux oscillations ou de deux nutations , l'axe a parcouru - 


son orbite entière, et se retrouve au point 1°, d’où il était part. 
Pendant ce mouvement, la vitesse angulaire, He est toujours 


1 W cos a” 
comme —, ne varie qu'entre les limites W et ——— ; la première 
S 


a lieu aux dE du méridien 1, 1; la seconde aux points [°, I, 
qui en sont les plus éloignés ; d’ailleurs puisqu'on a a'<b', on voit 
que la vitesse hors du méridien est toujours plus grande que la vitesse 
dans le meridien. 


63. Dans le second cas du mouvement de l’axemoyen(art.23),ona 


1+m 
2 


& = 100% 1 6 a SU sin°6 , ce qui donne 


din it (C— A) cos6 
tent, Li one 


tn due Sinsw!t (0) sin æ C?—B? tang # sin Ÿ 
SAT Ven 0" M + COS2® sin 4° C°— A1 — sin" 


Dans ce cas, comme dans le précédent, on suppose C> A>%B; 
ainsi f est négalive , et par conséquent la première valeur de x, 
lorsque t — 0, est aussi négative : faisant alors x——4a,ona 


Ci A sin © & 
tang a/ = — fiang = LE de ETC . En effet, nous savions 


déja , par l’état initial du mouvement, que qi point D En se trouver 
entre 1° et L°. Ayant fait d’ailleurs L°1°—e, DL°—1}7x—6, et 
A FH 

FAT 


n 4 pes 
et par conséquent tang a — 


ayant trouvé cot 6 — tang e, on a DI° oua —e—(:7—6), 


tang : — cot 6 
1 + tang « cot 6 
la valeur de tangeen coté, revient à la valeur précédente. 


; ce qui, en substituant 


Les valeurs x =— 4,7 — 0 répondent à £—=0 ou 4 —0o. Soit 
maintenant é —T Ou L —00°, on aura 0 — 0 et x — 0; ensuite 
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faisant y = L', on aura 


tang ge C—B? tangucos’ x __  ftang’6 
rex con en MERS, 


lc cos* 6 tang se 


C—B 
Sat 
tang D = 7 foi: 


/ 
ce qui donne encore ne LÆ nn: et comme on a 6 >, il 
s'ensuit 4! >> a! : de sorte que l’ovale décrite par le point I autour 
du centre D, a, comme dans le premier cas, son grand diamètre 
perpendiculaire au méridien. 

Il résulte de ces formules, que l’axe de rotation passe de F en |, 
c’est-à-dire décrit le quart de son orbite dans le temps + d’une demi- 
oscillation : il continue ainsi dans lestrois demi-oscillations suivantes, 
et son orbite entière est parcourue dans le temps 4r, qui est celui 
de deux oscillations ou de deux nutations. Ce mouvement, qui a 
toujours lieu dans le même sens, c’est-a-dire dans le sens CB ;, se 
renouvelle de la même manière dans les périodes suivantes, et ainsi 
à Finfini. 

On fera d’ailleurs la même remarque que dans l’art. précédent, sur 
la variation de la vitesse angulaire. Elle est la plus petite = W sur le 
méridien en [° et [°, et la plus grande en F' et F, lorsque le point I 

nr 
est le plus éloigné du méridien , où sa valeur est W re 

Tels sont les mouvemens que l'axe de rotation AT exécute par 
rapport au méridien où se trouve l'axe moyen AL, dans les deux 
cas qui peuvent avoir lieu, selon que l'axe AM ou l'axe AN est au 
commencement du mouvement dans le même méridien que l’axe AL 
avec l’axe de rotation primitif AF°. 


64. Si m est positif et plus grand que l'unité, ce qui a lieu, 
comme nous l’avons vu, dans l'hypothèse C > B> A, où AL est 
l'axe du plus grand moment, et AM l'axe moyen, il faut distinguer, 
comme ci-dessus, deux cas qui donnent lieu à des mouvemens 
itres-différens. 


Premier cas. Si la position initiale de l'axe de rotation est telle 
que le corps ne puisse faire que des oscillations autour de l'axe AL, 
alors on trouvera des résultats analogues aux précédens, mais avec 
des différences qui méritent d'être remarquées. 


[ee 


. 10, 
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. . L m 114". 
11 faudra, dans ce cas, fairea—1i7r,7—6;, sin u— E sin* , 
ce qui donnera 


(Us LL (C— A)cos6 
tangr=fungt, fn ere 
t  shx sin 24 — f cos x sin 2 
NSP Tin * mæ+ cos 20  / “cosô * m + cos 20° 


Mais par les formules du n° 45,ona 


sin 24 2 sin # 


m + cos 2 — (m+i) ssse- sin 4 VC — c° sin*\) ; 
donc 


#51 2f singe CoOsx … ne 
tang y = — GE D cos cos 8° 10 y/(1—c'sin). 


Au commencement du mouvement où {—0 et d —0o, on aura 
7 =0; etsi l’on fait x=—— 4!, on aura 


(C—A})sn6cosé 
A+B<+(C—A) cos ? 


ce qui s'accorde avec la valeur donnée immédiatement par l’état initial 


tang a! = — f tang 6 — 


du mouvement 4 —e—(;7—6),oùlonacoté— He 

Pour avoir la position de l’axe de rotation au bout du temps r, qui 
est celui d’une demi-oscillation, on fera L — 17, 0—0o, ce qui 
donnera x—0; et si l’on fait y —/", on aura 


tang €. 


sin cos tang? 6 
tang GE BTE IQ PONT, NE 2; 
(mm + 1) cos 6” cos 6 tang 


tang D ___ tang 6 
tang a — tangx 
1 © : ‘ ! ! 
il s'ensuit qu'on a b'< a’. 


d’où résulte encore 


; mais comme dans ce cas 6, 


On voit par là que pendant le temps r d’une demi-oscillation, 
l'axe de rotation décrit un quart de son orbite en passant de I° en’; 
il continue ce mouvement dans le même sens pendant les trois autres 
demi-oscillations; de sorte que dans le temps 4r, qui est celui de 
deux oscillations ou de deux nutations , l’axe de rotation parcourt 
son orbite entière, et les choses sont rétablies dans le mème état 
qu'au commencement du mouvement. 

L'ovale décrite par l’axe de rotation a pour centre le point D, 


; comme 


SIXIÈME PARTIE. SECTION 1. 561 
comme cela a lieu dans les mouvemens rapportés à l'axe moyen ; 
mais il y a cette différence dans le cas présent; que l’ovale est 
alongée dans le sens du méridien , puisqu'on a trouvé b'< 4, 
tandis que dans les deux cas qui sont relatifs à l’axe moyen, on a 
b > a!. | 

Dans ce cas donc la plus grande vitesse W aura lieu dans le 
méridien, lorsque l’axe de rotation répondra aux points [° et F, 


.. W cos a’ : è Fr A. elié- 
et la plus petite —7— aura lieu aux points I! et [°, les plus éloignés 
du méridien. 


65: Second cas. Si l'état initial du corps est tel qu’il doive tourner 
sans cesse autour de l'axe AL, cet axe ne peut plus s’éloigner de 00° 
de la directrice AD , et sa nutation est limitée depuis = 6 jusqu’à 
8 — 6, valeurs entre lesquelles on a cette relation : 


re C2 — A? F 
cos 6 — a 0 d 


cos°6/ — 


de sorte que PAR que ce second cas ait lieu, il faut qu’on ait 


cosÉ << VE sousm6> VE AD" G) Soit alors C = — 


d sin°€” \ > : 
ou —I1—-%, les équations qui servent à déterminer « et 0 


par le moyen de la variable 4, sont 


tang © —— htang À, DS VC), 


cos 6 7) 


sin Ê — sin 6 (1 —c*sin° À ). 


-col'6, 


Pour avoir maintenant les coordonnées x et y qui déterminent la 
position de l’axe de rotation à un instant quelconque , on fera, comme 


dans l’art. 49, a—17,7—6, ct les formules du n° 60, combinées 
avec les précédentes, donneront 


HE : (C— A) cos’é 

OP SR CRT CUS A Ye? 
sin æ sin2w __ 2hsin-cos4 sinx 

AISUREE sn0 mc °° m1 - “sn6 


Comme 8 est toujours positive, on voit que x est toujours négalive, 
et qu’ainsi l’ovale décrite par l’axe de rotation est toute entière 
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362 ‘ EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


d’un même côté du pôle D; en quoi ce cas diffère de tous les 
précédens , où le point D était le centre de l’ovale décrite par l'axe 
de rotation. | 

Les limites de 8, savoir, 0— 6 et 0 — 6/, ont lieu, la première 
lorsque 4— 0 et 4 —0, la seconde lorsque 4 = r et 4 = :7. 
Soient dans ces deux mêmes points, x=— a et x — —a", les 
limites de æ3 on aura j 


tang a =— ftang6 et tang a"= — ftang 6’; 
on a6>>6', on aura donc aussi 4 > 4". Dans ces deux points, 
70; d’ailleurs en faisant d <i7,on voit que tang y est positive. 


Donc, pendant le temps Tr que l’axe AL emploie à parcourir son 
arc dé nutation de L° en L', l'axe de rotation parcourt la moitié de 


. son ovale F°ul' dans le sens CB. 


Lorsque l'axe AL reviendra de L' à [>, l'axe de rotation par- 
courra l’autre moitié de son ovale, et reviendra au point 1° en même 
temps que l’axe AL au point L, et ainsi à l'infini. 

Ainsi, pendant que l’axe de rotation fait une révolution entière 
dans son orbite, l’axe du plus grand moment AL parcourt deux 
arcs de nutation qui le ramènent au point d’où il était parti, et 
le corps fait une demi-révolution autour de l’axe AL. 


La vitesse angulaire la plus grande sera W au point [°, et la plus 


elite sera 4 © au point l'. 
P PT P 


66. Si l’on suppose € infiniment petit, comme dans l’art. 53, les 
points I° et I’, qui sont les extrémités du diamètre de l’ovale dans le 
sens du méridien, seront déterminés par les valeurs 


d = KE, 
B2— A2 
TRE 
«= a (ER) 
Si l’on suppose C— B beaucoup plus petit que C— À , ensorte 
qu'on ait C*—B°— d'(C:— A°), d'étant très-petit, on aura 


B— A? 
! Re er as RG Te PP 
et a'—a = Frc'206 = 26557) 
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donc a! — a" est encore beaucoup plus petit que l’arc de nutation 
6—6', puisqu'on a 

B —A 
BR cra(e— 6’); 

,4'— a" est l'axe de l’ovale dirigée dans le sens du méridien. Pour 
avoir l’autre axe perpendiculaire au méridien , il faut chercher la 

valeur de y lorsque 4 — 45°, et on aura 
GTR 

T=Grrit 
Cette valeur de y est égale à a! — a". Donc, dans l’ovale décrite 
par l'axe de rotation, l'axe perpendiculaire au méridien est double 

de l'axe dirigé dans le sens du méridien. 
La vitesse angulaire est la plus grande au point [, où elle est 
égale à la vitesse initiale W; elle est la plus petite au point I', où 


cos & : } » ; HT 
elle est Wa = W[1—2i(a—a")], c'est-à-dire 


Ge "GCHP'C+ A 
Mais la différence de ces deux vitesses est un infiniment petit qu on 
peut regarder comme fort au-dessous du second ordre. 


Remarque sur le mouvement de l'axe de la Terre. 


67. Comme il est infiniment probable que l’axe de rotation pri- 
milif de la Terre n’a pas coïncidé exactement avec un axe prin- 
cipal, ou du moins que ces deux axes se sont séparés par quelque 
variation arrivée à la surface ou dans l’intérieur du globe, il est à 
présumer que les inégalités qu’on vient de calculer ont lieu effecti- 
vement dans le mouvement de rotation de la Terre. Mais comme elles 
sont extremement peu sensibles , et que la quantité €, beaucoup plus 
grande que a’, ne peut monter tout au plus qu’à quelques secondes, 
ce n'est que par une longue suite d'observations très-délicates qu’on 
pourra s'assurer de leur existence. 

Soit D le point fixe du ciel, très-voisin du pôle mobile autour 
duquel la Terre parait tourner à peu près dans un jour, la distance 


Fig. 12, 


A 
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de ces deux points étant tellement petite qu’elle ne pourra jamais 
devenir sensible par l'observation. Soit L l’extrémité de l'axe prin- 


cipal de la Terre, voisin du pôle, de manière que la distance DL, 


C À à ‘ : : 
UF e n’est peul-ètre pas insensible ; on peut au moins la re- 


garder comme constante, et négliger la nutation 6 — 6’. Soit P le 
zénith d’un lieu de la Terre qui ne soit pas fort près de L ; soit 
la constante LP = p, et l'angle variable DLP = Q — ©, on aura 
DP = p— TS 


P—ÿTEc  °05 (Q—w). D'où il suit que la distance du 
y à ; . ‘ A C 
zénith au pôle variera pour un lieu quelconque, depuis PR € 


jusqu’à pH e. Donc si, par des observations exactes de la 


hauteur du pôle, dégagées de la réfraction, de l'aberration et des 
nutalions dues aux causes externes, on trouve que cette hauteur 
n'est pas constante, ce sera une preuve qu'il y a un mouvement 
naturel dans l’axe terrestre ; mouvement dont la cause est dans la 
Terre même, et "qui doit être distinguée de la nutation causée par 
l'action de la Lune et des planètes. C’est peut-être par ce mouve- 
ment qu'on pourrait expliquer la petite différence que des observa- 
teurs exacts ont trouvée entre l’obliquité de l’écliptique, déduite des 
solstices d'hiver, et l’obliquité déduite des solstices d’été. 

On peut remarquer que depuis la plus grande jusqu’à la plus petite 
hauteur du pôle pour un lieu quelconque, la Terre fait une demi- 
révolution autour de son axe principal. Le nombre de jours écoulés 


Le BA C+A 
dans cet intervalle est donc, d’après nos formules, + VG+ a À | 
6 


Où 5.54» Si l’on admet, ce qui est fort vraisemblable , que C 
diffère beaucoup moins de B que de A. D'un autre côté, il paraît, 
C 


A 
302 399 


cs €tz,03 donc le temps dont il s’agit est d’en- 


par le phénomène de la précession des équinoxes, que la valeur de 


est comprise entre 


viron 150 ou 160 jours. Ces résultats auraient encore lieu , quand 
même on aurait exactement B = C, ce qui est le cas de l’art. 13. 


nn 


UR 
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Remarque generale. 


68. Quelles que soient la figure et la constitution intérieure d’un 
corps solide qui peut librement tourner dans tous les sens autour 
d’un point fixe, et qui n’est soumis à l'action d'aucune force 
accélératrice, le mouvement de ce corps peut toujours être assimilé 
à celui d’un ellipsoïde homogène de même masse, dont les demi- 
axes principaux a’, D’, c', dirigés dans le mème sens que les axes 
principaux du corps proposé, ont les mêmes momens d'inertie, et 
qui aurait recu la même vitesse initiale, dans le même sens et autour 
du même axe de rotation. 

En effet, les seuls élémens qui, dans la théorie précédente , dé- 
pendent de la figure du corps et de la loi que suit la densité de ses 
différentes molécules, sont les quantités À, B, C, par lesquelles se 
forment les momens d'inertie du corps relativement aux trois axes 
principaux. Donc si ces quantités sont égales dans deux corps, et 
si l’impulsion primitive est la même, ces deux corps auront né- 
cessairement la même position et les mêmes vitesses au bout d’un 
temps quelconque. 


gx 


as 
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DEUXIEME SECTION. 


Du mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes. 


60. Nos supposerons d’abord que la vitesse initiale du corps est 
dirigée toute entière dans un plan qui passe par les deux centres 
fixes , et qu'ainsi le corps est assujéti à se mouvoir dans ce plan. Cela 
posé, nous suivrons l’analyse qu'Euler a donnée le premier de ce 
problème, dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, ann. 1760. 
Nous donnerons ensuite les développemens que bin la théorie 

des fonctions elliptiques pour en compléter la solution. 


Analyse du problème. 


70. Soient F et G les centres vers lesquels sont dirigées les deux 
forces attractives ; soient À et B les intensités de ces forces , mesu- 
rées à l’unité de distance; M le lieu du corps au bout du temps £. 
Ayant abaissé MP perpendiculaire sur l’axe EFG, nous ferons 


EGé=a GP Ste Mer EM = IGMEE"SS 
l'angle EFM —#®, l'angle EGM— w, 
ce qui donnera 
X—a=rcos@,yÿ=rsnp—ssinv, X —S COS ©. 
Au point Mle corps est sollicité par la force : dirigée suivant MF, 


Bi ltt, : 
et par la force = dirigée suivant MG; donc, en supposant dt cons- 


tant, les équations différentielles du mouvement seront 
dax; EH A(x— a) Bx 
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Multipliant la première par dx, la seconde par ap ajoutant les 
produits, et intégrant, on aura 
dx°+ dy 

(1) TS re F2 + 

équation qui, après avoir ea la constante C, donnera la vitesse 
du corps en chaque point de son orbite. Il en résulte que si le corps 
passe deux fois par le même point, il aura la même vitesse en ce 
point, mais avec une direction qui pourra être différente ou même 
opposée. On voit aussi que la vitesse sera la même dans deux points 
de l'orbite qui seraient semblablement situés au-dessus et au-dessous 


de l'axe FG. 


71. Pour obtenir une seconde intégrale, considérons les aires 
élémentaires 
dau — (x — a) dy — ydx = r°d? , 
dé = xdy = ydx = "sde , 
dont les différentielles sont 
> ddx = (x —a) ddy — yddx , 
ddé = xddy — yddx. 


Si dans ces expressions on met pour ddx et ddy leurs valeurs données 
par les équations du mouvement, on aura 


dde __ Bay dds Aay 


dis Tres Ps dis CPUT 2 Cr 12 


donc 
dadds —- dédde aB aB yde __ aA yda 
de NP PNEE PAU te 


Mais on a yd6 — s°ds sin © et yda — r°dg sin @; donc 


daddé + déddu 


ie — Bdo sin © — Ad sin @. 


Cette équation est intégrable immédiatement, et son intégrale est 


dade 


TE — — À cos® — B cos w + C, 


ou, en substituant les valeurs de du et dé, 


r°s’dode 
(2) 


) — uw = Acos® — Bcosw + C!. 
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Au moyen de ces deux intégrales, le problème peut être réduit aux 
quadratures. 


72. En effet, soient p et 4 deux nouvelles variables , telles qu’on 


ait tang + © == pq, lang ; ® — À ce qui donnera 


a an p'—a 
sin = cos = ———— 
. M 2pq 1 — HSE À. "qe 
Sin © —= COS © = 
1+ pq? LFP 


dans le triangle FMG on aura 


As a sin w a (p° + q°) EAU « À 
A sin(o—0) — (1 —p°) (1 +) lp" 1 + qg°? 
GER sine) Der CLP ORNE a ag? 


Sin(@—e) — (ip) (+) 1=p 1+q*" 
Par ces valeurs on trouve 


1. HS Ars Pepe RE TRI OR MAUR MONA 
Ai QE AR EG Ge ap À G +45)? 

an 4at (p°+q°) G+p°q°) (p’dg°—gq'dp”) , 

de CT Gp} (Q+9)t ? 
mais par les équations (1) et (2) on a 

rs’ dede ___ +a(Acosg — B cos « + C') 
de + dy AUSIBA CU g 
| a 


Donc si l’on exprime toutes ces quantités en fonctions de p et g,on 
aura , entre ces deux dernières variables, ne 


DA PT. LA RARE ve EE / 
RL ae d A PRÉ TRES RE FatR 
Q + qd + Gp — PE Coee  L C Q—p*) (+97) 
© HR, LC 
p°+-° 1+-p°q° pr 


qui se réduit à 
dp[(£A—1B)(1—9t) + Cp +LC(1+g)] 
— dye [C2 A+ B) (ap) + Cp À @ (1 — pr}. 

Soit donc | 
P—(SA+2:B)(1—pt)+Cp—2C'(r—p'}, 
Q= (AB) Gp) GE 10 Er) 


et 


Ge — ou 
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et on aura l'équation différentielle séparée 


11199 
E EF vo 
laquelle suflit pour déterminer la courbe décrite. Quant au signe 
ambigu du premier membre, on verra bientôt comment il se dé- 
termine d’après l’état initial du mouvement. 

73. Il reste à trouver la valeur de dt. Pour celasoitM—"®-+"# +C 
et N=—+A cos p — :B cos © + : C', afin qu'on ait, comme dans 
l'article précédent, 

p°dq® — q°dp* LE N 
G+g)dp+ Gp} dj M 
Cette équation , d’où l’on a déduit Qdp*=— Pdg*, donne 
P=ME—N(i1—p}, 
QE RENE) 
PQ — gP=N(p+g)(:+p'o). 
Soit dp° = PdR?, on aura dg° = QdR;, et par conséquent, 
pd — q'dp= (p°Q — q°P) dR° = NdR° (p° + 9°) (1 +p°g°). 
Or on a par l'équation (2), 
2,2 2 à — 4a* (p'dq" — q’dp*) (p°+ g°) QG +p'q°), 
ONU à ui 
donc 
de — 22 (p+g) Q+p'Y 
GÉMIPCGE ET AL IA 
el par conséquent, 


PNR PR pe MPIERO. L'an 


aysa — Q—p}A+g) Gp} G+g)" 
Mais 4R = + = 5 donc on a enfin 
dt p° dp q° dq . 
(4) a (2a) TT ET (1—p°} VB CT qe vQ 


Cette formule, ainsi que la formule (3), est écrite dans la supposition 


47 


Fig. 13. 
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que se est positif, au moins dans les premiers instans du mouve> 


ment; Car il faut que ses deux termes soient tous deux positifs, 
puisqu'ils résultent du produit de dR, qu’on doit regarder comme 


Hlse ; p° g 

positif par la somme des deux quarrés Gay + G +5 

On voit par ce résultat que la valeur de #, qui correspond à des 
valeurs données de p et q, dépend en général des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce, lesquelles peuvent, dans beaucoup de 
cas, être réduites aux fonctions de la première et de la seconde 
espèce. D'ailleurs l'équation (3), qui ne dépend que des fonctions 
elliptiques de la première espèce, donne la relation entre p et q, 
nécessaire pour déterminer la courbe décrite. 


74. 11 faut maintenant déterminer les constantes C et C/. Pour 
cela nous supposerons que le mouvement commence en un point À 
de l'axe, situé sur le prolongement de FG du côté de F, et faisant 
FA S am° (24 , . 

Gr 7%, on aura FA =, GA. Cela posé, soit V la 


vitesse iniliale suivant la tangente AH, et soit l'angle EAH— ; 


4 AE à am° 
il faudra qu’on ait à la fois t=0,P—=0,w—=0,r— RUE 
a dx°+ dy° , 7d@ sdw EUR 
= — Re nu; lus ‘ 
SG ane NET a = V sin; de plus, en vertu 


des valeurs de r et de s, on aura en même temps p°—m"° et 49 —0. 
Substituant donc toutes ces valeurs dans les équations (1) et (2), 
on en déduira 


1 2 À Le) 
C= av (5 +8) ( m°) , 
__, am° V° sin’ 
CS 


—A+B, 


et on remarquera que la supposition faite sur la situation du premier 


point À satisfait à la condition que Ÿ soit positif. 


75. Pour déterminer le signe ambigu des équations (5) et (4), 


. » a (1 k a . 
j'observe qu'on a en général (art. 72) r + s — Aer au d’où il suit 


que l’équation p° — m° appartient à l’ellipse dont A est le sommet, 


#/ 
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F et G les deux foyers. Or, dans le temps. de, le corps décrit, suivant 
Ja tangente AH, l'espace Ax = Vdt, faisant avec l'axe un angle 
EAH — y, et on voit que le point x sera situé dans l’ellipse ou 
hors de Er , Selon que cos y sera négatif ou posilif; donc en 


général P —— aura le même signe que cos u ; c'est-à-dire que dans les 
dp 
équations (5) et (4) on devra prendre CP avec le signe + si COS 
est positif, et avec le signe — si cos u est négatif. 
Pour savoir quel est le signe qui doit avoir lieu, lorsqu'on a 
cosu—=0 où w—:7, il faut observer qu'alors P aura pour 
+ maV?, 


2 o , ? à at 
‘facteur p°— m°, de sorte qu’en faisant, pour abréger , D — An? 


on aura 
DAA : 
P= (pm) (D + B)p* | 


Soit, dans un temps très-petit8, p°=— m° (1 HE), € étant une quan- 
tité très-petite de l’ordre, on aura P—€[ D(1— 77°) — A —Bm°°]. 
Ainsi, en général, € sera du même signe que D (1—1°*) — A — Br’; 


dp 0 A . ? 
or, 77 est aussi du même signe que p°— m° —m"°€ ; donc lorsqu'on 


aum—217,on devra, dans les équations (5) et (4), prendre 
A +B A + Br 
avec le signe +, si D > AU ou si V° > Te et avec le 


L L2 A 3 
signe —, si V°< É : On suppose ici f° are AG; 
C étant le milieu de FG. 
aus À + Bme°? : 'E 
Si l’on a exactement V° = ——%—, on voit que la quantité p°—m° 
m°f 


devra être zéro, au moins pendant quelques instans ; mais il est 
facile de s'assurer qu’elle sera toujours zéro, et qu’ainsi la courbe 
décrite par le corps sera l’ellipse p° —m° : c’est un cas que nous 
examinerons ci-après avec le détail nécessaire. 


76. Avant d'aller plus loin, il sera bon de faire voir quelles sont 
les limites de la vitesse initiale, pour que l'orbite s’étende ou ne 
s'étende pas à l'infini. Lorsque r et s sont infinis, le second membre 
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de l'équation (1) se reduit à © ; ainsi pour que ce cas ait lieu, ïl 


faut que C soit positif. Or, quel que soit le point À où commence le 
mouvement, soit qu’on le prenne sur l’axe EFG ou hors de cet axe, - 
si l’on appelle V la vitesse initiale, L et h' les distances AF, AG 
: C'Et AVR 
du point À aux deux centres F etG, on aura = = V'——; 
pi 71 2° \ Jo + Jo 2 A 2B 
donc en général le corps s’éloignera à infini si l'on a V°> +7; 
au contraire , l'orbite sera renfermée dans un espace fini, si l’on a 
À B 7 ,.» 7 . \ ,. L 
\'ide.< HT: en cas d'égalité, le corps s’éloignera à linfini. 
" Si l’on fait B— 0, on aura les conditions connues pour qu’un corps 
soumis à l'attraction de la force A décrive telle ou telle section 


. : . ; : Ne ‘ A - 
conique, En effet, on sait que l'orbite sera une ellipse si V° < 


une parabole si V*— é , et une hyperbole si V°> a. 

77. Nous allons maintenant procéder au développement et à 
l'intégration des formules générales du problème ; mais pour ne pas 
donner trop d’étendue à nos recherches , nous nous bornerons à 
considérer les cas où l'orbite est renfermée dans un espace fini. 
Ces cas, dont le symptôme vient d’être déterminé par la limite de 
la vitesse initiale, sont les seuls qui aient quelque rapport au mouve- 
ment des planètes et autres astres qui ont des retours périodiques. 
Nous supposerons donc en général que la valeur de p* ne surpasse 
pas une certaine limite »2 plus petite que l'unité; car des qu'on 
ap*—1, les valeurs des rayons vecteurs r et s deviennent 
infinies. 


Cela posé , le polynome P ne pourra être que de l’une des deux 


formes 

P=M(m—p)(p—m!), 
P—=M(m—p)(p"+m!). 
Dans le premier système , p* sera toujours compris entre les limites 


met m, où l’on suppose 7»! < m; dans le second, p*° pourra avoir 
ioutes les valeurs depuis zéro jusqu'a, Il s’agit donc de développer 
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les formules générales dans ces deux systèmes, qui doivent com- 
prendre tous les cas possibles. 

Le premier système se développera sans difficulté dans la suppo- 
siion que nous avons faite sur la situation du point A, où commence 
le mouvement ; mais pour développer le second d’une manière com- 
plète, il conviendra de placer le point A entre les deux centres 
FetG,ce qui donnera une autre forme aux constantes C et C'; 
sans cette précaution, il pourrait y avoir des cas que les formules ne 
représenteraient pas, savoir, ceux où l'orbite ne coupe l'axe qu’entre 
les deux centres F et G. 


78. Dans le premier systéme on aura d’abord à substituer les 
valeurs des constantes C et C’ de Part. 74, dans l'expression du 
polynome P, savoir, 


PA H+IB—ICH(CHC )p—(A+:B+:0) ps 
et pour que celte expression soit aussi représentée par M(r7—p") 
{p°— m/), il faudra qu’on ait 


+ aV°m°sin®u — À (1 — m°} 


! 
OT EE Te PT T0 JUL 
+aV?m°sine + B (1—m°}°? mn 
+ aV?(1— om°cos°g + m°°) — (Æ me Bm°) ({i— m°)° 
1 
m EE ——— © ———————— 
Lt + aV°m° sinw + B(1—m°)? à 
M — + aV°m° sine SAR A +B 
MCE Une) Ti mm 


Ainsi les quantités »m, m' et M, par lesquelles on exprime le polÿ- 
nome P dans le premier système, sont faciles à déduire des données 
immédiates du problème "»°, V, pe. 

79. De même puisqu'on a Q—i A—:B+IC+H(C+HC) g° 
+ (5 C'—2+A<+:B)9, on pourra donner au polynome Q Ja 
forme correspondante 

Q—=M—B+M(m+n)q +(M—A)7, 
d'où résulte 
(1— mm) Q= A+ Bmm + (AB) (mm!) qg° + (B + Amm'}qt. 


Nous allons suspendre un moment la suite de ces calculs, pour 
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nous occuper d’une remarque sur l'emploi des variables P et g', el 
de la considération de quelques cas particuliers. 


Remarque sur l'emploi des variables p et q. 


80. L’emploi des variables p et 4, pour exprimer les deux rayons 
vecteurs ret s, et en général pour construire la courbe décrite par 
le mobile, exige quelques développemens qui pourront d’ailleurs 
être utiles dans “ autres recherches d'analyse. 


Il résulte d’abord des valeurs de r et s, données dans l'art. 72, 
qu’ on à 


a(1+p) ce Luaerk: À A 
S —= SN 
r + 1 — p* 2 ET 
Donc, 1°. si p est constant, r+s sera constant, et la courbe 
décrite sera une ellipse dont F et G sont les foyers, et le grand axe 
ne BUG 

AL = 2f = — ER 

2°. Sig est constant, s — r sera constant; ce qui fait voir que la 
courbe décrite sera une hyperbole dont F et G sont les foyers. Mais 
alors le point A ne peut se trouver sur le prolongement de FG;il 


FA 
devra ètre situé entre les points F et G; et si l’on fait + 


SOI 
Le 1, on 
: x : a(i—m) : 
aura, au point À, g°—=m, p—0, et SRE ibm CO la 


valeur de l’axe transverse AL — 2CA. 


81. Il suit de la que lorsqu'on veut déterminer un point de la 
trajectoire par des valeurs données de p° et g°, savoir, p°—2, f—, 
on peut regarder ce point comme étant l'intersection de l’ellipse où 
p° = à avec l’hyperbole où 4 — 6. Mais cette construction laisse- 
rait incertain si le point cherché est au-dessus de l’axe ou au-dessous. 
Pour éviter à cet égard toute ambiguité, il convient de déterminer 
chaque point de la courbe par des coordonnées rectangles, telles 


Fig. 13. que GP=x, PM=7y, dont les valeurs sont 


a (1 —p°q°) PURES AQU ARTE 
Ta-pa+g) FT G=patg) 
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82. Les points où la courbe rencontre son axe méritent une 

attention particulière : voici les symptômes par lesquels ils doivent 
être distingués suivant les différens cas. 


. Si la courbe rencontre l'axe en un point B situé au-delà de G Fig. 15, 
par rapport à F, on aura en ce pointr—s—a, et par conséquent 
g =; c’est le symptôme de ce premier cas. On aura en même 
r+s—a 


GB LP | 
temps p° — FHste jp? ainsi la valeur connue de p° sera égale 


GB 
au rapport = qui détermine la position du point B. C’est ce qu’on 


trouverait ne en considérant un point M infiniment pres 
de B; car dans ce point on aura 


tango tang!MFB __ sin MFB__GM GB 
tang:@. tangi MGB snMGB FM  FB° 


2 — 


Si l'intersection avait lieu en G, on aurait toujours 79 = , mais 
en même lemps p°— 0. 


2°, Si l'intersection a lieu en un point I situé entre F et G, Fig. 16 
on aura dans ce point r + s — 4, et par conséquent p — 0; c’est 
le symptôme de ce second cas : on aura en même temps... 
q" = a+r—s MAP fie FT, 
a+s—7T s Gl? 
la position du point I. 
Si l'intersection avait lieu en G, on aurait, comme ci-dessus, 
p=0,gq—; si elle a liéu en F, on aura à la fois p=0o, 
F'ÉKUA 


ainsi la valeur connue de g* déterminera 


5°. Enfin si l'intersection a lieu en un point À situé sur le pro- Fig. 13. 
longement de FG, du côté de F, on aura en ce point s—r—a, 
ce qui donne 4 — 0 pour le symptôme de ce troisième cas. On aura 
r+s—a r FA pus 
ste; ça as la valeur connue 


de p* déterminera la position du point A. 


en méme temps p° — 


83. On voit, par ces détails, que la quantité g, relative à l'hyper- 
bole, peut avoir, suivant les différens cas, toutes les valeurs positives 
ou négatives, depuis zéro jusqu’à l'infini ; mais que la quantité p, 
relative à l'ellipse, est toujours comprise entre +- 1 et — 1, Lorsque 
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p°=1,onar—+s—;et par conséquent le point M est infini- 
ment éloigné. Dans ce cas, si l’on appelle 8 l’angle que l’asymptote 
de la courbe fait avec l'axe GF, cet angle, qui est alors la valeur 
de w, se déterminera par l'équation tang 10=—pq, ce qui s'accorde 
d'ailleurs avec la valeur } = tang © — 

84. Il est important de remarquer que la description de la courbe 
serait quelquefois incomplète, si l'on n’attribuait à p et à g que des 
valeurs réelles; car il y a, dans certains cas , des branches qui ne 
sont représentées qu'en donnant à p et q des valeurs imaginaires. 
Ces cas se rencontrent dans le problème des deux centres d’attrac- 
tion; c’est pourquoi il convient de donner d'avance l'explication de 
cette difficulté. 

Supposons que le point M, qui décrit la courbe, soit parvenu de 
À en G, où l’on a g— et p—0o; s’il continue sa marche au-delà 
de G, les formules ne peuvent plus représenter la portion GM' 
située au-dessous de l’axe, du moins en donnant à g et p des va- 
leurs réelles. 

(UE PIE )} an dons a 
Gp) Gp À Go g9 Gp)? °° 
conçoit que s diminue de plus en plus à mesure que p devient plus 
petit et 4 plus grand. Enfin au point G, où l’on fait à la fois p —0 
et 7 —, On as —0; mais passé ce point, comme la valeur p°—o 
ne peut être suivié d'une valeur p° > 1, il n’y a aucunes valeurs réelles 
de p et 4 qui rendent s négative, comme il le faudrait pour que les 
formules représentassent la portion de courbe GM. 


Car puisqu'on a s — 


85. En effet, dans le cas où l'arc GM' et l'arc GM sont situés du 
mème côté de la tangente commune TGT", les valeurs de « et de 
varient infiniment pëu du point G au point M, que nous supposons 
infiniment près de G. On a au point G, =#,®—FGT, et au 
point M', = 7x +GEFM', © = FGT+ TGV, GV étant le prolon- 
gement de la corde M'G. Il faudrait donc que la valeur de s, qui 
ne peut plus être dirigée suivant GV, devint négative pour répondre 
à sa véritable position GM', directement opposée à GV. Or, on vient 
de voir que la valeur analytique de s ne peut devenir négative, tant 

que 
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que p et g sont réelles. Le calcul se refuse donc, dans ce cas, à 
représenter la branche GM'; car puisque s ne peut pas devenir 
négative, après avoir fait © = FGT au point G, il faudrait tout 
d'un coup augmenter w de + T'GM', pour passer du point G 
au point infiniment proche M’, ce qui ne s'accorde point avec 
la loi de continuité à laquelle doivent être assujéties les quantités 
algébriques. 


86. Il en serait de même si la courbe avait un point d’inflexion 
en G, et qu’elle se continuât dans la branche GM', située de l’autre 
côté de la tangente GT’. Le passage du point G au point M" ne 
peut plus se faire en augmentant par degrés , même en admettant 
que s devint négatif; car si l’on fait w— FGV, FGV différant infi- 
niment peu de FGT, la droite GV, prolongée au-dessous de FG, 
ne rencontre pas la branche GM”. Ainsi il faut admettre que l’angle w 
passera tout d'un coup de la valeur FGT qu'il a au point G, à la 
valeur FGT + 7x — T'GM" qu'il a au point M"; supposition qui 
est encore contraire à la loi de continuité, et qui ne peut subsister en 
donnant à p et g des valeurs réelles. 


87. Voici maintenant la seule manière de passer analytiquement de 
la branche MG à la branche inférieure GM!. 
Soit FM'= 7, GM'=s, HGM'= ©!, HEM'=—#, tangi® —p'q", 


tang + © — D) on trouvera, par les formules du n° 72, en accen- 


tuant les lettres , et changeantrens, 


! ! a(1+p?) / ' a(i— q") 
r Sp y TS = ——— {°<. 
Mais si l’on étend au cas présent les formules qui ont lieu pour 
la branche MG, il faudra changer r en r' et s en — 5, ce qui 
donnera 
M'EPATROLE Pop oi Eau), 
Ces valeurs ne peuvent avoir lieu, à moins de supposer que p* et 7*ne 
deviennent tout à coup négatives en passant du point G aux points 
silués au-dessous de l'axe ; et pour qu'il y ait identité entre les deux 
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résultats, il faut pero 
1 


LEE la 2. mms 
_—— et us 0° 
P° 9 # FAP 
D'ailleurs les premières valeurs de p' et g',au point G, sontp'=0, 
g'—0, ce qui s'accorde avec les valeurs de p et g en ce même 
point, savoir, pP—=0,q—=. 


88. Pour confirmer cette théorie par un exemple très-simple, 
soit FMG un arc de cercle plus petit que la demi-circonférence, 
et soit Ole centre de ce cercle. Ayant fait FC= CG=;ia,CO=c, 
FO—=—4= y (c+<ia), GP = x, PM = 7, on aura, suivant les 
formules générales, 


LES pd A te NA MOTO le 
G—p)G +9)? JT Gr) G +); 
d’ailleurs , par la nature du cercle, on a (y7+c)}+(ia—x) —=#, 
ou y°+ 2cy + x°— ax —0. Soit M un point infiniment proche 
de G , ensorte que x et y soïent infiniment petits et positifs ; si l’on 
appelle 8 l’angle que fait la tangente en G avec l’axe GC, on aura 


X 


_ ; et À aura pour limite tang 8. En effet, soit x — ad), 


tang 0 — 
d ae infiniment paie on su par l'équation du cercle, 


ie? “3 à 7 
T=* nv Le — pq? 


: mn = + — + = ne mn” te =); 


ce qui donne pq=—tang+8 (: — 2) Pour ayoir séparément p et , 


donc 


il faut combiner cette équation avec l’équation = 29 
À 4 Gp) +7) 


Cette dernière, où l’on voit que g° doit être de l’ordre - 


à? 
donne 
1 — p°q2 2 (72 = 
ENT 
à ‘ 
on en tire - LE S(x + d'), ti Are) ); substituant la 


1 =pq ? 


di 
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valeur de pq donnée par la première équation, on aura | 


1 __ d'cos 0 cos 50 (1 + À) 
g— cos" 0h odsin 16 ? 
4 cos sin 38 (1 HA). 
TT . cos? 0 H 20 cos’ 
Ces valeurs de p* et F sont positives tant que d' est positif; elles 
sont nulles lorsque d'=— 0. Mais si on fait d'négatif, elles deviennent 


négatives, et par conséquent p ét g sont imaginaires. 
Au reste, ces valeurs s'accordent avec les formules de l’art. 87, 


lesquelles, en supposant p* et infiniment petits, donnent 
r—s = a(it2p), r4+s — a(i—5); 


d'sin° + 8 
Een 


et comme en changeant le signe de d', on a p° — 


cos: 8 LP 

1 d'cos 50 . . 
—=———;"-,il en résulte 
q cos 0 

y ! 2ad'sin? +8 (=) 

l'INSA) O1 — A0 

cos d CAT 
YU 2ad cos +9 kR+ ec 
r+s — a+ gs —=4a+ad Wrerel 


Ce sont en effet les vraies valeurs de + s' et 7/—s' au point M, 
en faisant GP'= À. 


Du cas particulier où l’une des forces est nulle. 


89. Soit B = 0; alors la distance FG devient arbitraire, ainsi 
Q ,» RU Q am” 
ue »#°, et il n’y a de déterminé que la distance AF = ——— , que 
q 2 1 —'m° 2 


nous nommerons À. Dans ce cas, on sait que la courbe décrite doit 
être une ellipse, ou plus généralement une section conique , dont 
F est l’un des foyers. Il faut donc voir comment ce résultat peut 
être déduit de nos formules, en les considérant dans leur plus grande 
généralité, et sans s’astreindre à l'hypothèse de l'art. 77. 

J'observe d’abord que comme la direction de l’axe FG est à volonté, 
on peut prendre, pour origine du mouvement, un point déterminé A, 


Fig. 13. 
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dans lequel AF sera perpendiculaire à la courbe. Ainsi, sans dimi- 
nuer la généralité de la solution, on pourra supposer u= :7#; 
et en mettant simplement "7 au lieu de ”°, on aura (art. 74), 

V2 

C=:av—{(i—m),C = Tr DE 
deux indéterminées a et m ; mais comme on a entr’elles la relation 
am h (1—m),on peut ne conserver que Pindéterminée 7», ce 


qui donnera C—œ(:AV®— A) (=), Eu Le — A. Soit 
D Ne 


être mises sous cette forme 
D— A 
P= ( Fe ne — mn), 
Q = (D+ 7) G+mgt), 


et l'équation de la trajectoire sera, en faisant D— A—»4D, 


+ dp dg__. 
VO mn) VG—p)  VG + mg). VQ +) 
Dans cette équation on peut rendre le second membre semblable 


— À , valeurs où il reste 


; les valeurs des polynomes P et Q _. 72) pourront 


au premier en faisant mg°— 7, et on aura la transformée 
dp = 08 
VI —m) Rp) VE m) (A2) 
90. L'intégrale complète de cette équation , comprenant la cons- 
tante arbitraire c, est 


mk (p° + 3° — C) — cp DER V’Tmk(m— c) (k — c)}; 


et comme on doit avoir simultanément p=m,qg—=0,%=—=m;, 
on trouvera c= 0, et l'intégrale deviendra simplement :=+p, 
d’où résulte 


p—m 
mode : 
RS : pe 
L OP qu RAR TE 00 
Soitrhs= au, s TE 49, ON aura = — —P RARE 


qui donne réciproquement p°= =, g = 
u +1? 1 me. 
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valeurs dans l'équation précédente , et faisant, pour abréger , 
mk + om + 1 ce mhk— om +1 


1—7nk 1— mk 


& = , On aura 4— v=—@—{6us, Ou 


2ar = aa — C(s— 7), 
Soient AP=—x, PM=y, on aurar°=y"+2(h—x), s°—r=0"+oa(h—x); 
doncr=—}a(aæ —6)—6@(h—x). Cette équation, qu'on peut 
mettre aussi sous la forme 


= T(a—6)—a6 (a—6)(h—x)—(1—6)(h=x), 


appartient en général à une section conique, dont À est un sommet 
et F un foyer; elle appartiendra en particulier à l’ellipse si l’on a 
É*<1, à la parabole si 6*= 1, et à l’hyperbole si 6*> 1. 


91. Dans le premier cas , comme le point G peut être pris à volonté, 
on pourra supposer que G est le second foyer de l’ellipse. Alors on 
aura r + s — a+ ah=2( + m), ce qui donnera p° =, et par 
suite À— 77. Substituant cette valeur dans l’ CR D dons D 


: A 
on en tire D= ——, et par conséquent V= ;—— C’est le 


h G- & S- 

quarré de la vitesse nécessaire pour décrire l’ellipse dont le grand 
h , FA 

axe est — (1m), et dans laquelle » représente le rapport == 


Si l’on a m=— 0, le grand axe devient infini, et l’ellipse se change 
en STE ainsi la courbe décrite sera une parabole si l’on a 


Ve # a elle serait une hyperbole si 7 était négatif, ou si l’on avait 


> ° Fe 
92. Pour avoir le temps du mouvement dans le cas de l'orbite 
elliptique, il faut FAN T l'équation 


aa (+ ch) ve 
et y substituer les valeurs p°=m, Q = D (1 mg°}, ce qui 


donnera , 
dt D 


SOA RATE EUR, que AI Rag Ai 
a (2) — Qrers an à  ) 1 + mq*? 
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Roi ef, 


d'A (m + q°) _ 
AVR ET) 


Soit 9 = tang €, et on aura l'intégrale 


A: SUP ie) 

Et AV, din =C— (= sin COS C ; 
faisant é— 17, et doublant la valeur de #, on aura le temps d’une 
révolution, savoir, 


ou, en faisant le demi-grand axe za. 


ce qui s'accorde avec les formules connues du mouvement elliptique. 


Du cas particulier où l’on am=—m', dans le premier système, art. 77. 


93. Alors la valeur du polynome P se réduit à la forme 


P=—M(p— mm). 
A+B 


Or, Mest essentiellement positif, puisqu'on a M — an de là on 


voit que l’équation (3) ne peut subsister, à moins qu’on n’ait dans 
toute l'étendue de la courbe décrite, 


p—m=o; 


cette courbe, dans laquelle r+-s est constant, sera donc une ellipse, 
dont F et G sont les deux foyers. 

Cela posé, le point A, intersection de la courbe avec l’axe, ne 
peut être que le sommet de l’ellipse, et on aura, en ce point, 


: + maV° A+B 
h=;3S7, mm, ce qui donnera M TR B +, 
, A+ Bm 1—m : 
et par conséquent V'= ie "TE ous en substituant la va 

2 


leur ma—=h(1—m), 
2A LL om°B 4 
h(1+m) ? 


donc avec une vitesse initiale ainsi déterminée, le corps décrira la 


Ve: — 


A e , CAE 2A . . . 
mème ellipse qu'avec la vitesse / CS Æ =) si la force À agissait 
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* ê 2Bm° . à + 
seule, ou qu'avec la vitesse V4 Ge )» si la force À était nulle. 
On peut tirer de là un théorème assez remarquable. 
« Soit À le sommet d’une ellipse dont F et G sont les deux foyers; 

» soit V!' la vitesse en À nécessaire pour que cette ellipse soit décrite 
» en vertu de la force A placée au foyer F ; soit pareïllement V' la 
» vitesse en À nécessaire pour que l'ellipse soit décrite en vertu de 
» la force B située à l’autre foyer G; si ces deux forces RE PP 


» à la fois sur le mobile , et que sa vitesse initiale V soit telle, qu’on 
» ait V°=V*+ V”, à décrira encore la même ellipse. » 


04. Pour avoir le temps employé à parcourir un arc quelconque 
de cette ellipse, déterminé par la variable 4, on observera que dans 
ce Cas particulier, la valeur de Q se réduit à cette forme, 


QE EP mb) : (m+ gt}, 
ce qui donnera la formule à intégrer 


dt dant (m+ q°) (+ mg°) dq 
af | (1+ q°) VLA + Bm° + 2 (A +-B) mg° + (Am°+B) g+] 


SoitR=y{A(1+ mg) +B(m+q)], on aura, par les réduc- 
tions connues, 


CEE +am(A+B) [A+ So 
+ AB) Gr) fr 


On voit que la valeur de # ne contiendra pas de fonctions elliptiques 
de la troisième espèce, si l’on a A — B; c’est pourquoi nous nous 
bornerons à développer ce cas particulier. 


L— m° 


95. Soit donc A=B, ce qui donne le quarré de la vitesse 
initiale Û 
vs — AC Hm) _ AGtm), 
TRACER in) 7e HAVE 
on aura immédiatement ; 


Gæ+m) dtyA __ _ _(m+q)(G+mg)dq 
4fVS Q + 9°) VLG + m°) (+ gt) + 4mq° 7 
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Soit 9 —=tangid, cos, 6 sin 6, b= cos:0, on. 


aura la transformée 
bdt bdtV2A __ dY (1—2c+ csin4) 
re VG—csin#)  ? 
dont l'intégrale est 
PV rap 
L = by: V2 x L20'F (c; +) — (c, Ÿ)]. 
Dans le mouvement que nous considérons, la vitesse est la même 
aux deux extrémités du grand axe; elle est aussi la même aux deux 
extrémités du petit axe. En appelant celle-ci V’, on aura 
Ph pes es A (1 9 m°) fa — En 
= 7 — AT V 
d'où il suit que la vitesse va en diminuant de l'extrémité du grand 
axe à l'extrémité du petit. 
Il est évident , d’ailleurs , que chaque quart d’ellipse est parcouru 
dans le même temps qui sera le quart du temps d’une révolution ; de 
sorte qu’en appelant ce dernier temps T, an aura 


ie 


4° 2hHT 1 
T — px CPF'e—Ec). 


06. Les deux forces À et B sont égales ; elles agissent aux deux 
foyers de l’ellipse. Si l’on voulait que la même courbe fùt parcou- 
rue en vertu d’une seule force attractive 2A , placée dans l’un des 
foyers , le nr de la révolution serait, comme nous l'avons vu 


n° 02, HAE -; donc on a | 
T': Ti: 26Fo—5Ec:2. 

Pour savoir lequel de ces deux temps est le plus grand, j'observe 

qu'on a en général , EF + res Éroccsee ; donc 


2DF'o— = E'c = bF'c — T = TAX 


‘Z' étant l'intégrale re IE, prise depuis g— 0 jusqu’ aP— IT 
Mais 


.ce qui donnera 
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Mais 2F'c représente l'intégrale [ SAT 203 , prise entre les mêmes 


limites; et puisque 1 — c* est plus petit que 1—c* sin°®@, cette inté- 
grale est plus petite que f'd® ou + 7: donc, à plus forte raison, 
2bF'c — ; Etc < +#; donc on a TT”. Ainsi la masse 2A, partagée 


également dans les deux foyers, agit plus fortement que la même 


masse réunie dans un seul foyer, c’est-à-dire fait circuler le corps 
dans un moindre temps. 


07. Pour juger de la différence numérique de ces temps dans 
un cas particulier, soit c — sin 30°, on aura par la table des fonc- 
tions complètes , 

lF'ce — 0.226793 259758, 
lE'c — 0.166566 925942, 


£ — 0.780066 670223. 


Ainsi les deux temps dont il s’agit seront à très-peu près dans le 
rapport de 78 à 100. 

Au reste, les vitesses aux extrémités du grand axe, ne sont pas 
les mêmes dans les deux cas, et leur différence sert à expliquer en 
grande partie la différence des résultats. Si l’on appelle V’ et V" 
les vitesses aux absides supérieure et inférieure, dans le cas d’une 


seule force attractive 2A , concentrée dans l’un des foyers, on 
aura 


a — 2Am FRE UE 2À € 
lé Lé À 4 
et dans le cas des forces séparées, on a V*° — SEP, donc 
Vi—2I(V=+V"), c'est-à-dire que V* tient le milieu juste entre 
V'= et V”. Quant à l'effet de ces vitesses sur le temps périodique , 


il n’y a que le calcul qui puisse l’apprécier , et à cet égard il ne 
reste rien à desirer. 


Solution d'une difficulté analytique. 


08. Puisque l’ellipse satisfait dans un cas fort étendu où les forces 
attractives À et B sont situées respectivement dans les deux foyers 
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F et G, on peut partir de la courbe connue pour faire les substi= 
tutions dans les équations générales (1) et (2), afin d’en déduire les 

conditions nécessaires pour que ce mouvement puisse avoir lieu. 
A yant donc fait CA =f, CF=CG=g=;a,m = 
de plus z = re -, on aura par les propriétés de l’ellipse, 

T— RES EE: 
f+g co g cos Sp? 


n + cos ® 
1 + n cos @? 


8 ; soit 


f—g ._(f+8)G+ncose) 
PR QE f+gcose 4 


ang 10 —=- tan g20—m" lang": 9, 


se 


COS © —= 


2 


= M1) g=tang ; © tang ;:® — mtang :®, 
AU bu" de To UURE 70 AE 5") de 
Mr nos, PERS FErene ? 
sdns = EE) (PH) QG Hncos gd? 
dr + r°d9 PTT N PPT MEET 
Ces valeurs, et celles des constantes C et C' (art. 74), où l’on fera 


NA 


m=+%#, et pour abréger, DE V?, étant substituées dans les 


équalions (1) et (2), on trouvera que ces deux équations conduisent 
également, et sans aucune condition , à cette valeur de d, 


__ (ff—g)(i + n cos o) de 
a VAR RES G+e cos g } VA F 


dans. laquelle 

N=—2D(1+ncos@)—A(1—cosp)(1-+ncos®)+B(1-7) (1—cos g). 
Ce résultat, qui n’impose aucune condition à la vitesse initiale, a de 
quoi surprendre, ou doit même paraître fautif, puisque s’il y a une vi- 


tesse initiale propre à faire décrire l’ellipse donnée, toute vitesse plus 
grande ou plus petite fera nécessairement décrire une autre courbe. 


09. Pour rendre raison de ce paradoxe, il faut considérer que 
les équations (1) et (2) ne sont pas linéaires par rapport aux diffé= 
DE 
rences d® , dw, dt, et qu’un facteur qui est nul dans l’ellipse, a 
» (CITES FPE 
pu satisfaire à ces équations , sans qu’on soit en droit d'en conclure 
que ces deux équations se réduisent absolument à une seule. 


\ 


Toute incertitude à cet égard disparaitra, si l’on remonte aux 
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équations différentielles du second ordre, et qu’on fasse les substi- 
tutions convenables dans ces équations. On devra obtenir ainsi la 
condition pour que l’ellipse soit décrite en vertu des deux forces 
d'attraction et de la vitesse initiale V, dirigée perpendiculairement 
à la ligne des centres FG. 

Faisant donc, comme au n° 70, x a+rcos®,y—=rsm, 
les équations différentielles du second ordre donneront immédia- 


tement, ; 
ddr — rdg° A Bcos (@ — w) 
OPRE TER De ms CR DA 7 07 


dés en re £* 
rddp + 2drdg __ B 
ON Ji Se sin (® — «). 


Ces équations servent en général à déterminer la courbe décrite et 
le lieu du corps au bout du temps £. Maintenant si cette courbe 
est l’ellipse qui a pour équation r(f + gcos®) = f°—28, 
on aura 


(f-+g cos D rs 


rdd@ + 2dr rddg + 2drdg' Nr 


Au moyen de ces trois équations et de la valeur de À He , tirée du 


résultat de l’article précédent, on trouve l’équation de condition 


fB cos (p—«) + »2B gb cos __  (fHgoose) Nn 
(he SA Font ns eigt 


Substituant les valeurs de 7, s, cos ©, cos(® — «) en fonctions 
de ®, on aura enfin, 


Nr 


Comparant cette valeur de N avec cebE de précédent, on 
trouve qu’elles sont identiques, si l’on a 22D— A(1-+n)+B(1—n), 
c'est-à-dire si la vitesse initiale V est telle qu'on ait 


ya — ACGHE) FBJ—EY _ A+ Emi 
FO PRE 


ce qui s'accorde entièrement avec les résultats précédens. 


ere 
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Du cas particulier où B—— A. 


100. Dans ce cas, la force placéé au second foyer G est répulsive, 
et égale en intensité à la force attractive placée au foyer F. Pour que 
l'ellipse soit décrite en vertu de ces deux forces, il faut, d’après la 
formule précédente , qu'on ait | 


Alors la vitesse » en un point quelconque est donnée par l’équa= 
tion (1), savoir, 


f _— 2A és TB A 2A 
Tr Mi TUE g° 
Mais on a , par hypothèse, V*° = = — — done 
J NT AA 2A 
p° = DR “Tr Rex 


On voit, par cette équation, que la vitesse diminue de plus en plus, 
à mesure que le corps s’éloigne de l'extrémité du grand axe; elle 
sera nulle à l’extrémité du petit axe, où l’on ar — 5. Ainsi, à parüir 
de ce point, le corps reviendra sur ses pas, et décrira le quart 
d’ellipse dans le sens contraire. Arrivé au point À avec une vitesse V 
égale à la vitesse initiale, mais dirigée en sens contraire, il continuera 
son mouvement sur l’ellipse, jusqu'a ce qu’il parvienne à l'autre 
extrémité du petit axe, où sa vitesse sera nulle. Ainsi, dans le cas où 
les deux forces situées aux deux foyers sont égales, mais agissent 
en sens contraire, le mobile, en supposant sa vitesse initiale telle 
que nous l'avons fixée, parcourra la démi-ellipse, d’une extrémité 
à l’autre du petit axe, par un mouvement analogue à celui d’un 
pendule qui -oscillerait dans une demi-ellipse dont le grand axe 
serait vertical. Cet exemple d’un mouvement d’oscillation, que des 
forces accélératrices produisent sur un corps parfaitement libre, 
s’il n’est pas le premier que la mécanique ait offert jusqu’à présent, 
est au moins digne de remarque. 
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io1. Pour trouver le temps du mouvement, il faut faire B=-— A 
dans la formule du n° 94, ce qui donnera 


me (im) Vin) = er NS PU T)E À 


ASS Quart)" (4 298) 1 
Soit = +, = RD y/(i — c° sin’ 4) = À, on aura 
dqg ___cd4 m+g° 


1+mq° ; F 
Val a oarepr om nt LE ge == M (im) 4°; 


donc le second membre de l'équation précédente étant nommé dV, 


on aura 


av = ee Cm + (im) A — (1 —m) At], 
ce qui donne en intégrant, 
V=cemF(c,d) +c(i—m} E(c, 4) — c(1—1m) f'AdL. 
Mais on a 


JAdE = + cAsindcos L+HE(c,+)—+cFr(c,dL); 


donc | | 
: 3 
V=S(G + 4m+m)F (ce, À —7 (1 — m)° A sin cos +. 
Cette intégrale, qui ne comprend que la fonction de première espèce 
F(c,), est la valeur de ne (1m) ÿ/(1— m'); et en faisant 
, o 


4 CON La: da 
Rae On en déduit 
o$) 1-3f°— 
QE Fe = F (ce, À )— A sin 4 cos Ÿ |. 


Si l’on fait 9 — 1, ou d — +, on aura le temps employé à par- 
courir le quart d’ellipse. Ainsi en appelant T le temps d’une oscilla- 
tion , On aura 


LT ent t 
Lasers 


Du cas particulier où l’on a C+C'—0. 


i02. Dans ce cas, les polynomes P et Q se réduisent à deux 
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termes, Savoir , | | | 

P = à — 6pt, 

QErT 27". 


Dans le premier , les coefliciens & et 6 sont toujours positifs ; dans 
l'autre, les coefliciens > et d' peuvent être tous deux positifs, ou 
l'un positif et l’autré négatif, - 


RARE À k d 
D'après ces valeurs, chaque membre de l'équation TF = G 
. » 0 * ado \ F 
) AR DRAP ER AU re on a 
pourra toujours se réduire à la forme ae singe ù 


Cia 
CC — 


; donc l'équation dont il s’agit peut être représentée en gé= 

, d d RE 

néral par # —— 2 LS , ét son intégrale sera 
Ein si 


RF(c,+)=F(c,C)# const, 
ou simplement 4F (d)—F (€) + const. , le module commun à ces 
fonctions étant c = +. al 
On pourra toujours supposer que dans l’étatinitial du mouvement, 
l'une des variables 4, € est nulle. Soit cette variable Ÿ, et soit en 
même temps 4 =, alors l'équation de la courbe sera 


k(FL— Fe) = F7; 
et si l'on prend une nouvelle variable £ , telle que F£= FI —Fe, 
on aura plus simplement AF£ = F6. 


I 
2 


103. Telle est, sous la forme la plus simple , l’équation de la 
trajectoire, lorsque la vitesse initiale satisfera-à la condition C+C'=—o. 
Dans cette. équation, X sera en général une fonction donnée des 
quantités À, B, a, et de celles qui sont relatives à l’état initial du 
corps; si l’on suppose que k est égale à une fraction rationnelle = 
prise à volonté entre des limites convenables, cette condition établira, 
entre les données du problème, une relation au moyen de laquelle 
la courbe décrite par le corps sera une courbe algébrique, puis- 
qu'il y a toujours une équation algébrique qui représente l’équation 
transcendante 


FE — eFt. 


H y a donc une infinité de cas où la courbe décrite par un corps 
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altiré vers deux centres fixes, est une courbe algébrique. Cette 
courbe sera nécessairement rentrante sur elle-même > lorsque la 
vitesse initiale sera telle, que le corps ne peut s RER à infini ; 
alors il y aura une séode composée d’une ou de plusieurs révo- 
lutions, laquelle se répétera à l'infini; de sorte qu’il suflira de calculer 
le mouvement du corps dans une de ces périodes, pour pouvoir 
assigner le lieu du corps et toutes les circonstances du mouvement au 
RAS d’un temps quelconque. 

Les courbes algébriques que nous venons d’ din en. et quiseront 
déterminées d’une manière plus particulière dans l’examen que nous 
ferons des différens. cas principaux du problème, sont les seules 
qu'Euler ait données. dans les Mémoires de Berlin, ann. 1760. Mais 
nous ferons voir qu'il y a une infinité d’autres systèmes de courbes 
algébriques qui peuvent également satisfaire au problème; et cette 
multitude de solutions est une nouvelle preuve des avantages 
que peut procurer, dans les applications , la théorie des fonctions 
elliptiques. 


Recherche des cas principaux contenus dans le premier sÿstème. 


. 104: Jusqu'ici nous n'avons, Considéré que des cas particuliers : 
nous allons maintenant procéder à l'intégration de l'équation (3). 
Pour cela, il faudra distinguer dans chacun des deux systèmes 
indiqués art. 77, les différens cas principaux qui peuvent y être 
renfermés , et qui donnent lieu à des résultats de forme différente. 

En général, on sait que chaque membre de l'équation (3) peut 
fois umdals ! 30, 
VQi— c° sin )? 


être réduit à la forme cetle équation sera donc tou- 


jours de la forme | 
pou EN aq ANUS "ERHON r 
"VQG—csint) 7 (1 —# sin)? 
et son intégrale sera , par conséquent, 
HF(c;,L)=F(x,Ë) + const. 
En supposant que le point À, origine du mouvement, est situé 
sur l'axe EFG, soit dans son prolongement du côté de F, soit entre 
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les deux centres F et G, on pourra toujours faire ensorte qu’une des 


variables 4, & soit nullé au point À; alors on devra supposer -que 
di , dé 


7 ©t 7 sont tous deux positifs, afin que les angles A et £ croissent 
continuellement avec le temps : c'est sur ce principe que seront 


dirigées les transformations par lesquelles on obtient, dans les 
différens cas, l'équation de la courbe décrite | 


kF (c, d)=F(x, €) + const. 


Cette équation, de même forme dans tous les cas, et facile à 
résoudre pour déterminer tant de points qu’on voudra de l'orbite, 
est remarquable surtout en ce que le coeflicient X s’exprime toujours 
très-simplement par les deux modules c et x; d’où il suit que les cas 
les plus variés du mouvement d’un corps attiré vers deux centres 
fixes , sont loujours résolus par une équation finale, où il n’y a que 


deux constantes arbitraires pour représenter toutes les données du 
problème. 


105, Dans le premier système que nous nous proposons maintenant 
de développer, le polynome P est de la forme 


P=M(m—p)(p—m), 
où l’on suppose »7 et ”° positifs, et »m >> 1m". La valeur de p* est 


donc toujours comprise entre les limites 77 et #/. Or, le lieu de 
tous les points où l’on a p® = "», est une ellipse décrite des foyers 
F et G, et dont le sommet E est placé à la distance EF — 7 


1m? 
de même, le lieu de tous les points où l’on ap? = m!, est une ellipse 


décrite des mêmes foyers, et dont le sommet D est placé à la dis- 


la 

m & 
tance FD=—-——". Donc, dans tous les cas qui appartiennent au 
premier ART la courbe décrite par le mobile sera toujours 
comprise dans l’espace que laissent entr’eux les périmètres des deux 
ellipses que nous venons de déterminer; desorte que les intersections 


de cette courbe avec l'axe ne pourront se faire que dans les parties 
de cet axe ED, KL comprises entre les deux ellipses. 


106, Nous appellerons absides supérieures ; les points de l'orbite 
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S', S?, S°, etc., où l’on a p°—m, et absides inférieures les points 
1’, L°, F, etc., où l’on a p° =". La raison de cette dénomination 
est que la somme des rayons vecteurs r + s est un maximum dans 
les premiers points , et un minimum dans les autres; mais il importe 
surtout de remarquer une propriété générale des absides , tant supé- 
rieures qu'inférieures , savoir, que dans ces points l'orbite esttoujours 
tangente à l’ellipse terminatrice p® = m ou p°= m#!. 

En effet, si l'orbite, qui a un point S commun avec l’ellipse supé- 
rieur p°—7»#, coupait cette ellipse, il y aurait des points de l'orbite 
qui appartiendraient à une ellipse plus grande , et pour lesquels, par 
conséquent, on aurait p° > m; Ce qui ne peut avoir lieu, puisque 
m est la plus grande valeur de p*. De même si l'orbite, qui a un 
point I commun avec l’ellipse inférieure p° = m#', entrait dans cette 
ellipse, il y aurait des points de l’orbite qui appartiendraient à une 
ellipse plus petite, et pour lesquels on aurait p® << m/; ce qui ne 
peut encore avoir lieu, puisque »#' est la plus petite valeur de p°. 

Il ne peut y avoir d'exception à cette propriété générale, que dans 
le cas où l'orbite aurait un point de rebroussement qui aboutirait à 
l’une des ellipses terminatrices , ou bien dans le cas où la vitesse du 
corps serait zéro au point S; car alors il reviendrait sur ses pas, en 
suivant le même arc de courbe. 


107. Pour procéder maintenant à l'intégration de l'équation (5), 
il faut transformer convenablement les deux membres. Et d'abord 


m° 


Ne 4: HA: CMS Los Len rue, 
puisqu'on a EAN p°)(p—m), si l’on fait «= :1 
et p®° = m(1— csin{), on aura la transformée 

NX 1 dY 

VE y) VQG—csin 4) 
On a ensuite, d'après les formules de l’art. 70, 


(1— mm") Q = À + Bmm'+(m+m") (A+ B) 9° + (Amm' LB) gt; 
mais il y a deux cas à distinguer, selon que les facteurs du second 
membre sont réels ou imaginaires, 


108. Premier cas. Si ces facteurs sont imaginaires, ou si l’on a 


5o : 
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on pourra supposer 

Q = Se © © 
« et 0 étant déterminés par les équations 

Amm + B 


SSL AS LE à se z(m+m)(A+B) ; 
él À — Bmm' ? cos 8 — v(Amm + B). VA + Bmm) ? 
d’ailleurs on a, comme dans l’art. 78, M— RER MB tv 


—mm 1—mm 
Cela posé, si l’on fait x— sin 10, 9 = Da tang 1 Ÿ, on aura la 
transformée 
dq 1 dé 


eo 


VQ 2 Me— Be) ÿ{(i —xsin té) 


Soit enfin À = 2 VE) = as a /(Æ Er) = €: CN | 


Le VE) , et l'équation (3) deviendra 


VA a mnt > le dass ei suite te 
+ Vi — ce sin 4) 7 (1 — x° sin? F6)? 


mais j'observe qu'on peut mettre æ— 4 à la place de 4, sans 


changer la valeur supposée p° = m(1— c*sin° 4 ); ainsi on peut 
supprimer le double signe de cette équation , et écrire simplement 
dy ant à 
RE TT RE sn) — VGA — #sin° a €)? 


ce qui donnera, en intégrant, 


RE (6e LL) = (x, OT 
109. Il s’agit maintenant de déterminer la constante C”. Or, d’après 
l’état initial du mouvement, tel qu'il est supposé dans l’art. 74, on 
doit avoir au point À, g9—0 et p°=—1m°. Faisant donc {= 0 et dc, 
ce qui donnera 7»#°—1n (1— c°sin’e), ou 


NAN EU M2 MM 
| mc? mm ? 
on aura C"=— FF (c,e); ainsi l'équation de la courbe sera 


RF(c,N) — AF(c,e) = F(x,0). 


Mais il importe de savoir si l'angle 6, déterminé par la valeur de 
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Sin*e, est aigu ou obtus; car l'équation de la courbe ne serait plus 
la même si l’on mettait —€ à la place de €. 

Pour cela il faut, Comme nous l'avons déjà dit, faire ensorte que 


les coeficiens & n soient tous deux positifs au commencement 
du mouvement. Or on a, au point A, ®—0,w—0,q=0, 
p= Ve) dr =Nal ais , rd@ — Vdtsin u; d’un autre côté les 


r L » «a 
équations D —— 
I 


— ta = + différenciées, donnent 
—p Fr ng-® Etant 1fte 
au même point À où g—0o, dre TE 2 Ldp= À ; donc 
dg_p d@_py: , __GA—m)Vm 
A mais On à en 


1 dé. 


général g— de tang €, ce qui donne au point A, % dd — 2ya' dt? 


donc 
d — m° - 
= _—_— VV sin Lu ; 
celle valeur est toujours positive. Pour avoir celle de a: ,; Jobserve 


_2apdp LE 
(i—p D = 2ay/ m° 
d’ailleurs l'équation p°—m(1—csin°|) donne pdp——mc"sind cos d\ ; 


donc au point A,oud—&«,ona 


qu'on a dr=Vdicosu=—"; doncau point He 


dé V/m° dp __ G=m}V cosy 

DA ie) D 21 à ‘dt LOT rer 

dt mc?sin € COS € t 2amc’?sin € COS € 
d\ 


De là on voit que pour rendre = posilif, il faut toujours prendre 


. Q 4 , 4 = 

cose de signe contraire à cos m, c’est-à-dire que les angles & et w 
« e ? 

seront toujours, l’un aigu, l’autre obtus. 


Par cette condition, l'angle € sera entièrement déterminé, et la 
courbe décrite par le mobile se construira au moyen de l'équation 


IE (c,d)— AF(c,e) —F(x,c), 
qu’il faudra combiner avec les équations p°=m (1 — c* sin), 
1 x ‘ Ses } ‘ Sn Lu 
q Re ne tang : ©. On voit par ces dernières, que p restera toujours 


positive, mais que g prendra toutes les valeurs positives et négatives, 


306 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL.. 

depuis zéro jusqu'à l'infini. On déterminera d’ailleurs les coordon- 
nées x et y par les formules de l’art. 81, où l’on voit que l’or- 
donnée y change de signe en même temps que la variable q. 


110.. L’équation qu’on vient de trouver pour la courbe décrite, 
peut en général se réduire à deux termes; car en faisant F (4)—F(e} 
— F(£), c étant le module commun à ces fonctions, on aura 


LEGS ES AIOR ADS 
mais alors il faudrait exprimer p en fonction de £. Or, d’après 
l'équation supposée, ona(n°18, p. 1), en faisant y/(1—c’sin°£)—A(£) 
et y/(1—csin"e)= A(e), 

AcAË — c°? sin £ cos s sin £ cos 
1— c?sin° & sin? £ 


DE V°m. 


æ 


Mais cette expression étant assez compliquée, il est préférable de 
laisser l'équation de la courbe dans sa forme à trois termes, laquelle, 
d'ailleurs , n’est pas moins facile à résoudre , lorsqu'il s’agit de déter- 
miner A par le moyen de £, ou réciproquement. 

Cette équation se simplifie d'elle-même dans les deux cas parti- 
culiers où le point À, origine du mouvement, est une abside supé- 
rieure ou inférieure. 


111. Sile point À est une abside supérieure, ce point ne pourra 
être qu’un des sommets de l’ellipse p° = "1; on aura par conséquent , 
dans ce point, LIEN EL ER RTS ICE qui donnera € = 0, et 
l'équation de la courbe sera simplement 


M (ec, V) = F(x, 8). 


Si le point À est une abside inférieure, ce point sera un sommet de 
l'ellipse p° — 7", et on aura M°=m, M=;7, Ce qui donnera 
e— 27. Dans ce cas, l'équation de la courbe contient encore trois 
termes, savoir, &F (c, L)— AF'c=F(x,£); mais en faisant la 
même transformation que dans l'article précédent, et substiluant dans 
| Mme V/m' 

VQ— c’sin’é)  p(1—c’sin’£) ? 
KF (c,£)—F(x, €); et comme rien n’empèche de mettre 4 au 
lieu de £ dans ce résultat, l'équation de la courbe sera toujours de 


la formule la valeure—?}7,0ontrouve p— 
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la forme 
KéaiR (xi A): 
Mais On aura p — TE Re D) et qg — tre tang 3 €. 


112. Second cas. Si les facteurs du polynome Q sont réels, ou 
si l'on a 
m—m 2(/AB 
1 — mm A+ B ? 
on pourra supposer 


QCM) GRAN) ne aq), 
æ et æ' étant des quantités réelles et positives données par les 


équalions 
1 _ (m+m) (A+B) , __ Amm'+B 
Porte a A+ Bmm  ? 7 A+Bmm 


<"W ; FER .… MT: PA “set. 1 2 ai 
Soit & > a, si l'on faitx*=1— et Love tang ©, on aura la 
transformée 

dq it dé 


VQ  V@M—2eB) VQa—# ve 


, et on aura l’equation 


Soit enfin 4 — VS 
de la courbe 


CE) LT CNT ER ET 
€ étant la valeur de { au point A, donnée par l'équation 


mm — m° 


Sin°€ — 


m— m° 

On trouvera, comme ci-dessus , que l’angle « est toujours de même 
espèce que 7 —, ce qui aCHbVE de déterminer cet angle. Ensuite, 
pour construire la courbe, il faudra joindre à 1 on précé= 
dente les équations 


p°= m(1— csin 4), q — uns ee 


113. Si le point À est une abside supérieure , on aura = 0, et 
l'équation de la courbe sera simplement 


(ce, 4)= F(2, €). 
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Si lé point A est une abside inférieure, on aura e— 7 ; alors 
l'équation de la courbe sera encore de la même forme, mais on aura 


’ 
nr 


pie ART UT et 1= 7e 008 C. 

Les deux cas principaux que nous venons de développer sont 
les seuls qui soient compris dans le premier système. Nous allons 
donc passer à l’examen des cas quiappartiennent au second système ; 
mais pour cet effet il faut, comme nous l'avons déjà dit, déterminer 
les constantes C et C/ dans l'hypothèse que le point À, origine 


du mouvement, est situé sur l'axe entre les deux centres des 
forces F et G. 


; À 


Recherche des cas principaux contenus dans Le second système. 


114. On a déjà vu que, dans le second système, la valeur de P 
doit toujours être de la forme 


P=M(m—p)(p+m), 


dans laquelle 72 est positifet << 1, "1! étant positif aussi, mais d’une 
grandeur non limitée. 


Dans ce système, la valeur de p* varie entre Îles limites zéro et »; 
tous les points où p°— sont les absides supérieures S', S*,S5,etc., 
dans lesquelles l’orbite est tangente à l’ellipse terminatrice p° = 7"; 
tous les points où p°—0 peuvent être regardés comme des absides 
inférieures [', 1°, I, etc., puisque la somme des rayons vecteurs 
FI + IG, égale à FG, est un minimum; ces points sont en même 


temps les intersections de la courbe avec l’axe entre les deux 


centres F et G. "ni 


115. Soit À Île point de l’axe situé entre F et G, qu'on prend 
pour origine du mouvement; soit V la vitesse initiale, et w l'angle 
EAH que fait la diréction de cette vitesse avec l’axe : les angles 
Um, ®, © sont ouverts d’un même côté; ils prennent naissance lors- 
que leurs côtés sont confondus avec la parte de l’axe dirigee dans 


le sens GFE. 


Cela posé, on aura , au point À, les valeurs 4=0,9=7,0=—=0, 
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o 


FE" LE PCT TE APRUUE AL Abuetel 2 sdo _ pou 
PRO QE no SE pr Vsmu,—Vsins. 


Substituant ces valeurs dans les équations (1) et(2), afin de déter- 
miner les constantes C et C’, on en déduira 


Gta V: —(5+8) (1m), 


"NL M2 aV?m°sin°p 
C=A+B (i+m°} 


Mais puisqu'on a en général 
P—iA—:B+:C'-+(C+C)p— (1 A -L1B+ : C)pé 


et que cette même quantité est représentée, dans le second sys= 
ième, par la formule 


EE A ! 
P = Mimm + (m—m)p"— pt], 
on aura pour déterminer M, 7», m', les équations 


LaV?m° sin° 


(A+ B) (1 + m°} — + aV:m°sinm? 
A 
(: aV°— rte Bm° ) + m°)— aV? m° sin° 
(A+B)(i + mm} —21aVm°sinp 2 


Et 5 ee DETTE : à MSN 
M — ne da ee AN (14m)? 


ensuite la valeur de Q sera donnée par la formule 
(imm)Q = À — Bron + (A + B) (m— m7") q + (B—Amim/) 9°. 


116. Procédons maintenant à l'intégration de l’équation (3), et 


mm —= 


Me M —= 


soit d’abord p= ymcos£ , c° = on aura la transformée 
GRAVES PA VER AN Cac dE ne 
ER VMm)°" VyG—c sin’)? 


mais il convient d'obtenir un résultat positif, parce que la première 
, A d, . A . . 
valeur de p étant zéro, celle de F doit être positive. Or, en faisant 


F'o—F(c,£)=F(c,4),oualgébriquement tang £ lang =, 


di ‘4 dé | As 
on aura Va — sind) = —— vi = csiné) 5 et comme équation 
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, b ] , , . ° e 
supposée donne cos £ — TS T> il s'ensuit que si l’on fait 
pis __  cV/m'sin R 
directement p — Va—es HD on aura 
dp RUE : dy 
vP V Mn) ° VQG—csin dj) y 


Ceite valeur restera toujours la même dans tous les cas du second 


. À d k Pi PT ! 
système; mais celle de <7 sera d'une forme différente , suivant les 


vo 
différens cas, c'est-à-dire suivant les différentes formes que peuvent 
prendre les facteurs dont le polynome Q est composé. Nous allons 
examiner successivement ces différens cas, mais nous nous bornerons 


toujours à ceux qui supposent les quantités À et B positives. 


117. Premier cas. Supposons qu’on ait à la fois A > Bmm' et 
B > Amm', ensorle que rm" soit non-seulement moindre que l'unité, 


mais moindre que le plus petit des rapports Se Soit de plus 
(A +B}(m— im} <4(A— Brun) (B—Arm'), ou, ce qui revient 


au même, | 
m + m 24/AB 
AT Henri ie Amel D 


Ces conditions ayant lieu, on pourra faire. 

Q = (M—B)(1 + 24 cos 0.q° + agt), 
« et Ô étant déterminés par les équations 
B — Amm’ 


s(m—m)(A+E) 

FR ere pi 2 

PATATE RP ANR e Ê A — Bmm 

Cela posé, soit 9 — VA tang 2€, x — sin } 0, on aura la transformée 
Ce PET 71 de 


VQ — 2ÿ(Me— Ba)’ (Gi —xsin é) 
Soit enfin 


Fa CS a m —m AS 
Lx 100 farsnoe>) 24 ——— — 
Min É + m' ° 94 COS = ox" 


l'équation (3) deviendra 
AA Et 2 Hat dei 
VQi—ç"sin" 4) 27 ÿ/C1—x"sin° 6 )? 


et 
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et son intégrale sera 


KE (ce; = Pr, r) —F(&,6), 


€ étant la valeur de € lorsque £ — 0 : alors on a 9 = y/m°; ainsie est 
donné par l'équation tang 16 y/(am°). 


118. Cherchons maintenant les valeurs de Se et ae : lorsque {= 0. 


Puisqu'on ar = Fit DE TE , tang + © = pq, Ces équations étant 
_2aqdq 
Ga? 


1) 2e je À dp _= 1. _r1+m y. 
z do = qgdp ; donc = — “ ee days .V sin u. Cette valeur est 
di 


. : dp : ve 
> qui est du même signe que =>, est aussi positif. 


dé 


Il reste à faire ensorte que Je S0it aussi positif. 


différenciées, donnent pour le os où p—0 etw—0, dr — 


- positive ; donc 


Or,onadr=—Vdicosu— G GA don De = Vcos(æ—u); 
1 dé. 


ï.. A ? a A e AIRES vas à..} Ar TS 
d’un autre Se l'équation g — Ga tang + € donne = cos À 
donc au point À, on aura 


Ê = G+m) Ve $ 
— 2H am) V/n: .V cos (x —L). 
Aïnsi la valeur de es ne sera positive que lorsque l'angle w sera 


plus grand qu’un droit. Dans cette hypothèse, l’équation de l’article 
précédent est exacte, et il n’y a aucune ambiguité sur la valeur de 
l'angle e déduit de l'équation tang 1e p/(am°). 
119. Mais si l'angle est moindre qu'un droit, alors le coefli- 
; d j AU le : 
cient Fe deviendra négatif, et l'équation (3), dans laquelle nous 
avions négligé le double signe , devra être écrite ainsi, 


kdÿ NU dé 
VQ — ctsin? à) pi —xsin C) 
Pour la ramener à la forme ordinaire, nous prendrons une nouvelle 


variable £ , telle que tang £ tang € — 3 = = Ce qui donnera 


1 
vG — 
51 
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dé de 


nil) = VRE sr HE alors 4 devra étre exprimée en fonc- 


ton de 4h et on aura g — te 3 PET DETTE Par le moyÿen 


. ’ . er E d 
de cette valeur substituée directement dans la quantité 70” on 


1 d£ 


| + à À 2 DO LD she re 
aurait trouvé CNE -V7 on T1 Pa 275 VALVE CERN ON à Le J'équa- 


tion (3), qui est alors = — A > à pour transformée 
kdJ de 


V/Qi —c° sin* 4) a QG — “sn E)? 
et son intégrale est 
HF(c,d)=F(x,E£)—F (x, €), 


, , Q » 7 . COS € 
ant déterminé par l’équation AM) 
€ étant dét par l’éq y/(am°) VU Saint) Lhan” 
d’où l’on tire 
1 — am° 


tang € TT 254/ ns) 


120. Il résulte de cette analyse, que, dans tous les cas, l'équation 
de la courbe sera représentée par la même formule 


RE (c, 4) = F(x,6)—F(x,e); 


que, dans tous les cas, la valeur de p sera p= Ur, 


mais que les formules qui donnent les valeurs de la variable 9 et de 
la constante e, seront différentes, selon que l’angle y qui détermine 
la direction de la vitesse initiale est plus grand ou plus petit qu’un 
angle droit. 

Silona uw> ++, les formules dont ïl s’agit seront 


1 ô sf: s2 1,9. À 
tang = e— y/(am°), TN a BE 
si l'on a m < +, ces formules-seront 


1 — «m° 1 cos & 


ange 26 («m°) ? ne 5 *VG—%snê) + 6 sin CL” 


121. On pourra éviter la distinction de ces deux cas, et s’en 
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tenir au premier, qui estle plus simple, si l’on désigne constamment 
par F celui des deux centres où l'angle FAH, formé par la tan- 
gente AH avec l’axe du côté de F, est un angle obtus. Cette hypothèse 
ne diminue en rien la généralité de la solution, puisque d’ailleurs 
m°, qui représente le rapport __. peut avoir une valeur quelconque 
depuis zéro jusqu’à l'infini, et qu’il n’y a aucun avantage à supposer 
le point À plus près de F que de G, ce qui rendrait n° € 1. 

Pour éviter une subdivision inutile, nous choiïsirons de même, 
dans les autres cas généraux qui nous restent à examiner, le centre 


‘relativement auquel la solution se présente sous la forme la plus 
simple, lorsque cette solution sera susceptible de deux formes. 


122. Nous pourrions passer sous silence le cas de u—27, parce 
que ce cas particulier me peut avoir lieu dans le cas général dont 


| d 
nous nous occupons. En effet, comme on aurait alors T0» il 


faudrait qu’on eùt en même LAS Q = 0, et qu'ainsi g — m° füt 
facteur du polynome Q; ce qui n’a pas lieu, puisque les facteurs de Q 
sont imaginaires, excepté dans le seul cas de 8—0o , où ils deviennent 
égaux et de la forme:1+-ag*, non.semblable à q° —.m?°. 

Au reste, si, dans la supposition de = 27, on cherchait à 
vérifier la condition ( A-HB}(m—m")" < 4 (A—Bmm')\(B—Amm!), 
d’après les valeurs de mm! et m—m', données art. 119, on trou- 


verait que cette condition n’a pas ja : car elle donnerait pour 
résultat, 


CraV (rm) (5 + Bt) (1 ne)f < 0. 


mm 2V/AB : 4 Vita 
TE ne CALE TT l'orbite ne coupera jamaïs l’axe 


à angles droits entre les deux centres F et,G. 


Ainsi lorsqu'on a 


123. Second cas. Soit encore À © Brun’ et B >> Anum',.et sup- 
posons de plus qu'on.ait 


mm LRAVAB 
1 + mm A + B? 


ces conditions ayant lieu, les facteurs du polynome Q;seront réels ; 
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mais il y aura deux cas à distinguer, selon que m—1m! est positit 
ou négatif. | 
124. Soit, 1°. mm, on pourra faire 
Q—=(M—B)(i+ag) (+), 
æ et a! étant des quantités réelles et positives données par les 
équations 
(m—m)(A+B) B — Amm’ 
Ha A —Bmm 10 ? Ra Re 
Soit & > &/; si l'on fait x = 1 — “et = 7 08 ft, inn: aura 


_dq___ 1 LUE 
Von V Me — Be) ‘ va- — sin C) 


4 hits Ma — Ba 2C?— 1 
re Mn CU (=>); 


l'équation (5) deviendra k—— 


Soit ensuite 


HD re 
v'( Cr MINS V/Q — x" sin°.6 )? AT 


intégrale sera 
RF(c,d)=F(x,c) —F(x,e), 
€ étant la valeur de € au commencement du mouvement, valeur 
. connue par l’équation 
tang € — (am). 


Mais pour que l'équation générale, dans laquelle nous avons sup- 


fr, 204 | F8 ME Eee 
primé le signe ambigu, soit exacte, il faut que soit positif. Or on a, 
ce. Corn} 
au point À , comme dans l’art. 118, a Rodin .Vcos(r7—m). 
D'ailleurs Me q—=— tang C,-donne au même point, 
dé #4 
7H = Va.cos'e.; donc - sera positif si cos (7 —) est positif, 


ou si l’on NE D 

Dans le cas contraire, il faudra transformer la variable Ÿ comme 
ou l’a fait dans l’art. 110; mais on peut se dispenser de ce calcul, en 
choisissant, pour le centre F, celui des deux pour lequel l'angle est 
plus grand qu’un angle droit. | 
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_ 126. Soit, >. m'> m, les autres conditions étant les mêmes que 
dans l’art. 123, on pourra faire 


Q=(M—A)(g—a)(q—«), 


æ et «! étant des quantités réelles et positives données par les 


équations # 
(MM) (AHD) y Am 
aa B — Amm PÉRR = Ann 


f 
Soit &æ > æ'; si l’on fait = — ea 4%, on aura — = 


TT dé . nr / æ M—A V4 ie 
V'(Ma—A x) k V(i—x° sin? Ch Soit donc k—c (£. 7 )= ( ne) 
et l'équation (3) deviendra, en supprimant fe signe ambigu et 
intégrant, 

XF (ce, 4) =F(2,{)—F(2,6); 
c'est l'équation de la courbe qu’il faudra combiner avec les équations 


___  cVm'sinÿ se Ve 
BTE V/Q — c sin° 4)? 7 sin &” 


126. Pour déterminer la constante €, on aura d’abord l’équation 
° œ 0 ?, . 0 0 > . 
SHIe — (5) ; mais cette équation laisse incertain si l'angle e est 


aigu ou obtus. Il faut fixer cette incertitude en satisfaisant à la con- 
CA d ; is 

dition que FE soit positif au commencement du mouvement. 

F18 QG: m° Em wi 


Frs es 2aV/m m°. . V cos (7—p) ; 


Or on a, comme dans l’art. 


sine dq 


Le, de UN TL tfe FAUX 
d'ailleurs l'équation 4 — == donne au point A, =—— V7" NET 


(4 
d&_G+n} 


HE tO an 


ou 
.V cos pe lang 6; 


d : 4k Put % x 
donc : sera toujours positif, si l’on prend € de même espèce que w. 


. . + + ° œ , ° 
Cette condition, jointe à la valeur sin = VE détermine com- 
plètement l'angle 6, qui, dans ce cas comme dans tous les autres, 


est toujours moindre que deux angles droits. 
Si l'angle w est droit, c’est-à-dire si la tangente en À est perpen= 
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diculaire à l'axe, on aura aussie = #7, et l'équation sin é — / ee 
| mr 
donnera æ — m°; alors Q aura pour facteur 7° — m°; c’est un cas 
dont nous avons déjà rencontré un exemple, art. 122. 
Dans ce cas, l'équation de la courbe deviendra 4F (6,4) = 
F(x,C)—F'x, et ap peut réduire le second membre à un 
seul terme , en faisant F(x,€)—F'x —=F(x,80), ce qui don- 


: cos €” : : 
nera Sin ê — Er Supprimant ensuite les accens dans 


le résultat, on voit que pour le cas de w—2}#, on aura les 
équations 
FC )=F (x 0, pe M, = PACE) 

127. Troisieme cas. Supposons maintenant À <Bmm' et B>Ammm', 
ou, en d’autres termes, À <-B, et mn tout-à-la-fois => > et € 25 
alors on devra faire 


Q—(M—A)(g—a)(g + a), 


-« et a’ étant des quantités réelles «et positives déterminées par les 
équations 


y __(m—m)(A+B) r __Bmm'—A 

7 FA B — Amm’ RS; à QE B— Amm'° 
Soit x ==" "ét =, On aura —— cale bn Es nie 4 
sn ee 0 VU D VD 


soit enfin À — * /(CE. ne T—)= ee — _ 5), l'équation (5) devien- 


dra, en substituant et intégrant, 
RE (ce, 4) RE D CP 0 ne CE ONCE 
c’est l'équation de la courbe qu'il faudra combiner avec les équations 
cV/m'.sind Ve | 
PT VYa—=esn4)? 7 cost 
Quant à la valeur de €, elle devra satisfaire à l'équation Côs e— /C) 
où l’on voit que € sera toujours << : æ; mais il faut en outre que le 


dé 


coeflicient = soit-posiuf à l'origine du mouvement. 
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Or, l'équation g cost — y/æ donne au point À + = T cote; sub- 


si 
stiluant la valeur de “ de l’art. 118, 1l viendra 


dé = (+m°)t 
dis “oaÿ/m° 
dé 


L] . on x , 1 , 
ainsi la valeur de “? ne sera positive que lorsqu'on aura m > 1. 


V cote cos(7—p); 
# 


Si l'on aum—17, il faudra, d’après l'équation précédente, qu’on 
ait e—0, et par conséquent a—m°; c’est aussi Ce qu'on peut vé- 
rifier, d’après les équations de l’art. 115, en y faisant —21x, et 
combinant ces équations avec celles qui, dans le cas présent, servent 
à déterminer « et æ/. 

Dans ce cas donc, l’équation de la courbe se simplifie et devient 


JE (c — F (x,0). On peut d’ailleurs s'assurer que la valeur de 
| » ; P q 
Es qui reste indéterminée dans la formule précédente, devra être 


positive. En effet, puisqu'on a &æ=—1m°, la valeur de Q devient 
Q = (M—A)(g—m°) (4 + 2"), 
d'où l’on voit que ”° est la plus petite valeur de 7; donc % esl po- 
AE : . dé | 
sitif, et par conséquent aussi >. 


128. Si l'angle est 17, on ne pourra plus, comme dans les 
cas précédens, obtenir la solution en choisissant pour le centre F 
celui qui est placé du côté de l’angle w © +7; car l'échange qu’on 
ferait entre A et B, substituerait aux conditions À <Bynm', B>> Amm', 
des conditions différentes B< Amm', À >> Brm', inconvénient qui 
ne s’est pas rencontré’ dans les cas précédens. Mais il ÿ a un moyen 


très-simple de changer la variable € , pour laquelle + sera négatif, 


d ! . . . . 
en une autre {’, pour laquelle ee sera positif; il consiste, comme 


nous l'avons déjà vu, à faire FF Æ F{'—F'x, x étant le module 


dé dé’ 


commun, Ce qui donnera Pa DST pos it); . Etcomme 
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par cette supposition on a tangé tang{ =>, il en résulte... .... 

6 sin£” DURE ee vG—x sine) Lis Va» sin?) 
VQG —% sind)? AGE DAC 0 7 SNL 
Soit d'ailleurs £’ la valeur de a FR {— 0, ou RES d'HE 


ra COS — CS 5) 
on au —=\/(> a) 
Cela posé, on peut supprimer les accens qui affectent €’ et #, 


et la solution, pour le cas dem <+w,sera donnée par les formules 


EF(c, 4) =F(x, €) —F(x,6), 
cV/m'.sinYŸ Va VG—xsin€) 


m° — 


A pm ven IV Ro gsm EU À VC m4 


cos (== 


1209. Ici se termine l’examen que nous voulions faire des cas 
principaux du problème. Car si on avait à la fois B< Amm' et 
A >> Bnun!, ce cas, qui suppose À > B, est entiérement semblable 
au troisième cas, où l’on a A< Brun’ et B>> Amm', qui suppose 
B>> A. Ces deux cas se réduiront à un seul, en désignant constam- 
ment par F celui des deux centres où réside la moindre force. Enfin 
si l’on supposait pour dernière combinaison À € Bmm'et B << Amnm', 
ce qui rendrait négatifs le premier et le troisième terme du poly- - 
nome ©, il faudrait qu'au moins le second terme fût positif, et 
qu’ainsi on eût m7 <[m; mais de conditions A<<Bmm', B< Am’, 


supposent mm >>1, Ou 7n >+ n° CE qui ne peut s’accorder avec la 
condition m'<<m. Ainsi ce cas ne peut avoir lieu. 

130. Pour plus de clarté, nous joignons ici un tableau général 
qui contient le résultat de tous les calculs précédens. On y trou- 
vera les formules qui servent à distinguer et à résoudre les diffé- 


rens Cas principaux dans lesquels se divise le problème général du 
mouvement d’un corps attiré vers deux centres fixes, 


Tableau 
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* Tableau général des cas principaux du Probleme. 


Nota. Dans les deux premiers cas, les valeurs de m et m’ se déduisent des 
données immédiates du problème m°, V, x, par les formules de l’art. 78; ces 
deux cas composent le premier système , dans lequel la courbe décrite ne peut 
jamais rencontrer son axe entre les centres F et G. 

Dans les quatre autres cas, les valeurs de met m sont déduites ‘des données 
m°, V, km, par les formules de l’art.‘:115 ; ces cas composent le second système, 
LE lequel il y a toujours, entre les RES Fet G, un ou plusieurs points 


d’intersection de la courbe avec l’axe; le point A, origine du mouvement, au- 


quel se rapportent les données m°, V, #, est un de ces points d'intersection. 


Conditions et dénominations. 


Équations de la courbe. 


4 | cast 
m <m, C1, HaP) Que 
m—m _oVAB 
ARR À 


RF(c, )—kF(c, e)=F(x,0), 
___ Amm'+B RAS 2 (mm) (A+B) p=m(i—c sin 4), 
TAEmm? °° V(Amm +). V(A+Em) 


1 
E q = —-.tangr €. 
x'= sin #0 ve =) | V'« 


TS) 
RAA M —m° 
SIN € — 
m—m. 


« de même L que 7 —#. 


RE(c, Ÿ) FE (E, ) » 


Corollaire I. Si l'on a m=m, p=m(i—csin"Ÿ), 


1 . 1 
LÉ ET Pen CAE 


RE (c, Ÿ) mu CS 


Corollaire II. Si l'on am =", | RE 1—C REA 


: 1 
q yartuese 


52 
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Conditions et dénominations. Équations de la courbe. 


é | cas 11. 
mm, —i——, | 


— 


mn 
m—m { 2V/AB 
1— mm AB ? RE(c,Ÿ)—kF(c,e)=F(x,0), 
_(n+m)AHB) , — Amm'4+B p=m(i—csin*)), 
aa TT ALBmm y 4 = AE ? 


1 
n— merci 


«> « pro PR k = SE) 
2 x’? —<) 


M —= 7° 
SIN? € —= —— 3 
N— M 


s de même espèce que 7 — y 
REF(c, Ÿ) = F(x, &); 
Corollaire I. Si l'on am =m, p° = pere 
q = va 76 da 


Ps eo 


RF(c, Ÿ) = F(+, C}; 


e . — 
Corollaire II. Si l’on a m =m/, PS 1—c?sin° ? 


| CAS IN. 
A> Bmm, B>Amm’, œarx 
m+ m 2 V’AB LA m 
1+ mm A+B ? GE m + M É RF(c, PF (x, ETES DE 
à B—Amm PP +(m—m) (A +B) ne _cVym “sin ÿ 
A —Bmm° °°" ÿ(A—Bmn).y(B—Amm ) VQ—c sin)? 
<—=sine Uk / —), di= —- .tang! 6. 
2 1— 92x° L Va 


On devra prendre pour F celui des deux centres vers 


tang Le — (/(«m°). 
lequel l’angle # = FAH est plus grand qu’un droit. 
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Conditions et dénominations. Équations de la courbe. 
CAS IV 
AZ>Bmm’, B> Amm, m<m, 
mm 2 v’ AB m 
PR CPR PP mm RE(c, VF (x, €)—F (x +), 
tu = CMNAEB)  — B—Amm Phpayrsnps 
1: A=Bmn | ? A—Bmm ? A6 — cf sin) 
_ a — 2C —1 = —- tan e 
"74 F 68: AU VC): f Va 8 
tang « — (Au) 
On prendra pour F celui des deux centres vers le- 
quel l'angle # — F AH est plus grand qu'un droit. 
L [14 REE CAS Y. 
A>œBmm, B> Amm, m >m, ii 
m+ m { 2V AB YU 
1HmmT A+B ? Im ? LAt 
,__(m—mY(A+B) , _A—Bmm' RF(c, NF DE C0), 
BR = 2, du = — , cV/m'.sinŸ 
B — Amm' B—Amm Pp = vu) , 
CD TL — Go kæ (=) pa ; 
5 pi PL: 1x /? = —5 


{a 0) roi 


« de même espèce que #. 


Le cas de 12 =2T donne Es TT) et les mêmes RF(c, ÿ) = F(x,ê), 


formules sont applicables. Mais léquation de la } p — AA eg 
courbe se réduira à deux termes, au moyen des for- V Q— RC à 
mules ci-jointes. Vs. VG—wsin"ê) 
PU TAUE JE 
LA [1 pires m | CAS VI. 
A<Bmm', B> Am, c TRE 
Leg el CAEN 60 TA, REC, W=F (a, OF), 
B—Amm' B—Amm ___ cÿ/m'.sinÿ 

=: =): PT Going? 

a+ & l — 9x Va 

qi 

BDETs cos = 1/5, cos € 
PRET TC 
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Conditions et dénominations. Équations de la courbe. 
| CAS VI 
RF(c,Ÿ)=F (x, Ê)—F(2,e), 
MORE T5 COS = (= » | : V/(1 — c’sin*Ÿ) 
| AN V« V/(1—x°sin0) 
TS sin €. #? 


Nota. Si l'on avait les conditions B << Amm’, 
A > Bmm', il faudrait faire la permutation entre 
A et B, ainsi qu'entre F et G, et les formules du 
cas VI deviendraient applicables au cas proposé. 


Nous allons maintenant développer les solutions indiquées dans 
ce tableau général, en nous bornant à celles qui offrent les résultats 
les plus remarquables. Nous donnerons aussi, dans les cas principaux, 
les formules qui servent à déterminer le temps. 


Développement du cas x. 


131. Si la vitesse initiale et sa direction satisfont aux conditions 
du cas 1, on connaîtra, par les formules du tableau, les modules cet x, 


4 — 20°? 
= )> au moyen de toutes 


ces données, l'équation de l'orbite sera AF(c, L)—4F(c,e) = F(x, 0), 


ainsi que les constantes «&, e et k=y( 


1 — 


et on aura en même temps p°—m (1—c° sin°\ ), JE ge tang LC; 
on pourra donc trouver tant de points qu’on voudra de l'orbite. En 
effet, prenant à volonté l’un des arcs 4, €, qui peut comprendre 
plusieurs circonférences, l’autre se trouvera par la résolution de 
l'équation AF(c, d)—=ÆF(c,e)+F(x,0), où un seul terme deviendra 
inconnu. On connaîtra donc les valeurs de p et q; quant aux signes 
de ces quantités, on observera que p reste toujours positif, parce 
qu'il ne devient jamais zéro, ses limites étant /m et y/m”; mais que 
g prendra le signe qui convient à tang +7, suivant les valeurs in- 
définiment grandes de l'arc €. Ensuite le point correspondant de la 
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courbe se trouvera, soit par les valeurs de r et s exprimées en fonc- 
tions de pet q (art, 72), soit plutôt, pour ne laisser aucune indé- 
termination, par les valeurs des HROUOnuEEs GP=x, PM=y, les- 
quelles sont 

dpsr Co à éco 2apq 
GP) G +) 0 Fan Q FT 


132. Puisque l'orbite dont il s’agit est renfermée toute entière dans 
l’espace que laissent entr’eux les périmètres des deux ellipses p° =, 
p°=m", décrites des mêmes foyers F et G; soient E et D les som- 


de ! , . EF DF 
mets voisins de ces ellipses, ensorte qu'on ait => et = pi» 


les deux autres sommets étant L et K ; il est visible que l'orbite qui 
commence au point À ne pourra, dans ses circonvolutions, couper 
l'axe que dans les intervalles KL et DE. Voyons d’abord comment 
on détermine ces intersections ; qui sont des points d'autant plus re- 
marquables, qu'ils servent à compter les révolutions et demi-révo- 
lutions du corps dans son orbite. 

À partir du point À, le premier point B', où la courbe rencontre 
son axe, se trouvera, d’après le n° 82, en faisant = ouf = 7. 
Soit +’ la valeur correspondante de 4 , de sorte qu'on ait 


F(c,7)=F(c,e) +2Fx; 


supposons qu’on ait déterminé d' par l’équation F(c, d”) — F F'x, 
ce qui peut se faire par la méthode du n° 67, I. p., il restera à ré- 
soudre l'équation F(c, 7) =F(c,e)+F(c, d”), ou simplement Fy— 
Fe Fd", c étant le module commun à ces fonctions ; or, celle-ci 
se résout par les formules du n° 18, qui donnent 


V/QG—csin d)y/(1— csin°e) — c?sind’sins cos d’cose, 


v(ri—c sin°y") = 1 — c’ sin’ d’sin’e 


’  GB'. 
: Li = 2 
de là, p°= m(1—csin"y") £ 5; ainsi le point B' est déterminé. 


133. À partir du point B*, l'intersection suivante, qui doit avoir 
lieu en un point À silué sur la partie de l’axe ED, se déterminera 
en faisant 9 —=0 ou Ê = 27. Appelant donc ?” la ta correspon- 


Fig. 20. 
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dante de 4, on trouvera y” par la résolution de l'équation F(e, >”) = 
F(c,e)+ : Rx =E(c, e) +2F(c, AY. 

Soit d” l'amplitude qui donne F(c, d”) — 2F(c, d"), d” pourra se 
déduire trigonométriquement de, d", par les formules de la dupli- 
cation des fonctions; ensuite il faudra résoudre l'équation F >» = 
Fe Fd", et on en déduira une valeur de ÿ/(1—c° sin° y”) pareille 
à celle que nous avons trouvée dans l’article précédent. 

134. Eu général, soient B', B°, B°, etc. , les intersections successives 
qui ont lieu du côté du centre G;soient A', A*, A, etc., celles qui ont 
lieu du côté de F; les valeurs de £ et 4 correspondantes à ces diffé- 
rens points, suivant l’ordre avec lequel ils se succèdent dans le mou- 


vement du corps, pourront se désigner comme il suit, en y joignant 
les auxiliaires d', d”, d'”, etc. 


Intersections..... B',A', B*, A°, B‘, A3, Bfetc., 

er .. ee . ee TT; 27% 37, 47, 5, GT, 7H, elc., 

Auxiliaires....... d",d", dd”, dr, 5, 6, 4, etc., 

A LS 0 0. ee Ÿ* Vs >”, V1 T3 V*, Y3 etc. 
Ayant donc déterminé la première auxiliaire d” avec toute l’exac- 
titude nécessaire, par l'équation F(c, Des F'x, on déterminera les 
suivantes, d”, d'”, d'*, etc., par les formules connues pour la mul- 
tiplicalion de la fonction F(c, d”) ou FJ", de manière qu’on ait 

FR EM Ed ESF FAN" UE d'A'ele. 


Cela posé, chaque valeur de 7 se déduira du d' correspondant, en 
résolvant l'équation Fy = F4 Fe, dans laquelle + et d' prendront 
un même nombre d'accens, tandis que € reste toujours le même; or, 
la résolution de cette équation donne en général 


Vi—e sin )—= VQ—c sind) .1/(1— c* sin*e)—c? sin s sin d'cos « cos à 
7 1—c? sin* e sin? À L 


On connaitra ainsi la valeur de p°=m(1—c* sin y), laquelle étant 


éasfa Et det 1 | int d'int ti 
g pr Qu à Gyr> déterminera le point d'intersection corres- 


pondant Bou A”. 
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Les points B', B°, B’, elc., sont ceux où le corps termine la 
rt, la 3°, la 5°, etc., ddhitéobition les points A',A*, A$, élc., sont 
ceux où 1l EU He lat, lan, la.5°, etc: ere de points 
seront tous différens les uns des autres, dans chaqué série, si la 
quantité ins est irrationnelle; mais si cette quantité est ration- 
nelle, le corps reviendra, après un certain nombre de révolutions, 
au point À, d'où il était parti, et la même période de mouvement 
se renouvellera à l'infini. 

Lu effet, lé corps reviendra au point À, si l’on peut faire à la fois 
{= oi et V —emr 46, i'et e étant des nombres entiers. Ces valeurs 
étant substituées dans l'équation ÆF(c,4)—4F(c,e) =F(x, €), on en 


RF'e L À 7 kFic 
DE Donc si la quantité Ex est un 


nombre rationnel =) le corps reviendra au point de départ A, après 


tire 2keF'c— 41F" +) ou —— 


une période composée de : révolutions, ce qui résulte de là valeur 
{= 2irr. En revenant ainsi au mémepoint, on voit, par l’équation (1), 
que le corps aura la même vitesse qu'à l’origine du mouvément ; 
mais cette vitesse sera-t-elle dirigée dans le même sens? c’est ce 
qu'il faut examiner. 


135. En général , quel que soit l’état initial a mouvemerit , si le 
corps passe deux fois par un même point M de son orbite , sa vitesse 
en ce point sera égale dans les deux cas, et la direction de cette 
vitesse dévra faire un angle égal, dans un sens ou dans l’autre, avec 
la droite MQ , qui divise en deux parties égales l'angle FMG. 


En effet, il résulte dés équations (1 A L (2), que si on désigne par 


dz l'élément de la courbe, la valeur de < Let celle de Fe _. , Seront 


les mêmes dans les deux passages he corps par sa point M. Ta 
première quantité est le carré de la vitesse; donc la vitesse est égale 
dans les deux cas; la seconde représente le produit sin TMF .sin TMG, 
ou : cos FMG — + cos 2TMQ, MQ étant la droite qui divise en deux 
également l'angle FMG. Donc si TM est la tangente de l'orbite au 
premier pasèage, la tangente dé l'orbite, au second passage, sera 
nécessairement l’une des deux droites TM, T'M , également inclinées 


sur MQ. 


Fig. 13. 
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Le point M devient un point double > I6rsque l'orbite a deux tan- 
gentes différentes TM, T'M; jamais 1] n'y aura de point triple, car 
il est impossible que trois tangentes différentes donnent une même 


valeur pour le produit sin TMF. sm TMG. 


kF'e ; 
136. On voit maintenant que si -—- est rationnelle, et qu’en consé- 


quence on puisse faire Jen eetl— ir, ce qui ramène le 
corps après un nombre : de révolutions, au point A d’où il était : 
parti, il aura en ce point la même vitesse V qu’au point de départ, 
et la direction de cette vitesse devra être également inclinée, dans 
un sens ou dans l’autre, avec l’axe FG ; c’est-à-dire que l’angle EAH, 
qui est w au point À dans l’état initial du mouvement, ne pourra 
être que w ou 7 —, lorsque le corps sera revenu au point A. Mais 
par la valeur de (art. 109); on voit, que ‘ae ne pourrait conti 
nuér d’étré positive, si à la place de w on mettait  —, puisque 
d’ailleurs l'angle € reste toujours le même. Donc le corps A revenu 
au point À après un nombre z de révolutions, aura en ce point 
la même vitesse et la même direction qu’au commencement du 


mouvement; ainsi cette période de : révolutions devra se répéter à 
l'infini. 


: Le ! *,, REC 
137. Si au contraire la quantité = est A ATA OI EN l'orbite, com- 


posée d’une infinité de circonvolutions toutes différentes les unes 
des autres, devra remplir tout l’espace renfermé entre les périmètres 
des. deux ellipses P'=m, p°=m'; de sorte qu'il n’ÿ aura aucun 
point de cet espace qui ne soit un point de l'orbite, ou qui n’en. soit 
infiniment peu distant. Il faut excepter seulement le cas de mn — —0; 
qui donne lieu à une eur particulière. 

Cette propriété n’est qu'une conséquence fort siihple des consi- 
dérations précédentes ; mais on peut la démontrer directement au 
moyen de l'équation AF(c, J)—kF(c, €) =F(2,€), qui doit satisfaire 
à tous les points de l’orbite. En-effet, supposons que pour un point 
déterminé M, compris entre les deux EEE qui limitent l'orbite, 


on ait pm (1— 06° sin d°) et 9 = — de tang ; 6°; si l'on satisfait à 


l équation 
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l'équation 4F(c, 4) — 4F(c,e) —F(x, 0), en faisant d=—Ndetr—#, 
d s’ensuivra que le point M est un point de l'orbite. Supposons donc 
qu'il existe une différence quelconque entre les quantités AF(c, 4°) 
— kF(c, €) et F(x,€°); je dis qu'on pourra néanmoins satisfaire à 
l'équation 4F(c, À) —%F (6,6) =F(x,0), dans un point de l'orbite dont 
la distance au point M sera plus petite que toute quantité donnée. 

Pour cet effet, soit L=7x+4°, et {—27y + (x et y étant 
des entiers quelconques) ; le point déterminé par ces valeurs sera 
toujours le point M, quels que soient les entiers x et y. Pour qu'il 
soit en même temps un point de l'orbite, il faut qu’on ait 


k[2xFte+F(cd)—F(ce)]=4yF'rx+E(x, €), 

ce qui donne Lx — My —N, en faisant, pour abréger, L—#XF'e, 
M= 2F'x, NF (ce) — LAF(c, À°) + 2F(x,6°). Or, en prenant 
les entiers x et y suflisamment grands, il sera toujours possible de 
satisfaire à l'équation Lx — My —N, de manière que la différence 
des deux membres soit plus petite que toute quantité donnée. Car 
MD HN 

me — a+ à, 


a! étant un entier, et d'un reste plus petit que l'unité; si l’on fait x—a", 
on aura Lx — My = N— LS. Supposons qu’en réduisant la quan- 


soit pris à volonté y = L!, b' étant un entier, et soit 


tité irrationnelle = en fraction continue, et prolongeant le calcul jus- 


\ » . 14 e. t Lt LE , 
qu'à un terme assez éloigné, on ait ;; pour la dernière fraction con- 


16 | D Lé . 
jy 9n aura, par les propriétés connues de ces fractions, 


vérgente vers \ 


e RER d’ étant une quantité Fire ou négative plus petite 
que l'unité, d’où résultera LM'— LM= © TT = Soit maintenant 4 


d'+M'z, 7 —=l'+L'z, on aura je Nr = 


/ f k LM’ 
N + a CF ; soit donc cd, c' étant un entier, 


et d” un reste plus petit que l'unité ; si l'on fait z—c’, ce qui donne 


d'"M 
x= a +eM,y=b + c'L', on aura Lx — My = N — TRE 
Ainsi , l'équation proposée Lx —My= N sera résolue; de manière 
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que l'erreur ou la différence entre les deux membres ne sera que 


d'à"'M uit , 0 d M 
PS ET quan ite moInuare que W* 


,’ , . pe . F . . 
le développement d’une quantité irrationnelle :- en fraction continue, 


Or, le dénominateur M! donné par 


sera aussi grand qu’on voudra; donc l'erreur dont il s’agit pourra 
être rendue moindre que toute quantilé donnée. 


138. Après avoir déterminé les différens points d’intersection de 
la courbe avec l’âxe, il importe de déterminer avec la même préci- 
sion les absides tant supérieures qu'inférieures, c’est-à-dire les 
points où l'orbite est tangente aux ellipses terminatrices p*—m, 
p°—m! ; car la connaissance de ces points, jointe à celle des inter- 
sections de la courbe avec l'axe, contribuera beaucoup à donner une 
idée exacte de la figure de cette courbe. 

Puisqu'on a, au commencement du mouvement, À —€, € étant 
moindre que 180°, on voit, d’après l'équation p°—m(1—c"sin"\), 
que la première abside rencontrée par le corps sera une abside in- 
férieure si l’on a € 27, et une abside supérieure si l’on a > 17. 
Ên général, si l’on désigne par S', S°, Sÿ, etc., les absides supérieures, 
et par L', P, F, If, etc., les absides inférieures , auxquelles le corps 
parvient successivement à partir du point À, ces points se détermi- 
neront en donnant à 4 les valeurs successives, savoir : 


Pour le point.” .: SH SNA ST Sete 
ds FA, 7,27:27,57,57, 2%, 47, etc. 


11 faudra donc calculer les valeurs correspondantes de £ , en obser- 
vant que le premier point [' doit être omis, comme se rapportant 
à une époque antérieure à l’origine du mouvement, si l'on a e > 27. 
11 n’en est pas moins nécessaire de calculer dans tous les cas la va- 
leur de £ qui répond au point I, parce que cette valeur, une fois 
connue avec toute la précision nécessaire , sert à calculer trigono- 
métriquement les valeurs de Ÿ qui répondent aux autres points etS. 


En faisant À — ;7, on aura à résoudre l'équation AF'e — 
KE (c,e)—F(x, €); en faisant 4 —7, on aurait à résoudre l’équa-- 
tion 24F'c— AF(c,e)—F(x, C), ainsi des autres. Pour obtenir 
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une plus grande uniformité dans la résolution de ces équations, 

supposons qu'on ait déterminé n et d par les équations F(x, n)—= 
AF (0, €), F(x, d')—XF'c; connaissant l’auxiliaire d", on détermi- 

nera les auxiliaires suivantes d”, J”, J'Y, etc., de manière qu'on ait 


FN = 2FS, FAN, Fd— 4FN, etc., 


x étant le module commun à ces fonctions. 

Cela posé, si l’on appelle à, à”, à”, À", etc., les valeurs de Z qui 
répondent aux valeurs successives L—2i7,7, î7, 27, etc., ces. 
quantités seront déterminées par les équations suivantes, où x est le 
module commun des fonctions : 


N=F#— Fu, 
Fa'= Fd"— Fr, 
Fr'= FES" — Fy, etc. 


Ces équations étant toutes de la même forme, il suffira de résoudre 
l'équation générale FA= FA — Fn, d'où l'on tire, par les formules 
deilartto, Lan, 


sin d cosy f/(1—x? sin ?#)—sin# cos à 4/(1—x° sin? d) 


ANGES 
+ 1+ cos dcos y — x" sind sin y + sind'sinyf/(1—#° sin). (/(1—x" sind) 


Par cette formule, où l’on donnera à d'et À un même nombre d’ac- 
cens, on connaîtra les valeurs successives à’, À”, A", A!", A", A5, elc.; 
ensuite les absides inférieures !',F,F, If, etc., seront déterminées par 
eu4 7 . 1 
la valeur constante p°—1m" combinée avecles valeurs successives g9— 7J 
1 1 . 

tangin, g — Ve tang À", g — GE tang ZA", etc.; et les absides 
supérieures S',S*, S5,Sf, etc., seront déterminées par la valeur cons- 

sbibe ÿ 1 FAR 
tante p°—m combinée avec les valeurs successives f=57.ta08 > À", 


1 1 
ges dtang: No ve tang >; A'', etc. 


V'« 

Aiïnsi, la série finie ou infinie des absides, tant supérieures qu’in- 
férieures, peut être déterminée par de simples formules trigonome- 
triques, dès qu’une fois on a calculé avec la précision nécessaire, 
les deux quantités n et d'. Au reste, celte série sera finie si la 
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RF'e 
quantité -— est rationnelle, et elle sera infinie dans le cas contraire. 


Dans le premier cas sont compris tous ceux où l'orbite est une 
courbe algébrique. : 


139. 1] ne sera pas inutile de chercher dans quels cas l'orbite peut 
avoir une abside supérieure ou inférieure située sur l’axe EFGL ; 
car dans ces cas, l'équation de la courbe se réduira à deux termes, 
en prenant cette abside pour l’origine du mouvement; et alors on a 
les formules qui répondent à l’un des corollaires I et II du casI, 
dans le tableau général. 


RF'e 
Lorsque la quantité -— est irrationnelle, la courbe passe exacte- 


ment, ou à un infiniment petit près, par tous Îles points de l’axe 
EL non situes entre F et G; ainsi on peut placer indifféremment 
l'origine du mouvement, soit dans une abside supérieure au point E 
ou au poiut L, soit dans une abside inférieure au point D ou K; et 
on remplira également des deux manières le but qu’on peut avoir 
de réduire l'équation de la courbe à la forme la plus simple, telle 
que la donnent les corollaires I et If du cas I. 

Il n’en est pas de même si la quantité “ie est rationnelle et re- 
présentée par — ; car ce n’est que dans un petit nombre de cas que 

e 


l'orbite pourra avoir une abside située sur l'axe. 
En effet, s’il y a une abside supérieure ou inférieure située. sur 


“ Û ; : FT 
l'axe, il faut qu’on puisse avoir à la fois Ÿ—=, n, et (—=mn, net n' 


élant des entiers. Substlituant ces valeurs dans l'équation XF (c; N) 
— KE (c, e) —F(x, ©), il en résulte la condition 


F'(c,:) en 
ho RAT ri ES 
Fc, se) 
Ainsi, il n’y aura d'abside sur l'axe qu’autant que Gr sera une 


fraction rationnelle, qui a pour dénominateur : ou un diviseur de c. 
Si cette condilion a lieu, on pourra prendre pour équations du mou- 
vement celles qui appartiennent à l’un des corollaires I et 11; dans 
le cas contraire, cette réduction ne pourra avoir lieu. 
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-On voit, par là, que la solution du problème donnée par les for- 
mules du cas I aurait perdu beaucoup de sa généralité, si l’on 
avait supposé qu’au point À, origine du mouvement, l'angle w est 
droit, ce qui revient à supposer que le point À est une abside su- 
périeure ou inférieure. 


140. Il reste à trouver l'expression générale du temps employé à 
parcourir un are quelconque de l'orbite. Pour cela, il faut recourir 
à la formule (4), où l’on voit que le temps est composé de deux 
parties toujours additives, l’une, fonction de p ou de 4 ; l’autre, fonc- 
tion de g ou de £. Nous allons chercher successivement ces deux 
parties. 


1: « . : » : dr 
Désignant la première par #, il faudra, dans l'équation as 
» d 2 » ® . 
— in rue j Me substituer les valeurs trouvées p°—1n (1—c°sin*\), 
1— mm dy 
den VERS): Ge et on aura la formule à 
Has 
ER, dV(Gi—c sin) 
DTriM RCE ri sin )4),1,? 
ù l’on a fait, pour abrége DU DATANT op) — av 2am (ET 
oùl’ona fait, p réger = D AE) 


: as. Ad} ; . EUR. 
Soit Z (4) SE > À élant mis pour y/(i —c’sin*\), on 
aura, par les réductions connues, 

A si . 
2Gn) 2 eg + EC) — (+5) F(c, 4) 
+- (2 +n+i) I (z,c, Ad) 
Lorsque À = :7, l'intégrale Z (4) devenant Z', on aura 
2(1+n) L'=E'c— (G+5) Fe+(2tn+) I (n,c). 

Soit z = cot*À, on aura, par la formule de l’art. 06, I" p., 


LOD En(n, c)—sin A Fe] = 2m (F'e—L'c) F(6,À)—F'0E (6, À) 


Sin À COS À 
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Donc en faisant, pour abréger, K=+7+(F'e—E'c}F (b, x) — 
F'cE (6,2), on aura | 

Z'= sin" À (E'c be sin x F'e+ T msinta, K). 


V/m.sina 


141. Il résulte de ces calculs, que pour une valeur quelconque 
de 4, on aura #/ ou 


) 125 4 
CD = TU /(ET) 20) =D2 (4); 
et pour la valeur déterminée Ÿ — 7, { devenant T', on aura 


ren) (En mine 


Donc, si l’on a en général 4 =—1I7+-\, I étant un entier quelconque, 
et L'un arc positif ou négatif moindre que 57, la valeur corres-- 
pondante de # ou #" (4) sera 


EA)=2IT + EN), 

1 (V”) désignant la valeur de #' qui répond à l'amplitude 4”, et qui 
est du même signe que 4/; cette quantité sera toujours moindre 
que T”, et pourra être évaluée avec tel degré d’approximation qu’on 
voudra, par les formules que nous ayons données pour cet objet. 

On voit donc que la valeur de #’, pour une amplitude L composée 
de tant de circonférences qu'on voudra, se détermine en supposant 
connue la valeur de cette quantité pour toute amplitude non plus 
grande que +7. Sila quantité csin d’estassez petite pour qu’on puisse 
prendre 1—+ c* sin*4" pour y/(1—c° sin* |’), la valeur de #{4”) 
se trouvera très-simplement par la formule suivante, où l’on a pris 


ARTE t 
un angle auxiliaire Q tel que tang Q — EE ER 
1 ; sin À 


d'(d)=2D sin [Q+!sin2Q<+L(1—Ec)sin A (A —{sin2Q)]. 
Ces formules supposent le temps compté depuis —o; mais comme 
au commencement du mouvement on a —=e, il faut regarder l’époque 
où — 0 comnre antérieure à celle où | —e,et en conséquence re- 
trancher du temps trouvé pour une valeur quelconque de 4, la 

quantité constante ’(e), qu’on déterminera par les mêmes formules. 
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142. Pour avoir l’autre partie du temps, il faut, dans la formule 


dE gt q : Éd nccng rcy he 2 0e 
DV no substituer les RE AE lang: ©, 70 


—_ mass À ui donnera 
2V4° en) "pvQG—r sin 0)? CPU 


8 — 2VCzsaa).VQG— mm") dé sine 
per V(A+Bmn') [ai F@—icosé y x sm TAN 


Pour obtenir cette intégrale, il faut la partager en deux parties &+4/”, 
dont les valeurs seront, en faisant a = cot*n, » = cot°n, 


= VE EVE). 
l=DU(G), UG=f SE Éenn, 


12 __ 2C0s# dé cosê sin*é 
ANT W@W@=— sin? y) (i Hy sin &)* y/(1—x° sin) 


ue à , rte __ sin£ px) 
Soit € un arc moindre que ++, tel qu'on ait tangë — Van 


ou sn — D , On aura, en faisant 6°— 1 — x°, 
W(Q= MS. (E—sin£ cosE). 


(1—6* sin? #) * 


Cetie quantité est nulle, lorsque € est un multiple de 7; elle est à 
son maximum positif ou négatif, lorsque € est un multiple impair 
de +7. En général, il suflira de connaitre la fonction W (©) depuis 
C=0 jusqu'a = À, car on a W(f)=W(x—0) et W(r+c)— 
AMC 


143. Quant à la valeur de l’integrale U ou U(£), on trouvera, par 
les formules connues , en faisant A = y/(1— x° sin° ©), 


(1 — 6? sin n)U(C) = — st — sin* 1 Lx, €) HT, LC) 


Soit U: la valeur de U(©) lorsque £— :7, on aura 


(1—6* sin #)U'=— sin" n E'x HIT (r, x). 
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D'ailleurs, par la formule du n° 06, I Ps on trouve 


(18 sin2n)à 
sin # COS # 


[TT , 2) — sine be Po ED ») 
— F'xE(6,n). 


Donc, ' si l’on fait pour abreger, H= 57 + (F'x— Ex) F(6, ») — 
F'x E (€, ), On aura 


| SEX ele: 138: ON CAT SinyCOS# 
(x —6 sin°#) U' = sin° n (F'x—E 2) GE H 
144. Cela posé, soit {= L7 + {’, L étant un nombre entier, et 
l'un arc positif ou négatif moindre que 27, on aura le temps cor- 
respondant #” + 4", par les formules 


“= D'[2LU + U()], 
"= —D'cosLr.W({'). 


Soit T” la valeur de #” qui répond à {=17, savoir, T'—=D'U', 
on aura plus simplement 


d'= 2LT" + D'U(C). 


145. Etant donnée la valeur {—Lr-+£{", comme dans l’article 
précédent, si l’on veut avoir le temps total du mouvement, il faudra 
chercher la valeur de À correspondante, afin d’en déduire la pre- 
mière partie du temps désignée par #’. Soit donc, comme ci-dessus, 
AL = 17 + \/, étant un entier, et d'un arc < 57; substituant ces 
valeurs dans l'équation de la courbe AF(c; Ad) —4F(c,e) =F (x, 0), 
on aura 

217 @ h) Ÿ) _2LF%+FG,C)HAF (OS) 
kF'c 
Le second membre étant un nombre connu, on connaîtra l’entier 
pair 21, qui en approche le plus; on connaitra en même temps la 


valeur et le signe de la partie a À 0, 


; ainsi, il ne restera à résoudre 


que l'équation F(c, 4”) — #'F'e, As laquelle ‘X’ sera un nombre 

donné plus petit que l’unité. Or, cette équation peut être résolue avec 

tel degré de précision qu’on voudra, par la méthode du n° 67, [° p. 
146. 


. 
>» 
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146. Ayant donc à la fois d—Ir+\/, {=Lr+i,on trou- 
vera, par les formules précédentes, les différentes parties du temps, 


Savoir : 
= 2IT' + #(N), 
= 2LT'—+ (€), 
= — D' cosLr. W(£"), 


où il faut observer que les fonctions # (4), #”(£), W(£) , prennent 


le même signe que les variables -L’ et £/, dont elles dépendent. De là 
résulte le temps cherché 


= 2IT'+ 2LT'+ (4) + (1) —D' cos Lr . W(£)—1(+). 


147. Si l'on fait £—2N7, ou si l’on suppose que le corps a achevé 
un nombre N de révolutions, on aura L=2N, { —0, ce qui donnera 


= 21T' + 4N TE (4) — 1 (0). 


Mais dans ce même cas on a 21 + Li) — | donc 


ENTER me) + TR EN (4) — ve). 


Désignons par r la durée moyenne d’une révolution £ ÿ> NOUS aurons 


F'x T' /F(c, : PA A EM F(c 
T=4T"+ 4T". x LR DIR ce ) #0 Mae LCR) Le (c, 2) 


.,7 Fc, e) l’e : ° .,» 
or, les quantités » Tr sont plus petites que deux unités, et 


: ’ , x Ep D MALE 0 DE 
presqu’égales entr’elles; de même les quantités =, —5 nt 


plus petites que l'unité, et presqu’égales entr’elles ; donc le temps 
moyen d’une trs approchera de plus en plus d’être égal à la 


limite 4T+ A sb ie . Il sera exactement égal à cette limite, lorsque 


RF'e 
y sera rationnel, et que le temps comprendra une ou plusieurs 


périodes entières. 


148. Supposons maintenant qu’on veuille résoudre le problème 
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inverse, qui consiste à déterminer la position du corps au bout d'un 
temps donné € aussi grand qu’on voudra. On es comme dans 
l'article précédent, la limite r.= 4T°+4-4T". — ; et parce que le 
quotient © doit indiquer à très-peu près le nombre de révolutions 
faites dans le temps €, on pourra prendre pour première hypothèse 
LT es et on calculera la valeur correspondante de 4. 

Soit cette valeur 1— € + d, la différence d fera conuaître par 
son signe le sens dans lequel la première valeur de € doit être rec- 
tifiée; et comme un temps d répond à peu près à une partie # de 


révolution, il est clair qu’on devra prendre pour seconde hypothèse 


€— d 
Ce 21e GR 


Avec cette valeur, on calculera le temps correspondant, lequel 
sera exprimé par € + d’, d' étant une quantité beaucoup plus petite 
que d. Désignant donc par £, la valeur prise pour £ dans la seconde 

x . d' 
hypothèse, on aura la valeur corrigée 7 —=£,— 2%. — laquelle 


devra suflire pour Ja solution du problème, à moins qu’on ne veuille 
obtenir une approximation encore plus grande, en ayant recours à 
une troisième hypothèse. 


Des courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas I. 
- SAT 
149. Si l’on fait F(c,d)—F(c,e)=F(c,z), ou simplement 
F4 —Fe=Fz, l'équation de l'orbite se réduit, en général, à la forme 
F(c,3)=F(x,0); 
el pour construire la courbe, on aura toujours les équations... 
. 1 ; SEA . 

p°=m(r—ec sind), g— — tangs €; mais 1l faudra exprimer p 
en fonction de z, ce qui se fera en tirant de l'équation FI —Fe—Fz, 
la valeur de ÿ/(1—c* sin°4), ou A (4), par les formules du n° 18, 
Le p., on aura ainsi : 


Pp _ A(e)A(z) — c° sine cos e sinz cosz 
en —” 


Vu 1— €? sin°: sin? 
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150. Nous allons faire voir maintenant comment on peut trouver 
tant de courbes algébriques qu’on voudra qui satisfassent à l'équation 
RF(c,z)—F(x,6€). Ces courbes auront généralement la propriété 
de rentrer sur elles-mêmes, après une période composée d’un certam 
nombre de révolutions ; de sorte qu’il suffira de calculer le mouve- 
ment du corps pendant une seule période, pour connaitre et déter- 
miner le mouvement au bout du temps quelconque. 
Nous avons déjà remarqué que si l'orbite rentre sur elle-même 


après un certain nombre de révolutions, la quantité SE doit être 
rationnelle. Cette condition aura donc lieu généralement dans toutes 
les courbes algébriques que nous allons déterminer; mais elle 
pourrait avoir lieu aussi dans une infinité d’autres courbes qui ne 
seraient pas algébriques. | 

Ce n’est que par des suppositions particulières sur la valeur de la 
vitesse iniliale, ou sur celle de quelques-unes des autres données 
du problème, qu'on parvient à obtenir des courbes algébriques ; 
mais les résultats de ce genre ont encore une telle généralité, que 
non-seulement le nombre des courbes algébriques qui peuvent satis- 
faire au problème dans le seul cas I est infini, mais que l’on peut 
former une infinité de systèmes différens qui y satisferont également, 
et dont chacun comprendra un nombre infini de courbes algé- 
briques des formes les plus variées et les plus bizarres. 

151. Soit d'abord x—c, et # ou / IE) = =, - étant une 

1 — 2€* eine 
fraction rationnelle ; on aura, em supposant : > 2e, 
21 — 2e? ? 
et l'équation XF (c,z)—F(x,€) deviendra #F(c,z) =eF(c, €), ou 
simplement 4Fz — eF£, c étant le module commun à ces deux 
fonctions. 

Par les propriétés connues des fonctions F, on pourra toujours 
remplacer l'équation transcendante :F(c,z) —eF(x,£), par une 
équation algébrique équivalente ; et si lon combine cette équation 
avec les valeurs de x et y exprimées en fonctions de p et 4, qui elles- 
mêmes s'expriment trigonométriquement au moyen des arcs zeté, 


Ci— 
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on aura l'équation cherchée de la trajectoire. Mais il sera toujours 
plus simple de ne point faire d'élimination, et de construire la courbe 
par le moyen de l'équation ÆF (c, Je EE ve, C), qui fera connaître 
tant de valeurs correspondantes qu’on voudra des variables z eté, 
et par conséquent tant de points qu’on voudra de cette courbe. 
152. En donnant à ; une valeur rationnelle quelconque, plus grande 
que deux unités, on connaitra la valeur du module c qui détermine 
j »7 . cutrRE te 
entièrement l'équation :F:=—eF£ ; et comme la quantité il se réduit, 
dans ce cas, à _ il s'ensuit que l'orbite rentrera sur elle-même après 


. r . L . . . C 
un nombre z de révolutions, ou _ Hé que z est impair ou pair. 


Etant donnée la étain rationnelle ‘ > 2; d’où l’on déduit la va- 

leur du module c; étant données BLEUE les forces À et B, ou 
A : 

seulement leur rapport +, les valeurs de #7 et m' ne sont plus arbi- 


traires. En effet, les formules du cas I donnent m—m(1—c)—ml, 


siniô—x=—=c, cosË—1—2c; substituant ces valeurs dans les 


A B 
Re Da VAE cosÿ — CRE, et éliminant 


«, on aura, pour déterminer "1, l'équation 


équations = 


DELLA PAUSE 1 — 20° g V’AB 
1—bm  cy/(c+16b1) * AB : 
Connaissant 2 et mr’, les équations du n° 78 donneront cette relation 
entre les données m° et, a l'origine du mouvement, 
tang® u — sr AE psel P( Parti 0 TERRIER . 
+ BD (m— m°) (m —m ) 
Cette équation détermine l’angle x, d’après la valeur connue de x#°, 
comprise entre » et »°, ou d’après la position donnée du point A, 
entre les points E et D, connus par les valeurs de 7» et de #’. Elle 
servirait également à déterminer m° par le moyen de m, ce qu’on 
ferait par les formules 


. 
m — m° 


1—m ; 
Mc M TT CE lang X 5 
, ___ 2cotge f/[(1—m) (1 —m") (A + Bmm/ )] 
Sin 2% = TT ny VOIR ER 
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%X étant une auxiliaire qui exige que cotu ne passe pas la limite 
d’où résulte sin2x = 1,ettang x — 1. 

Dans les deux cas, la vitesse initiale nécessaire pour que la courbe 
dont il s’agit soit décrite, est donnée par l'équation 


m° __ A +Bmm 


(i— m°} 7 1 mn 


1 y if 
+aV*. 


153. Soit, par exemple, 1=—4,e—1,0n aura c'=?, b— 5, et 
la courbe qui a pour équation 4F(3)—F(T) rentrera sur elle-même 
après deux révolutions ; dans ce cas, mn devra salisfaire à l'équation 


L mV/(585) __ V(AB) 

\ 5—5m 7 A<+B° 
Pour avoir une idée de la figure de celte courbe dans le cas le plus 
simple, supposons 2° —1n, afin qu’on aite—0,etz = ;le pointE 
sera l’origine du mouvement, et sera en même temps une apside 
supérieure. Pour avoir le premier point B' où la courbe rencontre 
son axe, il faudra faire Ê=7, ce UE donne File, smd = 


1 us. GOT 
va+8)P Le ; sd ou résulte GB'=— : Te 


La seconde intersection A’ se trouvera en faisant /—27#, ce qui 
donne £—1T, p°—mb—m'; ainsi le point A', qui se confond 
avec le point D, est en même temps une apside inférieure. De là le 
corps retourne au nœud B, puis au point E, où s'achève la période 
entière de deux révolutions. Au reste, le point D ou A' partageant 
l'orbite en deux parties égales et semblables ,il est visible que toutes 
les révolutions du corps seront d’une égale durée. 


2—Imm(1—c" sin? D=mb=S 


154. Prenons encore pour exemple les valeurs :=—53,e=—1, d'où 
résulte c—-%, b— 1; la courbe aura pour équation SF: ES to 
et elle rentrera sur elle-même après trois révolutions. Dans ce cas, 
la valeur de » devra satisfaire à l'équation, 


AmV70O — V{(AB) 
16 LM AE" 


| . LL A 
Par exemple, si l'on fait 5 —%, on aura m—#, et m'—=mb—;. 


Fig, 21, 


Fig. 22, 


430 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


Supposons, pour plus de simplicité, »°=m , afin que E soit én-- 
core le premier point de la courbe, et qu'on ait 3 = 4, 
p°= m(1—csin* |). Le premier point d'intersection B' de la 
courbe avec l'axe se trouvera en faisant € — 7, 4 —)', et déter- 
minant y’ par l'équation Fy' — £F'ce, ce qui donnera........ 
p=m(i— csiny) = en 

Le second point Pire A se trouvera en faisant Ê—27, 
d'—=3" de qui donnera F5" £EF'c—2fy, ensuite........... 
FA 
GA" 

Énfinisartté, Æ Sr ta AU MIO NNAR ARNO PET, 
et par conséquent p°=7»; ainsi le troisième point d'intersection B* 
se confond avec le point L, autre extrémité du grand axe EL de 
l'ellipse terminatrice, etce point sera par conséquent une apside 
supérieure. 

Le point L où le corps achève sa troisième Mnbiretohition est 
visiblement le milieu de l'orbite entière , composée de trois révo- 
lations, après lesquelles le corps, revenu au point E, commence 
une nouvelle période de trois révolutions, et ainsi à Pinfini. 

On voit que la courbe aura deux nœuds ou points doubles situés 
en B' et A', et deux apsides supérieures situées aux extrémités 
E, L du grand axe de l’ellipse terminatrice; quant aux apsides 
inférieures, il y en a également deux, L' et [°, qu'on déterminera 
en faisant successivement d—1i7 et d—$i7; soient À et 2” 
les valeurs correspondantes de &, on aura, pour déterminer A F4 a 
les équations Fa/—5F'e, FA” = of'c, d'où résultent N =, 
"= 27 ; ainsi le point |’, situé ppesons de l’axe EFG, sera dé- 


p=m(i—c sin‘) — 


4 ru: nt 
terminé par les valeurs p°—m, q—= — E tlangir = —-—, et le 


point [* sera placé semblablement au-dessus du même axe. 


155. La supposition de x — c nous a fait connaître un système 
de courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas 1; on 
trouvera également d’autres systèmes de courbes algébriques, en 
tel nombre qu’on voudra , par les suppositions x — c°, : c°°, c°®, elc. 
celte suite étant formée suivant la loi connue des modules décroissans, 
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Soit d'abord x=—=c°, on aura Fc, z) — bus Ec°,2)#uet par 
conséquent RS VF (c’, 2NESIEUE, à EC. €). Mais on a 


get GE) DE donc À (= ( ES). Soit cette quan- 


ut = on aura 


12 — e? 


Qi + e’ 2 


Ces — 


et l'équation de la courbe deviendra 1F(z°) —eF(£), le module 
commun à ces fonctions étant c°. 

Les nombres : et e étant entiers, et 15e, il y aura toujours 
une équation algébrique qui représentera cette équalion transcen- 
dante. D'ailleurs, entre z° et z on a l’équation 


sin (23 — 2°) = c°sinz°. 


Ainsi en y joignant les valeurs de p et q de l’art. 149, on aura 
tous les moyens pour construire la courbe et pour en trouver, si 
l’on veut, l’équation rapportée aux coordonnées x et y. 


RF'c k o 
Et comme la quantité - se réduit, dans ce cas, à er 


1 . L L 
ou -, on voit quil faudra : révolutions pour que la courbe rentre 


sur elle-même. 


156. Étant données la valeur de - à 1 et celle deu Fe , les valeurs 


de »m etm! ne sont plus ré En effet, 1 Page du 
cas I donnent 7»! — mb!, sin10 = x, cosû — 1 — 2x°, .... 
4cos* 8 (A + Brin) (Amm'+ B) = (mm) (A+B); de là on dé- 
duit, en faisant C*—1—%, 
4mm'  ___ AB Gt(1 — 2%?)? 
Q—mm)  (AZHEY" #46) | 


LL M 1 = —— 
Connaissant mm, On aura m—;V/mm et m'— bV/(mm'). En- 


suite on aura, comme dans l'art. 152, une relation entre »#° et w, 
qui laisse une de ces quantités arbitraires, et d'où l’on déduit 
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enfin la vitesse nécessaire pour que la courbe dont il s'agit soit 
décrite. 


157. Soit, par exemple, LEt0 le 1; en 'aitra C—x—"?, 
É Si, c—24/5(2—4V3), b=2—43, et la valeur de mw 
devra être déduite de l'équation : 


35 mm’. AB 


G— mm} (A +B}y" 
Si l’on suppose, pour plus de simplicité, que le pes E, où 
p*=m, est l’origine du mouvement, on aura 3— 4 ; l'équation 
de la courbe sera 2F4° — F7, le NE commun étant ZA El: 
de plus on aura, pour coustruire Ja courbe, les équations 


sin(24—{°)=— xsind°, p°=mç(1— csind), 1= tang + ©. 
D'après ces équations , on trouvera que la courbe rentre sur elle- 


même après deux révolutions , et qu’elle est d’une forme analogue 
à celle de la figure 21. 


158. Pour avoir un troisième système de courbes algébriques, 


soitixe== °°, on aura FGc,z) =- _ 4 & à (c®°, 3°), et l'équa- 
tion de la courbe deviendra 

 1IHe : + né 4 

Cie à Fe, 2) EE (x, 0: 


On a déjà trouvé "rie ee (+ 2 )s multipliant de part et 


, 1+c7 1 ge x oV/ 
d'autre par ou t observant que cc — 
P en 219 ervant que TH Tu On aura 
£ ECG AHSA 7/14 67 + x? 
RP MRC P RP STE LIT | PERLE 7e 


Soit cetle quantité — L afin qu'on ait l’équation de la courbe 


iF(z°)—eF(£), x étant le module commun à ces fonctions, 
on aura 
mn /(2ef— re HAN) 

e? + 81° | 


À Tres 


On 
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On voit, par cette formule, que toute valeur rationnelle de . plus 


grande que +, donnera une valeur de x comprise entre o et y}, 
et qu’ainsi on aura une courbe algébrique qui satisfera au problème, 
en laissant encore arbitraires, tant le rapport de A à B, que l’une 
des deux quantités »7° et w relatives à l’état initial du corps. Cette 
courbe rentrera sur elle-même après un nombre de révolutions qui 


À , e le e La REF 
peut être déterminé par la quantité ——; et comme on a F'e— 
2F'x 


(1e) (14 c°)F'x, cette quantité" (i+e) (14e) ar Donc 
le nombre de ces révolutions sera 21 ou : , selon que e est impair 
ou pair. 

On aura d’ailleurs, pour construire la courbe, les valeurs de 
p et 9, comme dans l’art. 149, et de plus les équations 
c°sin z°, 
x sin 2°. 


sin (23 — 7° ) 
sin (22°— z°°) 


III 


159. Nous remarquerons enfin que la suite des modules décrois- 
sans c, c°, c”, elc., étant liée par une même loi à la suite des 
modules croissans c, €’, c', etc., on pourra obtenir une infinité 
de combinaisons nouvelles, en faisant x égal à l’un des termes 
c', c", etc., et chaque supposition donnera naissance à une série 
icfinie de courbes algébriques qui satisferont toutes aux formules 
du cas I. 


s D EC ya ° , BRNNTE ai 
Soit, par exemple, x—c'; puisqu'on a F(c, z) — FPE Le’, 207 


l'équation ÆF(c, z) = F(x, £) deviendra _ F(z2) = (6) ,:cliétant 


Q ok L} 4 — 90°? i L 
le module commun. Soit —— dis bte Li Que dE 4 
e Gil QU ss) ;5 si l'on sub 


. ? . 9 C e » 
stitue dans cette équation la valeur x — iv, il en résultera 


._ BË— a4/(ait + 26%? + Zoe) 
Mr RE FACE 80 1 
formule qui donnera c<5—2y2, pourvu qu'on ait > 4e; on 


2V 


A . C » 
connaitra ensuite x par sa valeur er etson complément6={/(1—x"). 


4 


Fig. 23. 
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Cela posé, la courbe décrite aura‘pour équation F(z) = eF(#), 
x étant le module commun; on aura en même temps l’équation 
tang (3— z!)— 6 tangz, à laquelle on joindra les valeurs de p et 9 
données art. 140. 

Quant au nombre de révolutions qui compose chaque période, il 


4 = . , RE'c : rte 
se déterminera par la quantité ——, qui se réduit à —; ce nombre 
Ex 4e 


sera donc z, +4 ou +1, selon que £ sera de la forme 22+ 1, 4n + 2 
ou 471. 


160. Il est inutile de pousser plus loin nos recherches sur les 
courbes algébriques qui peuvent satisfaire aux formules du cas I; il 
y en a, comme on voit, une infinité dans chaque système, et le 
nombre de ces systèmes peut être multiplié à l'infini. D'ailleurs, 
j'observe que les courbes ainsi déterminées sont différentes de celles 
qu'Euler a indiquées dans les Mémoires de Berlin, année 1760, 
celles-ci étant toutes rapportées à des fonctions dont le module=4/32. 
Or, dans les formules du cas I, on ne peut jamais avoir x° =}, 
puisque cette valeur rendrait le Loëtféteht k infini. 


Du cas particulier où l’on a m = 0. 
P 


161. L'hypothèse »#'—0 réduit l’ellipse p*—/ à son grand axe FG; 
on a alors e—1, et l'équation de la courbe devient AF(1,2)—=F(x,t), 


k 1+sinz LUE 4 | 
ou = log( EEE) —=F(x, €); ainsi, on ne peut avoir z—1# que 


1—sInz 

lorsque & est infini, ou lorsque le corps a fait une infinité de révo- 
lutions autour de l’ellipse infiniment pete FG. 

Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit l’ori- 

PP 5 1P P P 7 8 P 

gine du mouvement, On aura € —0, & "4; p—Vm:cos\, 
es 7 tang+ €. Pour avoir le point B', premier point d’intersection 
de la courbe avec son axe, il faut faire = 7, d =, et y sera 


d'1 


7 S F'x 
déterminé par l'équation log re ste 2) = 54 x F'x; soit n= À , Où 


— sin y k 
LHE 1 GB' 
aura sin? — EP Dee: 
Le second point d'intersection À’ qui termine la première révo= 


, ce qui donnera p°=m cos? FT 
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lution, se trouvera en faisant {= 27, d=— 7", et y” sera déterminé 


» . 1 sin d x 4 Q ° 
par l’équation log ( ET ) — 2n, d'où l’on déduit sin 3" — 


» ile 2 — 2 u — FA' 
ei P — MCOS y Ti TR 


Le troisième point d'intersection Bse trouvera de même en fai- 
3n 


ee . . Era rs L , 
sant Ê= 5%, =", ce qui donnera siny”=— spi ensuite 
FB? 
m cos y" — = 
» GB: 


En continuant ainsi, on voit que les termes >, >", y”, y", etc., 
croissent de plus en plus, jusqu’à la limite 27, qu'ils n’atteignent 
cependant que lorsque leur nombre est devenu infini. Il suit de là 
que les points d’intersection B', B°, B°, etc., se rapprochent conti- 
nuellement du foyer G, et finissent par se confondre ayec ce foyer. 
De même les points d’intersection A', A?, A5, etc., se rapprochent 
progressivement du foyer F, et finissent par se confondre avec lui. 
Ainsi, le corps parti du point E, suivant une direction perpendicu- 
laire à l'axe EL, fait une infinité de révolutions autour de l’ellipse 
infiniment petite FG, lesquelles forment autant de spires qui se 
resserrent de plus en plus en s’approchant de FG; et le corps finit 
par coïncider avec l’un des centres F et G. On trouvera d’ailleurs, 
par la formule de l’art. 147, qu'a mesure que les spires se res- 


serrent, le temps de chaque révolution approche de plus en plus de 
la limite 4T", 


Développement du cas IL. 


162. Les formules générales du cas IL ne different de celles du 
cas Ï que par les valeurs des constantes nécessaires pour construire 
la courbe , et par la valeur de 49, dans laquelle :7 est remplace 
par ©; changemens qui n’apportent qu'une modification très-légère 
dans les formules qui servent à déterminer les intersections succes- 
sives de la courbe avec l'axe et ses apsides tant supérieures qu’in- 
férieures. Du reste, le caractère essentiel du premier système, qui 
comprend les cas I et If, est que la courbe décrite par le corps soit 
comprise dans l’espace que laissent entr’eux les périmètres des deux 
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ellipses p°=m, p°=m', dont les centres F et G sont les foyers. La 
courbe fera une infinité de révolutions dans cet espace; et ces révo- 


lutions seront toutes différentes les unes des autres, si la quantité 


&F'c ; . . x 
—— est irrationnelle; mais elle rentrera sur elle-même après un 


F'x 
e » e Q RF'c . . 
certain nombre de révolutions , si = est rationnelle, condition qui 
est toujours remplie, lorsque l'orbite est une courbe algébrique. 
Q kRF'c L 1 , °? . 

Si l'on a y — ;»,; étant une quantité rationnelle, le nombre des 
révolutions après lesquelles la courbe rentre sur elle-même sera égal 
à :; et il suffira de connaître le mouvement du corps pendant une 
période de : révolutions, puisque cette période se renouvellera sans 


cesse en restant toujours semblable à elle-même. 


163. Si l’on veut déterminer le temps du mouvement, il faut 
d’abord observer que la première partie, désignée par #’, se trouvera, 
ainsi que T’, par les mêmes formules que dans l’art. 141, puisque 
p° est représenté dans les deux cas par la même valeur #(1—e* sin*\ ). 
On aura soin également de retrancher du résultat la quantité cons- 
tante 1'(e), lorsque € ne sera pas zéro; et comme le cas du corol- 
laire IL se déduit des formules générales en faisant e— +7, il con- 
viendra, pour plus d’uniformité, de calculer le temps par les formules 
de l’art. 141, et de retrancher du résultat la constante (17) ou T', 
ce qui suppose l'équation de la courbe 4F(c,L)—KF'e—F(x,), 
et en mème temps p°— m(1— c? sin* |). Cette observation s'applique 
également aux formules des cas I et II. 


164. Pour avoir l’autre partie du temps désignée par t”, il faut, 
dans l'équation ls tag ble CA 
aV/2a (1 + 9°} ° VQ? 

LOT a LES AE AQU dé | fai 
qe V/« 66 v’Q ST V(@M— xB) : V/G—% sin")? on sn En fat 


1 ; 24 1—mm 
santy—=-—1, D'=a (EE 
C2 À / æ A<+Bmm'/? 


substituer les valeurs... 


ol HO (1 + ») dé sin° € cos’ 
M=D'V(É),  V(O — “£ Q Horaire) pa sine) 
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Or, par les réductions connues on a, en faisant A= y/(1—%x’sin*t), 


2v(x y yA siné cosé x? 
RE (= (ar ne D (1 +5), D EG D. 
Soit T" ce que devient #” lorsque £ =}, on aura T'=D'V', et 
2» 2 (+ -») spé à x 1 | was ( A PAIE 
PTE Vie (2++")17 6,2) 1 +) FX E'x. 
Quant à la valeur de Il'(», x), elle s’exprimera toujours par les 
fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce; mais 
la formule sera différente, selon que x sera plus petit ou plus 
grand que l'unité. 


-165. Par les formules du tableau, on trouve 


AU (B—A)(1—mm') Gare __(1—m) (tenm:) 

1 + au TE MM ; 
d’où il suit que « et «/ sont tous deux plus petits que l’unite, si 
lon a AB; et tous deux plus grands que l'unité, si l’on a AB. 

Soit d’abord AB, et par conséquent æ << 1, on pourra faire 
æ — sin", Ce qui donnera » — col°; ensuite, par l'application 
de la formule du n° 06, I" p., on trouvera 


RS ere qu 
À + Bmm' ? 


Sin # COS 
H=—ir+(F:—Ex)F(E, EME (E, 1); 


d'où résulte 


fine 1 G32) = HAE, »).Fx 


Eu ps: Dinan 5 (RE DRE TP H + C'sintnFx— Ex). 


2cos 05°5(1— C5 Sin” #) sin 4 COS YA (8, 4) 
166. En second lieu, soit À <B, et par conséquent æ> 1, 


L] l . L L] 
faudra faire » — = —1——1+6*sin1, ce qui donnera..... 


sin®n —— — —, et la valeur de » sera réell isqu f 
= — 7) celle, puisquon aa 1, 


Eusuite la formule du n° 101, I p., donnera 


6? sin y COS y 
A(6, #) 


H étant la même quantité que dans l’art. précédent, et de là 


[IT (+, x)—F'x]=H, 
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resulte 


D’ sin? #. 1 — É? sin{ » re 
RSR LR as Me it til Sms 2 2 Lay ST 

= 2C08? # (1—6* sin) \sin 7 COS 7 A(6, #) H + 6*sinnFx—E# x). 
Il est remarquable que la valeur de T” soit la même lorsqu'on 
fait »——1 + 6*sin°n, que lorsqu'on fait »=—cot*r; d'où résulte 
le théorème suivant : 

« Si l’on prend entréles limites g—0, p—:7 les deux intégrales 

£ Lu (1+n) dosin°® cos’® CEE ) dpsin°g cos’® 

Nr = Nr 26) (1—c'sin*e) ? Nu) (1 n'sin} /(1—c’sin°@) ? 


» dans lesquelles 7 —cot°8, n»'——1+4b*sin8, ces deux in- 
» tégrales seront égales à une même quantité. | 


Re bRe sin? 4 a 5 sin{ 


7 8cos84(b,8) (sine coséA (6,8 , SIL + b'sint QF'c— KE! c), 


» dans laquelle H=—2}7 + (F'e—E'c)F(b, 6) —F'c.E(b, 6).» 
Au reste, l'égalité de ces intégrales se déduirait immédiatement 

de la formule (2), pag. 73, 1° p., en différenciant. les deux 

membres par rapport aux paramètres 7 et —m, liés entr’eux par 


l'équation (1+n)(1—m)= b?. 


167. Supposons maintenant qu'après tant de révolutions qu’on 
voudra, le corps se trouve en un point de l'orbite, déterminé, à 
compter :de l’origine, par les arcs d=17 + 4', {= Lr+t, 
1 et L étant des entiers, et 4”, ©’ des arcs positifs ou négatifs 
moindres que 57. Les parties du temps correspondantes à ces 


valeurs seront 
CC) = 21" + 
= LT (ES; 


ce qui donne le temps total 
t = AT! + LT" + d'A) HE) — ve), 


formule dans laquelle les termes #{d'), #”(£’) prendront le même 
signe que les arcs A/, €’, dont ils dépendent. 


108, D’après l'équation de la courbe AF(c, L)—4F(c, e) =F(x7,6ê), 
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on aura 
a], CN Ÿ) ee LA) 


équation qui servira à déterminer Let 4/, par le moyen des va- 
leurs données de L et £”, et réciproquement. 

Lorsque le corps aura achevé un nombre L de révolutions , on 
aura = Lr 020; et si l'on fut Fc; ')=KRF'e, l'etételnt 
déterminées par Féquation 

21 + QE nn 2h 


le temps correspondant sera 


t—= 2LT"—+ 2LT’. ac ed) — (0) 
DATANT EE TPE ur ) 


Donc, si l’on HR Tr le temps moyen d’une de ces L révolutions, 
on aura 


APa ! F'x (1) l je) F(c, :) 
T — 2T"—+ 2T". RF'c (DT T” TONER E 


Les deux derniers termes de cette formule, dejà très-petits, puisqu'ils 
sont la différence de deux quantités presqu’égales, diminueront de 
plus en plus à mesure que le nombre L des révolutions augmentera ; 
ainsi la I de T approchera de plus en plus de la limite 


2T" + 2T". 


Fe Elle sera exactement égale à cette limite, si l'orbite 


RF'c 
est rentrante sur elle-même, ou si y est égale à un nombre ra- 
: 1 , . , 
tonnel =» et si le temps total embrasse un nombre entier de pé- 


riodes, Alors on a le temps moyen d’une révoluon 
2e 
x =2T" + ET 


et le temps d’une période composée de z révolutions sera 22T"+-2eT", 
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Des courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas IT. 


169. En faisant usage des mêmes formules que dans l’art. 149, 
l'équation de la courbe sera semblablement 4F(c, z) — F(x, ©), et 


on aura À — ES &), valeur qui sera toujours comprise entre 


y/+ et 2. 

Pour obtenir des courbes algébriques, on ne peut supposer c—+, 
parce qu'il en résulterait, suivant les formules du tableau général, 
a —metx —1m', ce qui donnerait B—o. 

Soit donc pour première hypothèse x— c°, on aura l'équation 


k. trs F(c°, 3°) = F(c°,0); et pour avoir des courbes algébriques, 
il she faire KZ — Ou —— te SV , Ce qui donnera 


2— #° 
4e — € — €? 
9 D + e°° 
L ÿ . 
On peut prendre pour = toute fraction rationnelle plus grande que :, 
et l’on aura une valeur convenable pour x°, d’où l’on déduira 
Cie Le. Alors l’équation de la courbe sera 1F(z°) = eF(£), x étant 
le pal commun à ces fonctions. Cette équation devra être com- 
binée avec l'équation sin (23 — 3°) — x sinz°, et avec les valeurs de 
p et g données dans l’art. 140. 


. ü . t 2 a LL 1 ] ps îtr ] 
170. onnalssant € , X ; aInsi QUE 1€ rappor B? on connailra 1€ 


LA 
nt ; . . , . , , 
rapport — = 1— c=— b*; mais il reste à déterminer séparément 
mn 
m et m/. 
Pour cela, j'observe qu'on a, d'apres le tableau général, 


(A+B) (m<+m') , __Amm'+B. 
CARTES A + Bnm' déesr Ta A Brm à 


LA 
. A & e e. LA . 
d'ailleurs on connait le rapport — = 1 — x*. Ainsi, en éliminant 


a et æ', on aura, pour déterminer 7m’, l'équation 
mm AB b?(2— x°)° 


TAB} x) (Ces) 


(1— mm} 
Connaissant 
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. 1 . 
Connaissant #7», on aura m—} Vmm', m'=by/(mm') Ensuite les 


formules de l’art. 152 donneront deux équations de condition entre 


les données »°, m, V relatives à l’état initial du corps, pour que le 
mouvement ait lieu dans la courbe dont il s’agit. 


Le nombre des révolutions après lesquelles la courbe rentrera sur 
2 ; . . ,RF'c 1 
elle-même, se détermine par la quantité = X(1+ c°)— —; donc 


ce nombre est : ou 24, selon que e sera pair ou impair. 


171. Pour avoir d’autres séries de courbes algébriques, on peut 
supposer, comme ci-dessus, x = c°®, c°®, etc. Nous nous conten- 
P ? 2 3 


terons de développer encore le système qui résulte de la supposition 
x = c°”°. 


Alors l'équation de la courbe devient #. HS r si di, 2°) —= 


F(x,ë8). Soit 4. He, é te, ou = v{ ta): =: -; comme 


on a c?—= —*+ — à en’résulte 
(: Re QG +x) 


— _: 3e*H2y/(2et+ D Be Fait), 
ax e? + 81° 
On devra prendre : entre les limites 1 et 4, et on aura une va- 
leur convenable de x ou c°°, d'où l'on déduira c— 2, etc— = =; 


du reste, on déterminera mun', m et m', par les mêmes formules que 
dans l’article précédent. 

Cela posé, l’équation de la courbe sera 1F(z°°)—eF(£), x étant 
le module commun à ces deux fonctions ; elle devra être combinée 


’ 1 1 (le 
avec la valeur de p de l’art. 149, et la valeur 9 — Va tang Ÿ, ainsi 
qu'avec les équations 

sin (23 — 3° )— c° sin z°, 
sin (22°— 3°) — x sin 2°, 
RF' 
D'ailleurs, comme on a et 7€ +e)(i+e*) =, il s'ensuit 


que le nombre de révolutions nécessaire pour que la courbe rentre 
56 
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sur elle-même, sera 4i, 2i ou i, selon que e sera impair, double 
d’un impair, ou divisible par 4. 


172. Le cas le plus simple est celui où l’on fait = 1,e=2, ce 


: LS 24/c° » à 4 
qui donne x = y2—1, = V2x, = Alors l'équation de 
la courbe sera F(z°) — 2F({), le module de ces fonctions étant 
x—= W2—1; cette courbe rentrera sur elle-même après deux ré- 
volutions; et on trouvera aisément que si, pouf plus de simplicité, on 
suppose € — 0, de sorte que le point E soit l'origine du mouve- 
ment, la figure de cette courbe ressemble beaucoup à _celle qui 
a été RATER fig. 21. 

Si, dans le même cas, on veut avoir les valeurs de » et 77, 
qui répondent aux valeurs trouvées pour c.et x, on aura à ré- 
soudre l'équation de l'art. 170 , qui devient 


mm ( 8 1) a AB 
QG mm} as IT ÇA E BY" 


Comme on doit toujours avoir m<1, on aura mm'<b*, et 
nuls LL or, d'après la valeur x == # 

G—mm } ct? - P Ag 1, On a.... 
b° 8 1 AB 4b? 
— ,—, —=}; ainsi, on de ra avoir SEE (RE : 
re aa Volt bn à 0 UE) > 


Mettant les valeurs numériques et supposant AZ>B, on aura 


A—B 
HN 


F3 Tee 57. Cette condition étant remplie, on aura, par l'équation pré- 


A . 
> 0.0942522, où 5 557378 > et en termes plus simples, 


cédente, une valeur convenable de #7»', qui donnera celles de 
et de 7”. 
Soit, par exemple, À — 2B, ou B—2A, on aura à peu près 


FE FD 
LÉRERRE has — His au À ! 
mn'= sh, mes, Mme %. Or, m—= GE = Ep; donc 


FE = <$a et FD—-.#4, ou en rapportant les distances au 
Dont Cl HR de FG, on aura EC—(% + La, DC—=(,5 + a. 
Ainsi le corps Sera environ 37 fois nie RS18S Bu du centre C dans 


l'apside supérieure E que dans l’apside inférieure D, 
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173. Si l’on prolonge l'échelle des modules dans le sens inverse, 
on pourra faire de même x=—c', x—c", etc., et chaque supposi- 
üon produira un nouveau système comprenant une infinité de 
courbes algébriques. 

Il est à remarquer que ces calculs donneront des résultats sem- 
blables à ceux que nous avons déjà obtenus par les suppositions x=c°, 
x—c®, etc., avec cette différence que les modules c et x devront 
être échangés entre eux, ainsi que les variables 3 et €. La raison 
en est que l'équation Date kF(c,z)—=F(x, €) peut être mise 
sous la forme (2—cYF(c, ah (2—x YF (x, €), dont les deux 
membres sont semblables entre eux; d'où il suit que l'équation sub- 
siste en faisant le double échange doht nous venons de parler. 


174. Soit d’abord x —c, ce qui revient à faire c=%+°, on aura, 
comme au n° 169, 
= ours 
au? + e° ? 


€ 21%/c , . | 
ce qui donnera x=c'— ve, et l'équation de la courbe sera 


IF(c, €) = eF(c,z), ou simplement 4F(6°) = eF(z), © étant le 
module commun. 

Pour construire la courbe, il faudra combiner cette équation 
avec l'équation sin (27 —£°) = csin£* et avec les valeurs de p et q 
données art. 140. 

Quant au nombre de révolutions nécessaire pour que la courbe 


rentre sur elle- DATE il se détermine toujours par la quantité 
RF'c k 
—— == ; donc ce nombre sera e oute, selon que e est 
F'x yes 


impair ou den 


175. Soit en second lieu x=—c", ou c—x", on aura, comme 
au n° 171; 
— 3e? + 24/(0ef + o1°e? + SON 
CHESE RTE EPP US NET UPS PNEUETTE 
e? + 81° 


. CRE L a V’c 1 FL. 9 We’ , sr Q 
ensuite di, et €" Où x =. Cela posé, l'équation de la 


courbe sera eF(z) = :F(£°°), c étant le module commun à ces fonc- 


Fig. 24. 


x 
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tions; elle devra être combinée avec les équations sin(24—{*)=—c'siné", 
sin(2°—{®)=csint®, la valeur de p de lart. 149 et la valeur 


pe 7 tang €. 


Ar REC k NET 
D'ailleurs comme on a x — FE LD 5% le nombre de 


révolutions qui compose une période sera e, +e ou <e, selon que e 
sera impair, double d’un impair, ou divisible par 4. 


176. La formule générale suppose e>i et e 41; c’est pour- 
quoi le cas le plus simple s'obtient en faisant e—2, i— 1. Alors 
on a l'équation 2F:— FF", et la période ne sera que d’une révo- 
lution, c’est-à-dire que la courbe rentrera sur elle-même après 
une seule révolution; ce cas est très-remarquable, et il mérite 
d’être développe. 

Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit celui où 
commence le mouvement, on aura €—=0, 24, p°—m(1—csin"{), 


— ne tang Ÿ, et l'équation de la courbe sera 2F4 — F(£°°). 

Pour avoir le premier point d’intersection de la courbe avec 
l'axe, soit{ —2:7, on aura = 7, °— 27, À =7 et pm. 
Donc le point B', où la courbe rencontre son axe après une demi- 
révolution, se confondra avec l'extrémité L du grand axe de l’el- 
lipse p°—m, et ce point sera par conséquent une apside supérieure, 
comme le point de départ E. 

Entre les deux points E et L, le corps a dù passer par son ap- 
side inférieure l'; pour déterminer ce point, il faut faire L—:7, 

1 


ce qui donne €*=7, (=:257 et tang* —;. Donc le point 1° 


est déterminé par les valeurs p°=m", q =(/G à 


Aïnsi, pendant une révolution, le corps passe deux fois à l’ap- 
side supérieure en LE et L, et deux fois à l’apside inférieure en 1° 
et I. Dans ce cas, il est évident que toutes les demi-révolutions 
doivent se faire en temps égaux. 


177. Il est essentiel d'observer que dans toutes les hypothèses 
x— c', x=c", elc., où l’on aurax > c, les forces À et B devront 
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être de signes contraires, c'est-à-dire que l’une de ces forces sera 
attractive et l’autre répulsive. Cela résulte de l'équation 


JL RES Med 2 Gb AE 

Qi mm) (A+B} " (ox) (CH x — 0x2) ? 
dont le second membre serait négatif, si AB ne devenait pas négatif 
en même temps que le facteur c*— x?, 

Cette circonstance, qu’on peut admettre au moins comme hypo- 
thèse, n’entrainera d’ailleurs aucun inconvénient; les quantités à et a’ 
seront toujours de même signe, et les formules générales s’applique- 
ront sans difficulté aux cas particuliers. 


178. Ayant donc fait x—c", ensuite e—2, :—1, ce qui donne 


(4 


; 2VC 
CV dir lo \/ 2e, =; supposant de plus € — 0, on 


aura, comme dans l’art. 176, 2FÜ—FÇ°, « étant le module commun, 
sin (27—{°)—c! sin, sin (24°—4°%)—c sin £®, p°—m(i—c sind), 
1 
q— Ve tang Ée 
Pour appliquer ces formules à un cas particulier, j’observe que la 


valeur de x étant substituée dans l’équation de l’article précédent ; 
on aura 
Den ea AB mi 0. 
F G—mm}  (A+B} (sc) —1 
Soit donc, par exemple, A—21, B——1T, I étant l'unité qui sert à 
mesurer les forces À et B, on aura à résoudre l'équation 
1Hmm'iaus:9— (3e) 
Éer Ta (re)T 
Vin Q+b} 


2m 0 SDL 


0 1 Rviir 
Ensuite on connaîtra 5% =; mm, m'=b\/mni, a— 


appliquant donc les valeurs numériques, on aura lès résultats suivans : 


log mm'= 9.7002592 log c — 9.6172243 
log m — 9.8910024 log b — 9.959127t 
log mn = 9:8092567 log 4 — 9.9764602 


A l'égard de la vitesse initiale V qui a lieu au point E, elle devra 
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satisfaire à l'équation 


V:— (i=m} .A+Bmn __ Mani G—m) 2— mm 


F7 
Lma 1—nm a * m 1—mm 


Au moyen de toutes ces données, le corps décrira la courbe algé- 
brique que nous avons déterminée > quelle rentre sur elle-même 
après une seule révolution. 


Du cas particulier où l'on a à = &!. 


179. Ge cas se rapporte également aux formules du cas II et à 


celles du cas 1; il sert de passage de l’un à l’autre, puisqu'on doit 
avoir alors ic es rs 

— mm TLA+EB 
même FA lon dans les deux cas principaux, nous suivrons ici 
les dénonnfattons du cas II. 


On a d’abord x—o, k— y(1—21c), m — mi — 0) = mb; 


Mais comme la variable £ n'a pas la 


mc? 2V'AB 
ainsi il faudra satisfaire à l'équation —— TAYE Supposons que 


À et B sont donnés, ainsi que la Pr m qui détermine la po- 
siion du point E sur l’axe EFG, on déterminera le module c par 
l'équation 
Res (1—m°). oV/AB 
m(A<+B)—92m° n° V/AË’ 


m (A + B)— 24 AB UE 
m(AEB)—2m4/AB ? ainsi, pour que celte solution 


d’où resulte D? — 


Lai ‘ A 
ait lieu, il faut prendre m > a Connaissant le module c, on 


is | Es à « - Lé LA : \ r 
aura m»'— mb°; ensuite æ se déduira à volonté de l’une des deux 
équations 


ang Dee ui 


À + Bmm' Im 1—m 


Supposons encore, pour plus de simplicité, e—0, on aura l’équa- 
tion de la courbe AF(c, d)—6€, % il faudra CHILI TEE avec les 


valeurs p°=m(1—c sin), g == ya ange. 


Li] 
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Cette courbe ne peut jamais devenir algébrique, parce qu'on ne 
peut supposer c—0; cependant elle rentrerait sur elle-même après un 


’ 4 , ? d Le e e » kF'c , . . 
nombre détermine de révolutions, si laquantité —— était rationnelle. 
2% 


Ce cas seul excepté, la courbe fera une infinité de révolutions dans 
l'espace renfermé entre les périmètres des ellipses p°—m, p° =, 
et ces révolutions seront toutes d’une inégale durée. | 
Pour déterminer les apsides I', S',1°,S°, etc., alternativement supé- 
rieures et inférieures, 1l faut faire successivement À = ++, 7, 7, 
27, elc.; et les valeurs correspondantes de £, qui croissent propor- 
tionnellement aux valeurs de 4, seront Î = XF'c, 24F'e, 54F'c, etc. 


Développement du cas IT. 


180. Le cas HI est le premier des quatre cas principaux qui com- 
posent le second système. Dans ce système, la valeur de p varie 
depuis p—0 jusqu'a p— y/m; l’ellipse p° = m enveloppe toujours 
l'orbite, et la touche dans les points S', S*, S', etc., qui sont ses ap- 
sides supérieures ; mais il n’y a d’apsides inférieures que les points 
l', LP, L, etc., situés entre les centres F et G, où la courbe rencontre 
son axe, et où, par conséquent, la somme des rayons vecteurs r+s, 
égale à FG, est un minimum. | 

Les formules propres au cas IIL, ainsi qu'aux trois autres cas du 
second système, sont établies en supposant que le point À, origine 
du mouvement , est situe sur l'axe entre les centres F et G. C’est à 
ce point que sont rapportées les données n°, 4, V, d'après lesquelles 
on détermine "7, m! et M, comme nous l'avons fait voir dans 
l'art. 115, et qui servent aussi à déterminer la constante €, comme 
l'indiquent les formules du tableau général. 


181. Dans le cas Iles intersections de la courbe avec l’axe sont 
de trois sortes, savoir : 

Les intersections B', B°, B°, etc., qui ont lieu à droite du centre G:; 
elles se déterminent par la valeur 9 = , en faisant successivement 
CEA 37, br, eic. 

Les intersections À’, A°, A5, etc., qui ont lieu à gauche du centreF; 
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elles se déterminent par la valeur 9—0o, en faisant successivement 
[= 27, 47, 67, elc. 

Enfin les intersections [', 1°, I, etc., qui ont lieuentre Je centres 
F et G; elles se EU Man par la valeur p —0, en faisant successi- 
vement L =, 27, 37, etc. 

Ces derniers points sont en même temps les apsides inférieures 
de la courbe; quant aux apsides supérieures S', S?, S’, etc. , elles 
seront DAMES par la valeur p° —m, en faisant successivement 
Ad—=21#, 57, 57, elc. Ainsi, on voit que la détermination de ces 
points est liée avec celle des apsides imférieures 1', [°, 1°, etc., de 
manière qu’on peut obtenir les uns et les autres par un même CAE. 


182. Pour déterminer avec plus d’uniformité les points B', A', B*, 
A°, B5, etc., qui répondent aux valeurs {= 7, 27, 57, 47, br, eic., 
nous procéderons comme dans le n° 139. Supposons que les valeurs 
correspondantes de 4 soient 4 —7/, 7", y/','etc., il s'agira de ré- 
soudre. les équations successives AF(c, y')+F(x,e) — 2F'x, 
kF(c, y") +F(x,e)—4F'x+, etc. Pour cela, soïent n et d' deux arcs 
déterminés par les équations 


F(c; r)=TE(x, e), F(c, d')= F Ex; 


appelons ensuite d”, d”, etc., les amplitudes qui résultent de la 
multiplication de la fonction F(c, d”) ou Fd", ensorte qu’on ait 


EM =2E SM", FN SEMN F4 etc, 
c étant le module commun à ces fonctions. 


Cela posé, chaque valeur de y se déduira de celle du d corres- 


pondant qui a le même indice, en résolvant l'équation pe re Fo 
Il en résulte 

p __ sins cos A(d) sin d'cos#A(#) 
cm A(#)A(d) + c° sins coss Sin d'cos d" 


; : GB" A" ve , E à 
Faisant ensuite p— 5; où à, la position du point d’intersection 


correspondant B” ou A” sera déterminée. 


183, Pour déterminer semblablement les points S:, I', S:, F, 
Ps 5, 
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S’, F, etc., qui répondent alternativement aux apsides supérieures 
et inférieures, nous supposerons qu’en faisant successivement À =;T, 
F,ÈT, 27, 57, 57, elc., on ait les valeurs correspondantes 7 =, 
A", AU, AU, AT, A", etc. ; il faudra résoudre les équations successives 
RF'c—F(x,N)—F(x,e), 24F'c—=F(x,x")—F (4,6), etc. Pour cela, soit 
d'une première auxiliaire déterminée par l'équation F(x, M)—4F'c ; 
ensuite soient d", d/”, J'Y, etc., d'autres auxiliaires qui résultent de 
la multiplication de la fonction F(x, d'), ensorte qu’on ait 


FM EN, FI 5ES, Fd—4Fd\, etc., 


x étant le module commun, il restera à résoudre en général l’équa- 
tion FA— Fe FJ\, x étant le module commun à ces fonctions, et 
on en déduira 


formule dans laquelle on a A(&)—4/(1—x" sine), A(d = y/(1—xsin"d), 
et où il faudra donner à À et d'un même nombre d’accens. 
Les points I', 1°, I, etc., qui sont les apsides inférieures, ou 
les points d’intersection de la courbe avec l’axe, entre les centres 
FI 
GI? 
où il faudra donner à £ les valeurs successives £{— 2", À'", A"', etc. 
Les points S', S°, S5, etc., qui sont les apsides supérieures, 
seront déterminés par la valeur constante p*—m et la valeur 


PIIUS , CN L 
F et G; seront en général déterminés par la valeur 9° — = lang” NE 


a = 7 tang +, dans laquelle il faudra faire successivement 
MsiN, NES relet 


184. Examinons maintenant combien le corps devra faire de 
révolutions pour arriver à un point de l’orbite déterminé, soit par 
la valeur £=L7, soit par la valeur d —I7, L et I étant des 
nombres entiers. Le nombre de demi-révolutions se trouvera par 
celui des intersections de la courbe avec l'axe; car nous comptons 
comme demi-révolution le passage d’une intersection à l’intersec- 
tion suivante. 

Soit d'abord { —L 7; cette valeur conviendra au dernier des 
points d'intersection B, A', B', A°, B*, etc.; ainsi le nombre de 

$7 
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ces points sera L. Mais il y a d'autres points d'intersection }', 
fl, etc., situés entre F et G; pour en connaitre le nombre, il faut 
avoir la valeur de 4 qui correspond à la valeur { — Ly. Soit donc 
= 17 + 4/, T étant un entier et L/un arc positif moindre que x, 
on aura, pour déterminer I et 4”, l'équation 


F(c; Ÿ) _ 2LFx+F(x,:) 


+ 2e 2kF'c : 
Ainsi I sera l’entier le plus grand contenu dans la quantité donnée 
2LF'x + F(x, €) 
akF'c 


I étant ainsi déterminé, le nombre total des demi-révolutions 
qui correspondent à la valeur € = Lr, sera L +I. 

En second lieu, soit donnée la valeur 4 = 17; le nombre des 
points d’intersection 1°, 1°, F, etc., dont le dernier répond à la 
valeur: L —17, sera I. Pour avoir le nombre des autres points 
d'intersection , il faut connaître la valeur correspondante de C'; soit 
donc £ = aride L étant un entier et {/ un arc positif diotnre 
que 7, On aura, pour déterminer L et £’, l'équation 


FC, €) _ ele + Fe, 9 
L TV du 2F%x ox 


Connaïssant L:, le nombre total des points d’intersection, ou celui 
des demi-révolutions du corps dans son orbite | sera I + L. 


185. Pour que le corps revienne au point de départ À, après 
un certain nombre de révolutions, il faut qu'on ait à la fois 
A —er et (—2ir He, e et i étant des entiers, ce qui don- 
nera 0 at ainsi 1l faut que la quantité se soit une fraction 

Fe Tes Fi 
ralionnelle 3e Alors le nombre des demi-révolutions faites par le 


corps sera 22e; si e est pair, le corps aura achevé 1 le ré 
volutions , et la courbe rentrera sur elle-même. Maïs si e est im- 
pair, il faudra encore 21e demi-révolutions pour que la courbe 
rentre sur elle-même. Ainsi, en général, le nombre des révolu= 
tions qui composent une période, sera 24 +e ou 2e, selon 
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que e sera pair ou impair : om Connaitra d’ailleurs les nombres 
i et e par la valeur La réduite à l’expression la plus simple =. 

186. Les résultats des deux articles précédens devront être mo- 
difiés, si la courbe passe par l’un des foyers F et G. 

Pour que le corps parvienne au foyer F, il faut qu’on ait à la fois 
p—=0, g—0, C'est-à-dire À — nr et {—2n'x, n et n! étant des 
entiers. Alors on aura l'équation de condition 24nF'c—4n'F'x—F(x,e). 
Si dans cette équation on regarde AF'c, F'x comme seules don- 
nées, les entiers » et #' étant à volonté, ainsi que F(x,e), qui 
doit seulement être plus petit que F(x, 7) ou 2F'+, on voit qu'il 
ÿ aura une infinité de manières de satisfaire à cette équation, 
c’est-à-dire qu'il y a une infinité de suppositions à faire sur l’état 
initial du mouvement dont dépend la valeur de la constante €, 
pour que le corps, après un certain nombre de demi-révolutions, 
parvienne au centre F. 

Cependant lorsque ÆF'c et F'x seront commensurables entr'eux, 
si l’on appelle H leur.commuane mesure, les diverses valeurs de 
F(x,e) ne pourront être que des multiples de 2H, ainsi leur 
nombre sera limité. | 

Pour que. le, corps parvienne au foyer G, il faut qu'on ait à 
la fois J=n7 et C—(2n'+1)7, ce qui donnera l'équation de 
condition 2k4nF'e = 2(2n/+1)F'x— F(x, e), équation à laquelle on 


0 s e e » .« e kE € ° . 
ourra satisfaire d’une infinité de manières, si —— est irration- 
P ? Fx 


nelle ; et d’un certain nombre de manieres seulement, si cette 
quantité est rationnelle. 


187. Les cas dont nous venons de parler donnent lieu à excep- 
tion dans les formules des articles 184 et 185; car si le foyer G 
est l’un des points d’intersection de la courbe avec l'axe, ce point 
appartiendra également à la série des points B', B°, B°, etc., et à 
celle des points [', °, F, etc. De même, sile foyer F est l’un des points 
d’intersection de la courbe avec l'axe, ce point appartiendra éga- 
lement à la série des points A’, A°, A5, etc., et à celle des points 
L', PE, P, etc. Ainsi, dans l’énumération des points d’intersection 
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qui servent à compter les révolutions du corps dans son orbite; 
il y aurait une unité à retrancher, tant de la somme LI trou- 
vée art. 184, que de la somme 21+e de l’art. 185. 

Mais une remarque plus essentielle à faire, c’est qu’aussitôt que 
le corps est parvenu à l’un des foyers F et G, les formules géné- 
rales cessent d’être applicables à la question, puisque, passé ces 
points, les valeurs de p et 4 devraient être supposées imaginaires. 

On doit être peu surpris de cette difficulté analytique, si l’on 
considère que la vitesse du corps devient infinie lorsqu'il par- 
vient à l’un des centres des forces; on peut supposer que la loi 
de continuité est violée par cette circonstance; du reste, nous ne 
nous occuperons pas ici de la solution de cette difficulté, et nous 
ferons généralement abstraction, dans tout ce qui suit, des cas où 
l'orbite peut passer par l’un des foyers. Nous donnerons cependant 
ci-après l'exemple d’un cas de ce genre, dans lequel le mouvement 
se détermine d’une manière qui semble d’abord peu admissible, 
mais que le calcul justifie suffisamment. 


188. Il faut maintenant chercher dans le cas III l'expression gé- 
nérale du temps que le corps met à parvenir à un point quelconque 
de son orbite. Ce temps est toujours composé de deux parties, l’une 
t' fonction de +, l’autre #” fonction de Z; or, comme la valeur 
de g est la même que dans le cas I, les formules pour déter- 
miner la partie #’, ou plutôt +41", seront les mêmes que dans 
les art. 142 et suiv.; il faudra seulement observer que dans le ré- 
sultat on devra retrancher la constante #”(e) + #(e), parce qu’à 
lorigine du mouvement on a = €. Il ne reste donc à trouver que 
la valeur de la première partie t’. 

; ; ; dt p° dp : 
| ri _dp Fa 

Si dans l'équation - ac Gp pr On substitue les va 
leurs qui conviennent au cas III, savoir, p° — 
de De dy 
VP = VU JU) 0n aura; en faisant pour abréger, 

fi 20 1 +mm\ 

pat LS FE ED)» 


Ô = dy sin J4/(1— c° dy sin w/(G— c?sin*f) 
FER Le fines qasan (1 + nsin® 4)" " 


cm sin? 
x — c* sin” ? 
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Or, par les réductions connues, on a 

Asin-{cos c+n 
Ga 1 DTI( 6) 


Soit Z' la valeur de Z lorsque AS on aura 


2(1 +2)Z = senr F'c 5 2 Etc+ (ir —T) Il' (2, c). 


Or, si l’on fait 7 = — 1 + b’sin*A, on aura sin =1—"; et en 
substituant la valeur de Il'(#, c), déduite de la formule de l’art. 107, 
L' p., puis faisant, pour abréger, K=;ir+(F'ce— L'c)F(6, 2) 
— F'c.E(b, A), on aura 


e. f CL 5 2 4 
ab sintA(1—bsintà)Z: = Ete— bsintAP re CAP FE 


Soit T’ la valeur de £’ lorsque L— 27, on aura T'— D7;, ou 


d'== de in D LCAE = (€ c— b? sin AF'c+ GOT RUE } 


2b* sin? (1 — b* sin° à) sin À cos A4/(1—b* sin*à) 


En général, soit d=17+1\', et on aura la partie du temps corres- 


pondante 
(= AT' +4 (4); 


cette partie devra être jointe à celle qui dépend de la variable #, 


savoir, d'(C)H 4" (C)— 2" (e) — 4" (6). 
Du cas particulier où l’on a m= m. 


180. Alors on a c°=—x°=—1, et la valeur de X devient indéter- 
minée. Pour obvier à cet inconvénient, je fais #/=m(1— 2); 
dm(A+B) 
a (A—Bm°) 
j fi en substituant la 


d' étant supposé infiniment petit, j'ai c—21(1+d'), cosô— 
_4c°—92 ___2« A—Bm° 


cs yo 2 — Durs 
— 1— 2x. Donc À — Te RAC 


valeur de «, 
_4AB fi+m 
Ré — (= 
(AB) 


k étant ainsi déterminé, l'équation de la oGtba sera 
RF (4) = F(Q — F(e), 


le module commun à ces fonctions étant c = ÿ/3. 
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190. Si l'on veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique, : 
il faudra faire X + : s étant une fraclion rationnelle à volonté; alors 


m devra être déterminée par l'équation 


AN NEVER ÆADMAT. der 1 
QG+m) TT (A+ B) "+ 4e" 


A | . 
Connaissant les nombres 1, e, et le rapport ;:, on trouvera toujours 


par cette équation une valeur convenable de m; car le second 
membre étant toujours plus petit que lunité, si on le désigne par 
sin®, on aura m—tang:h; et comme on peut prendre k 27, 
on aura Mn <C1. 


D'après les formules de l’art. 115,le cas de m»/—m suppose une 
vitesse initiale V telle que 


(+8) (1 + m°}° 
LaV = (1 + me} — 9m° sin” ge ? 


de plus, on doit avoir entre n° et w l’équation 


__(AHBm°) sin°w _ _m(A+B) 
(1 + m° }? — 2° singe —_. xm? ? 
d'où l’on déduit | . 
A — Bm° 4 m°2(B— Am?) 
mme (AE) + Qc) (Am ? 


et comme on doit supposer dans ce cas A > Br, et B> Am, il 
s'ensuit que cosy n'est jamais zéro, et qu'ainsi sin y ne peut sur 
passer un maximum facile à déterminer par la variation de m°, La 


COS’ — 


. . a 1à A PL A B 2 
valeur de #°, qui convient au maximum de sinu est MEL es 
— AL 
? " 1— m° # fie 
ce qui donne cos pu = —" —;, et sin°u— 4e'(i—m?) 


VÆ à 4 4et(i—m°) 
1+m time) LA ) 
Ayant donc pris »° et 4 dans les limites convenables, l'équation 
de la courbe sera F4 —e(Ff— Fe); et si l'on fait F£— Fe—F/!, 
elle deviendra F4 —=eFc'. On aura en même temps les valeurs sui- 
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Vantes de p et q: 


- __  cVm:sin4 
PTYG—E Sn)? 

LH 19 1 1—CosecosË—c? sin°e sin°@" + sine sin 'A(:)A (€) 
4% Va puEs Va: sine cos@ A(Q) sind’ cos eA(e) 


Etant donné le rapport EM on peut varier à l'infini les nombres en- 


tiers z ete, ainsi que les données »° et w; d’où il suit qu’il y a une 
infinité de courbes algébriques qui satisfont à la question dans l’hypo- 
thèse de m1! = m, laquelle est d’ailleurs comprise dans l'hypothèse 
C'+C=o, dont nous avons parlé n° 102. 


191. Le cas le plus simple s'obtient en faisant 1=1, ei, ce 
. qui donnera l’équation de la courbe 4 =£"; mais il vaudra autant 
conserver celle équation sous la forme FÜ—Ff—Fe, parce que 
de là il est facile de déduire algébriquement, suivant les cas, 4 par 
le moyen de £, et réciproquement. 

Pour avoir le premier point B' d’intersection de la courbe avec 


7. 
l'axe , il faut faire — 7, ce qui donnera = 7 —c6, et p°= PE 


ci 
SE 
Le point d'intersection suivant l' se trouvera en faisant J —#, ce 


rer à 


qui donne =—=7+ 6, A ii oies = ———; ce point I: 


1 
«Vm 
se trouvera donc en faisant g* = — = es Il se confondrait avec le 


point À , si la valeur initiale de we étäit telle, qu'on eût m°=-; cas 


1 
a 
où l'onac—:7. 

Le troisième point d’intersection À' se trouvera en faisant Run 27; 
cm;sin} e EF A° 
1— sine CA: 
ainsi le point À' sera situé à la même distance du centre F, que le 
point B l’est du centre G. | 

Pour avoir la quatrième intersection, on fera d —27, ce qui 
donnera { — 27 +; ainsi cette quatrième intersection retombera 
sur le point À, et la période sera entièrement achevée. Cette pé- 
riode est composée par conséquent de deux révolutions. 


ce qui donne d—27— 6€, sind ——sine, et p°— 


Fig. 2b, 
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Dans le cas de e—21#7, les points À et l' coïncideraient, etles points 
A! et B' seraient des apsides supérieures. 


Des cas où la courbe devient algébrique. 


Ë 
192. Revenons aux formules générales du cas IIT; et comme la 


valeur de À — = ts _:) ne permet pas de supposer x=—=c, excepté 
dans le cas déjà examiné où c=— /2, faisons, pour première hypo- 
; En nû AD + c° * ; 
thèse, x—c°, nous aurons Fc, de Po = — F(c, 4°). Soit done 
RULES, où HE /(ÉÈTN LE “il en résultera 
di 9 Là e? 


1— 2ç°° 


te fie e? + on. 
T7 Get + (Bet + 26871? + 811)" 
Etant donnés les nombres : et e qui servent à déterminer les mo- 
| 1 A 14 
dules c et x; connaissant de plus le rapport :-, les quantités m et n° 


ne sont plus arbitraires ; car les formules générales qui servent à 
déterminer « et «' donnent l'équation suivante pour déterminer rm": 


mm _4AB bc°(1 — 2x°} 
QG mm} T AHBX re Di + (2c°— 1)" ? 
sui ES ! (ie B — ET 
ensuite on aura m—} y/(mm'), et m—- 2 ÿ/(mm') y = 


Connaissant » et n°, les équations du n° 115 donneront cette re- 

lation entre m° et, si 

CRE AR LL GRR A Ti NL PU aa) 
RP m°(m—m+ 2mm')(A + B) + (1 + mm')(A + Bm°°) ? 

qui permet de prendre »° à volonté, pourvu que la valeur de sing 

qui en résulte soit plus petite que l'unité; enfin la vitesse initiale V 

sera donnée par l'équation 


nm—m n'+omm omm 
-aV? = 
? 1 + mm 


ET (A + B)+ À + Be. 


_ Avec toutes ces condilions, l'équation de la courbe décrite sera 
FA —e(Fé—Fe); on aura en mème temps les équations... 
sin 
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sin (24 — 4°) = csin4{°, p— Ur. q = 7 tangil. On 


obtiendra ainsi une infinité de courbes algébriques qui satisferont 
aux formules du cas III. 


195. Si l’on fait é—2L7r+e et J—Ir, ou d°—= 217, le 
corps reviendra au point de départ A, pourvu que les entiers L 
et T satisfassent à l'équation I: —eL,, qui donne L—1:, 1 —e; 
or, depuis la valeur {—«€ jusqu’à la valeur {= 2L7+-e, il devra 
y avoir 2L intersections, soit à droite de G, soit à gauche de F; 
la valeur L —17 indique pareillement I intersections entre F et G; 
donc le nombre total des intersections, ou celui des demi-révo- 
lutions, sera 2LI. Si ce nombre est pair, la période sera ter- 
minée après Læ+21 révolutions; mais si Ï est impair, il faudra 
encore un pareil nombre de demi-révolutions pour terminer la 
période. Ainsi, en général, l’orbite rentrera sur elle-même après 
un nombre de révolutions Læ+ I ou 2L<+1, selon que 2LHI 
sera pair ou impair. Il faut, comme nous l'avons déja dit, excepter 
les cas où la courbe passerait par l’un des centres F et G; car la 
continualion du mouvement au-delà de ce centre n’est point donnée 
par nos formules. J’observerai, au reste, que si dans la fraction 


L . , , . . » . 
Z> toujours supposée réduite aux moindres termes, le dénomina- 


teur eest pair, la courbe ne passera par aucun des centres F et G; 
alors la période sera de i+ :e révolutions; si au contraire le dé- 
nominateur e est impair, la courbe passera toujours par l’un des 
centres F et G; savoir, par le centre F, si 2 est pair, et par le 
centre G, si z est impair. 


194. La supposition x = c° fait connaitre une infinité de courbes 
algébriques qui satisfont au cas IIL; on en trouverait de même 
une infinilé par chacune des suppositions x=—=c°, x —c°*, etc.; 
mais il nous parait superflu d'entrer dans de nouveaux détails 
à ce sujet. 

Développement du cas IF. 


195. Les observations générales que nous avons faites sur les 


formules du cas IIL s'appliquent avec très-peu de modifications 
58 
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aux formules du cas IV; nous nous dispenserons done de donner 
une explication détaillée de celles-ci; nous remarquerons seule- 
ment que le temps se déterminera par les formules déja données, 
savoir, la partie 4’ qui dépend de +, par les formules de l’art. 188, 
et la partie &” qui dépend de €, par les formules de l’art. 164. 


196. À l'égard des courbes algébriques qui peuvent satisfaire 
au cas IV, il est facile d'en trouver tant de séries qu'on voudra. 
L'hypothèse la plus simple pour obtenir de telles courbes , consiste 


« . 2C?— 1 L . ?’ 
atfurec—x et 4 r)=:; il en résultera 


QE 
C = X° — où LE: CE e—Ù 
26 ? 2e 


Ainsi pourvu qu'on prenne e>1, on aura une valeur convenable 
du module c, et l'équation de la courbe sera 1Fd—e(Fi—Fée); 


cV/mn'.Sin 
on aura en méme temps p = 4 à 


1 
Vü es D 7/5 ane Ce 
Ayant pris à volonté la fraction - AT CLÉ rapport, on con 


paîtra d’abord le module c, par la formule précédente; ensuite #7 
devra être déterminé par l'équation 


mm’ AB ‘c(a—c} 


ue 


QG mmy © (A+B}" 140 


Connaissant z»77n/, On aura m— 5 V/(Gmim'), et m'=— À V/(mm), En: 


fin, les deux équations de l’art. 192 donneront, l’une la relation 
entre »#° et sing, l’autre la valeur de la vitesse initiale V, pour 
que la courbe dont il s’agit soit décrite. 

On trouvera d’ailleurs, comme dans le n° 193, que la courbe 
rentrera sur elle-même après un nombre de révolutions He, si 
e est pair. Lorsque e est impair, la courbe passe par l’un des foyers 
F et G, et la période cesse d’avoir lieu, ou ne peut être détermi- 
née que par d’autres considérations. 


Du cas particulier où l’on a B— Am. 


197. Dans ce cas on a «'=0o,x=1, k= V(2c°— 1), et l’équa- 


. SIXIÈME PARTIE. SECTION IL. 459 
tion de la courbe devient ÆF(c, +) =F(1,0)—F(r,e), ou. 
2kF(c, À) = log (EE sin ë — log (= + ES, 


1 — sin Ü 1—$sine 


Cette courbe n’est point algébrique, mais elle est d’une forme qui 
mérite d’être remarquée. 

On voit que l’arc £ a pour limite +7, et qu'il n’atteint cette li- 
mite que lorsque 4 est devenu infini; d’ailleurs, comme € augmente 
en même temps que 4, et que lorsque d—o on a £—e, il faut 
à plus forte raison, qu’on ait ei; c’est ce qu'on voit immé- 
diatement par l'équation tange—y/(am°); on peut même prouver 

Nm — mm 


ue eest 24; car on a Bi ——— a 
q <T5%; Car on a, dans ce cas, rs €t par les 
équations de l’art. 192, on trouve 
am = 1 — 177 4 = tang”e. 
ss (im) cou — tang’e 


198. Puisque dans la courbe dont il s’agit, la valeur de £ est tou- 
jours comprise entree el #7, cette courbe ne peut rencontrer son axe 
qu'entre les points F et G, ou même qu'entre les points A, G. Ces 
points d'intersection sont les apsides inférieures successives I', P, 
F, etc.; ils répondront aux valeurs d=7, 27, 37, etc. 

Quant aux apsides supérieures S', S*, S', etc., toutes placées sur 
le périmètre de l’ellipse p°—m, elles devront répondre aux va- 
leurs d—=1:7, 27, 5, etc. 

Supposons qu'aux valeurs successives Ad —1ir7,7, 27, 27, ?7, elc. 
renondentiiestyalenre Cu naR AUCL MN EAN AURA FAT GC, 
le premier terme A de cette dernière suite sera déterminé par 
l'équation 24F'ce—log (= ru ET) — log CT). Soit 24F'c=—n, et 

— € 
on aura 
1 + sin __1æ+-sine 


1—$5in N 1—5in t 


Ti 


1 + sin à” 1 sine 


TT = te" néral ar un 
nn En, © et en général, pour 


On aura de même 
indice quelconque à, 


1 + sin x 1 sine ei" 


1 =—$8in Xi): LA Sins 


Eig. 26. 
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De là on voit que la suite €, À', À", à”, AY, elc. est continuellement 
croissante depuis le terme € ou À°, jusqu’au dernier terme 57. II 
en résulte que les points I', 1°, I, etc. s’approchent continuelle- 
ment du centre G, avec lequel ils finissent par se confondre, et 
que les points S', S*, S5, Sf, etc. s’approchent de même continuel- 
lement du point L, avec lequel ils finissent par coïncider. Mais 
ces coincidences n’ont lieu qu'après un nombre de termes infini. 


199. Cela posé, on voit que la courbe est composée d’une in- 
finité de parties AS'l', ['S:I2, I°S5I5, etc., situées alternativement 
des deux côtés de l’axe FG, lesquelles avancent graduellement par 
leurs bases AT', T'I°, I°15, etc., jusqu’au point G, et par leurs som- 
mets jusqu’au point L, qui est le dernier terme de la suite supé- 
rieure S', S%, S°, etc., comme celui de la suite inférieure S*’, 
S1S;vete] 

Cette courbe ainsi composée d’une infinité de spires juxta-posées 
qui diminuent continuellement de largeur, et dont les sommets 
convergent vers le point L, ne ressemble en rien aux autres courbes 
que nous avons décrites jusqu'à présent; et c’est un résultat de 
calcul assez frappant, qu’une telle courbe puisse être décrite par 
l’action de deux forces qui, considérées séparément , ne pourraient 
faire décrire qu’une ellipse. Si l’on demandait, dans ce cas, quel 
est le temps moyen d’une révolution, il faudra entendre par demi- 
révolution le passage d'un point d’intersection tel que If au point 
d’interseclion suivant If, pendant lequel 4 varie depuis 37 jusqu’à 47- 
En genéral, si l’on calcule, par les formules données ci-dessus, le 
temps écoulé depuis £ — o jusqu'a  —I7, ce temps sera celui 
des I premières demi-révolutions ; et en le divisant par I on aura 
le temps moyen d’une demi-révolution, lequel approchera d'autant 
plus d’une valeur constante, que I sera plus grand ; d’où il suit qu’à 
mesure que + augmente, les temps des demi-révolutions tendent 
de plus en plus vers l'égalité. | 

On pourrait aussi considérer le mouvement du corps comme une 
espèce de mouvement d’oscillation, dans lequel le corps passe suc- 
cessivement d’une apside supérieure telle que S° à l’apside suivante S, 
puis de S* à Sf, et ainsi de suite. Ces sortes d’oscillations vont en 


“ 
‘1 À 
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diminuant d’étendue, à mesure que le corps s'approche du centre G, 
mais elles finissent par s'effectuer toutes dans le même temps. 


Développement du cas F. 


200. Les cas I et II, et tous ceux qui en dépendent, ont un ca= 
ractère commun et distinctif qui consiste en ce que les intersections 
de la courbe avec l’axe ne peuvent avoir lieu que dans les parties 
DE, KL situées entre les deux ellipses terminatrices. Les cas IIL 
et IV se distinguent des premiers, en ce que les intersections de la 
courbe avec son axe ont lieu, non-seulement dans les deux parties 
DF, GL comprises entre les ellipses p*—7n,p"—=0, mais encore 
dans la partie de l’axe FG comprise entre les deux centres. Les cas 
V et VI, qui nous restent à examiner, se distinguent des autres en 
ce que les intersections de la courbe avec l’axe n’ont lieu que dans 
les deux parties FG, GL qui sont adjacentes au centre G. Il y a 
donc dans ces deux derniers cas une partie de l’axe DE, même une 


: : ; 277 FT° . 
partie FI° de la droite FG, déterminée par la valeur 5 —4,oùilne 


peut y avoir aucune intersection de la courbe. Cela s'explique par 
la prépondérance de la force qui agit au centre G, soit à raison de 
l'intensité, soit à raison d’une moindre distance. 

Cette propriété des deux cas V et VI qui les distingue de tous les 


,» œ [2 . 
autres, est fondée sur les valeurs 9 — Le de, quine peuvent 


jamais se réduire à zéro. Ainsi, il n’y a aucune intersection entre 
les points E et F; et la moindre valeur de g° étant «, si l'on prend 
FI° 
GE 
plus aucune intersection entre F et [°, puisque cette intersection 
supposerait une valeur de g* plus petite que «. 


etq— 


sur la droite de FG le point [° tel que —:=—«,ilne pourra ÿ avoir non 


201. Nous avons déjà suffisamment expliqué la manière de trouver 
les diverses intersections de la courbe avec son axe. On sait que les 
points B', B°, B°, etc., situés sur la partie GL de l'axe, se trouvent 
en faisant 9 = ©, ce qui donne successivement {= +, 27, 37, elc. 
(On ne fait pas = 0, parce que la première valeur de ? étant e, la 
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valeur /—0 se rapporterait à une époque antérieure à l'origine da 
mouvement.) Soit, en général, y" la valeur de 4 qui répond à la 
valeur Ge le point correspondant B"se déterminera par l'équa- 
c°m' sin? v" :14GB* 
1—C sin y — FB“ 
situés entre les centres F et G, ils font partie de la suite des apsides 
tant supérieures qu Herr S', 1', S°, L°, S’, l°, etc., à laquelle 
répondent les valeurs L=—+7, #, 2, es HA DA. etc. Appelant 
donc à, À", A", etc., les valeurs corr espondantes de &, et calculant 
ces es comme dans l’art. 183, on connaitra à la fois les points 
l', l, [°, etc., qui sont censés les x an pse inférieures de la courbe, 
et ses apsides supérieures S', S°, S', etc. 


tion A l’écard des points d'intersection [',[*,[°, etc., 


202. Pour que la courbe rentre sur elle-même après un certain 
nombre de révolutions, il faut qu'on ait à la fois À — 2Ir, 


À à 2 RF'e L 
{—=2Lr+e, I et L élant des entiers, ce qui donnera == —. 


1 


dx c 
Ainsi, toutes les fois que —— sera une quantité rationnelle, son ex- 


pression la plus simple : fera connaître les valeurs L — 217, 


C—=2L7+e, qui ont lieu après l'achèvement de la première pé- 
riode ; et cette période devra se renouveler à l'infini. 

Par la valeur 4 — 217, on voit que le nombre des points d'inter- 
section I est 21; et par la valeur Ê—=2L7 +6, on voit que le nombre 
des points d'intersection B est 2L; et comme Chaque intersection 
répond à une demi-révolution, il s'ensuit que la courbe rentrera sur 
elle-même après un nombre de révolutions égal à 1+-L. 


; ee 
* 203. Si le rapport —— est irrationnel, l'orbite sera composée d'une 


infinité de es sa entr’elles ; et il n’est aucun point de 


l'axe, dans toute la partie IGL prise à compter du point I où l’on a 
FI e e A » . é L 

= = @, Qui ne puisse être regardé comme un point d’interseclion 
GI 9 


de la courbe avec l'axe. 


kF'c ; L ; 
Au contraire, si la quantité 5 est raionnelle, il n’y aura qu'un 
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certain nombre d’intersections, dont on a vu que le nombre est 
21+2L. Mais la question est de savoir si le centre G peut être un 
de ces points d’intersection. 

Pour qu’il en soit un, il faut qu’on ait à la fois d — 17, (= Îr, 
z et / étant des entiers. Or, si d’après l'hypothèse =, on fait 
F'x=1Ix, ÀF'e—Ly, l'équation de la courbe AF(c, 4) — F E) — 
F(x, €) donnera dans ce cas 


F(x, 6) 2% (li). 


Et comme en vertu de l’indétermination des nombres et /, on peut 
faire à volonté {/—Li=:1, 2, 3, etc., il s’ensuit que le cas dont il 
s’agit aura effectivement lieu, si la fonction F(x, €) est égale à 2%, ou 
a un multiple de 2}, moindre cependant que 21%, puisque € doit 
toujours être moindre que 7. Ces cas seront une exception à la loi 
générale de l’art. 202; car lorsque le corps parvient à l’un des centres 
des forces, la continuation de son mouvement ne peut se déter- 
miner par les mêmes formules , qu’en altérant infiniment peu les élé- 
mens ou l’un des élémens de l'orbite, de manière qu’elle ne passe pas 
tout-àa-fait par le centre, mais qu ‘elle en approche ; JS à une dis- 
tance aussi petite qu'on : tr 


en 


204. Si l’on veut avoir l'expression générale du temps dans le cas 
V, la première partie # qui dépend de 4 se déterminera comme 
dans l’art. 188. Quant à la a partie £#", on la trouvera par la 

HERMANN 
aV2a — (+) ° ve 
Va dq 1 dé 
sing” VQ— Var An) VQG—% sin£)? 


cel 24 1+mm \ 24 it mm 
ARE Den OLA nE Dé (Æ Re 7 = ‘ALE )’ 


formule dans laquelle il faut substituer les va- 


leurs 9 — ce qui donnera, en 


V=—= FE 
: dé sin é 
t'— D" Q+rsin ea sin) 


Soit N=(r+1)(+x), on aura, par les réductions connues, 


de Te (+5) —E60)+ (50660) ] 
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et si on appelle T" la valeur de {” lorsque {—;7, on aura 


TA 2e CGHS) FE + G— 5), ») | 


D'ailleurs, en faisant æ«—tang* d\, ou »—=cot d\, et 6*— 1 —x, 
On a 


_AG, à). 2) [TT (v, x x)—sin JF" x]=i7+(Fx—L'x)F(6, Li EH xE(6, d); 


sind cos d* 


donc, en appelant K'le second membre de cette équation, il viendra 


DR (CH) Peut GT 


D'après ces deux formules, il sera aisé de trouver le temps employé 
par le corps à parvenir à un point quelconque de son orbite, déter- 
miné par les valeurs J=17 +4, €=Lr+[, entre lesquelles on 
a l'équation 


qe Fe (2 a+ CH) Rom AiCe Sat os) 


Des courbes alsébriques qui satisfont au cas . 


205. Soit d'abord c=—x, et k— ve jui , On aura 


2 2 
a EL 


those La 


CC 


Ainsi, pourvu qu'on prenne e > i, on aura une valeur convenable du 
module c. Soit donné en outre le rapport 2 on aura, pour détermi- 
ner mm', l'équation 

mm _b(Gi+c)? AB 

G+mm y} 14066 (A+B)? 


. C a 
ensuite 7» et 7” seront connus par les valeurs m= 7 Vmn, 
b EL pe 
mn =V mm. 


Ces valeurs si lieu , ainsi que les deux équations de l’art. 192, 
entre 
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entre les données m»°, w et V, relatives à l'état initial, la courbe 
décrite aura pour équation 1F(4)—e(F£—#Fe), c étant le module 
commun ; On aura en même temps 

| | cV/m".sinŸ Frs Va. 
Pit VQ—c sin 4)? Br snmé? 
et ce syslème comprendra une infinité de courbes algébriques. 


206. Soit, par exemple, e—2, i—1, on aura c—+, b—; 


D 1 


« « ! A4 ee 37 À ! 

et la valeur de mm devra être tirée de l'équation 7 — 
| (+ mim) 

32 AB 


B ‘GATE ensuite on aura 2—=y/(:mm'), m— 2m. Supposons de 
plus, que la position initiale du point A est telle, qu’on a F'e—3F'e, 


Es 3 1 FERT _iWwb 
ce qui donne sime— >, cos — +: voici comment on 
{ vG +5) 7 vGu+0) 


trouvera la figure de la courbe d’après son équation LFJ—FC—SF" 0. 

Pour avoir le premier point d’intersection B', soit f=7, on aura 
L—=+r, et p°—m; donc ce point coincide avec l'extrémité L du 
diamètre de l’ellipse p°—m, et il est en même temps une apside 
supérieure de la courbe. 

Soit ensuite L =, afin d’avoir le point d'intersection I', on aura 
Fé=5F'o, ou {= 27—6; ainsi le point l' coïncide avec le point A, 
ce qui, d’ailleurs, résulie de ce que la tangente en_L, est perpendi- 
culaire à l'axe, et qu’ainsi les deux parties de la trajectoire situées 
des deux côtés de l’axe doivent être égales et semblables. 

Pour avoir la seconde apside supérieure $°, soit J =2?7, on aura 
F£=—3F'c, et par conséquent {—27; ainsi le point S*° sera dé- 
terminé par les valeurs p°=m, q —«. 

Du point $’, le corps reviendra vers l'axe, et le coupera au point où 
A —27; alors on aura FF=—7F'c— FaEe, et par conséquent 
t—m+ce. Donc ce point d'intersection n’est autre que le point A. 


207. On pourrait penser d’abord que le corps qui a suivi la route 
Am'S°, pour aller à l’apside supérieure S*, revient par une. autre 
route au point À , et qu'il décrit une foliole dont la pointe aboutit au 
point À ; mais cette supposition ne s’accorderait pas avec le principe 
général (n° 155), que jamais plus de deux branches de courbe ne se 


59 


Fig. 27. 
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rencontrent en un même point A. Il faut donc que la seconde branche 
de la foliole, si elle existe, ait au point À la même tangente que l’une 
ou l’autre des branches Am, Am. ; 

Mais en examinant la chose avec plus d'attention, on reconnaît 
bientôt que cette foliole n’est qu’un même arc de courbe S’m"A, 
comme si sa largeur était infiniment petite dans toute son étendue. 

Pour s’assurer de l’existence de cette singularité, soit ”" un point 
de l'orbite avant le point S*° où l'onad —37—0,{—=37—08, et m" 
un point de l'orbite passé le point S’, où l’on a J=—=i7+0, 
—=27 +6, on aura les deux équations 

2F(G7— 0) F7 — 0), 

2FGr+o) = F(Gr +); | 
d'où résulte #—4#. Donc les deux points "1", m'' répondent aux 
mêmes valeurs de p et g, et ainsi ils ne font qu’un seul et même 
point. 

De là on voit que le corps, après être parvenu à l’apside supé- 
rieure $?, doit revenir sur ses pas en décrivant précisément le même 
arc de courbe de Sen A, qu’il avait décrit en allant de A à S:. 


I Il 


208. Ce'résultat ne peut avoir lieu à moins que la vitesse au 
point S* ne soit nulle. En effet, la vitesse en un point quelconque 
étant nommée #, On aura, d'après l'équation (1), 


dUouire, A B J 9 AVE A k 
sw — Patio are) EP +") +3 aV — (+8) (14m ) 


Faisant p°—m, g*—a, et substituant pour 24V* la valeur trouvée 
art. 115, dans laquelle on fera »m—2m, on aura au point S: 
Hd (Gi—m}) [= — 2ma) de B(a— 2m) 

2m + 1 M + & 1—+ am 
Pour que » se réduise à zéro, il faut donc qu’on ait 
À ___ 2m +ma—u 


B 1 — Ma — 2m 


# S 
. . C2 
Mais puisque x°'—+=— —,ona «'—2+a et 4+a/ ou+a—”"AT#B), 


1 
3 


de ces deux équations combinées résulte une nouvelle valeur de É: 


SIXIÈME PARTIE. SECTION IL. 467 


À 2 6m BA — 6Bm° (A+By 
S BR r — = 2 m° 
AO ER ONCE re M Tee Rss) 
« % 2m”? ——. DE AB 
cette dernière se réduit à Gone PeL Eh € s'accorde 


par conséquent avec l'équation qui sert à déterminer mm — 2m". 
Il est démontré ainsi, d'une manière générale, que la vitesse au 
point S* est nulle. | 


Cette vérification deviendrait plus facile dans les cas particuliers. 
Soit le, 2 —: AD UE GC ES 
it, par exemple, + —%, On aura M—:;, m—I, d—1, ce 


qui donne immédiatement —0. 


209. On voit dans cet exemple que le corps parti de A décritFig. ay. 
d'abord la feuille AmLm/'A; que, revenu au point A, avec une 
vitesse égale à la vitesse initiale, mais dirigée de manière que l’angle 
FAyz' est le supplément de FA, il se meut dans la branche 
Am'S?, jusqu’au point $°, dans lequel cette branche rencontre l’el- 
lipse terminatrice p* = m. Le corps ayant perdu toute sa vitesse au 
point $?, il revient sur ses pas et décrit la même courbe S’n"Am'LmA, 
qui le ramène de nouveau au point À ; et enfin il décrit au-dessous 
de l’axe la branche AS#, entièrement semblable à AS” ; il fait ainsi des 
oscillations dont le milieu est au point L, et qui se terminent al- 
ternativement aux points S* et S‘. 


Au reste, une courbe algébrique ne pouvant pas étre terminée 
brusquement en S* et S#, les branches AS*, AS# ont sans doute 
une continuation qui ne peut plus être représentée par les valeurs 


P = ee a Ve mais qu'il serait facile de construire 


par d’autres moyens. 


210. Pour avoir la durée d’une oscillation, il suflira de doubler 
le temps que ‘le corps met à parcourir la partie S’Am'L, ou la 
partie SfAmL. Nous avons fixé l’origine du mouvement au point A ; 
mais On peut supposer qu'avant d'arriver en A le corps était parti 
du point S#; relativement au point A, où l’on a 4 —0o et [ —:, 
le point Sf, qui appartient à une époque antérieure, est représenté 
par les valeurs 4 =—+#x, {—=—;7,et le point L l'est par les 
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valeurs 4 —ix, € = 7. Donc si l'on désigne par # (4) et #(€), 
les parties du temps qui dépendent des variables 4 et £, ces par- 
ties étant prises de manière qu'elles s’évanouissent lorsque les va- 
riables sont nulles, et qu’on appelle T le temps d’une oscillation, 
on aura 2T—2t#(57) + 5" (57), ou, suivant les dénominations 
déjà usitées, T = 4T' + 10T”. 

Dans le cas pris pour exemple, où l’on a LS mi, m1 

B 79 29 ; 

æ—1, on trouvera, toutes réductions faites, 


___  aV/2a : 7K 
= ANT) 21F'e— 3E'c + PS), 


formule où K'= +7 + (F'e— E'c)F(b, 27)—F'cE(b, 27). 


211. Les courbes algébriques dont nous venons: de donner un 
exemple, résultent de la supposition x=c; il serait facile d’obte- 
nir d'autres séries infinies de courbes algébriques, en supposant 
x —c, x—c, etc. Mais nous n’entrerons pas dans ces détails, 
et nous préférons de traiter encore avec toute l'étendue nécessaire, un 
cas fort remarquable compris. dans les formules précédentes. 


. 322. er L'hrs ar nm 
Soiti:encore: e= 2 ur onstaural.c =", 0°=$, Ro 
4à AB 7 " @*+3 __1—9m° 


1 e 
HeOU 100 at 29 TSI? 


m—+}\V/mm, mom, 
ces quantités seront toutes connues, lorsqu'on donnera le rap- 


port à 

Supposons, de plus, que la tangente en A est perpendiculaire à l'axe; 
on aura m—=2}7, et l'équation entre w et n° de l’art. 192, combinée 
‘avec l'équation précédente entre æ et 7», donnera &°—4arn°+-3m°°—0; 
d'où résultent deux valeurs de 7°, savoir, m°—« et m—2%a«. Enfin la 

ae Vi shot 2m 

A+B  Wun° [19m 
Au moyen de ces données, l'équation de la courbe décrite sera 


vitesse initiale se déterminera par l'équation + 


FJ—2Fé, et on aura en même temps p = _cV?m:sind 


vG — c“sin° Ÿ)? 
VA —c sine) 


cosé 


Q= Va ——— 


L B 
Soit, par exemple, +—*#, on trouvera mm—+%, m—;V5, 


22 
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m= 2:93, ac; a —}c; et si l’on prend »° =c,on aura... 
3aY? 

2 es | 6 

ALE = (120). 


212. Voyons maintenant, d'après ces équations, quelle est la figure 
de la courbe. A partir du point A, le corps monte vers l’apside su- 
périeure S', où l’ona J—2Àr, Fé—:F'c, snê=— ES Ce point 

-est donc déterminé par les valeurs p° = m, g9 = «(1 +0). 

Pour avoir le premier point d’intersection B;, il faut faire #—1#7, 
ce qui donne 4 —7; donc on a à la fois p—0, 9 —«, et par 
conséquent le point d’intersection B' se confond avec le centre G. Ii 
n’est pas nécessaire d'aller plus loin, puisque la continuation du 
mouvement au-delà de G ne paraît pas pouvoir être donnée par nos 
formules, ou du moins est l’objet d’une difficulté particulière. 


213. Si l’on veut connaître l’angle que la courbe fait au point G 
avec l’axe, il faut considérer un point infiniment proche de G.Soit, dans 
ce point, Ê=:7— dd), et J—7—1"1; d'et n étant infiniment petits, 

À À 
on aura F£—F'e—;, FJ=2F'e—n. Substituant ces valeurs dans 
22 : à 3 
l'équation de la courbe F4 —2F7, on aura =T. Donc, au point 7», 
1 : b ñ 
infiniment proche de G, on a p—cy/2m.1, q= ve, et par consé- 


quent pg= 2cy/(2m4). Soit 8 l’angle de la tangente en G avec l’axe, 
8 sera la valeur de © au point G, et on aura tang20=pq—2cy/(2ma). 

Ainsi, dans l'exemple de l’art. 211,tang:0=4/5=—0,ettang/ = 24, 
ou Ü—78°27".78 à peu près. 


1 
214. Il y a un cas où l’on aurait 0— 00°, c’est lorsque ma = =— 3: 


OUI 
A 
Or,ona ed ); ainsi, en faisant «m — À, on aura l’équation 


RER (At D) di eh 0e tladaltr L 
2 jB—0Am ? d’où résulte 27m = 5 substituant cette valeur 


L 2m? EM AB DS 58 
dans l'équation Gsm TT pp ON aura Lié Tel est 


donc le rapport qu’il doit y avoir entre les forces À et B, pour que 


VOD NE NI paies 
l'angle 8 soit de 90°; dans ce cas on auraitm=—, a — VE nl 


Fig. 28 
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ds FA 0: 
Par la valeur de m° égale au rapport +, on connaît la position du 


point À, et la vitesse initiale V dirigée perpendiculairement à FG, 
telles, que le corps, après une seule demi-révolution , tombera per- 
pendiculairement sur l’axe au point G. Dans ce cas, il n’y a pas de raison 
pour que le corps ne continue son mouvement au-dessous de l'axe, 
en décrivant une courbe égale et semblable à celle qu'il a décrite au- 
dessus de l'axe. Il reviendra donc, après une autre demi-révolution, 
au point de départ À ; et la période composée ainsi d’une seule révolu- 
tion devra se répéter à l'infini. Ce mouvement est extrémementsimple, 
eu égard à la complication des causes qui le produisent ; mais on ne 
peut douter qu'il n’ait lieu réellement, ce résultat étant fondé sur 
des calculs qui ne sont sujets à aucune difliculté. D'ailleurs, il est 
de principe, que si la vitesse avec laquelle le corps arrive au point G 
lui était restiluée tout à coup en sens contraire, ce corps reviendrait 
sur ses pas en décrivant la même courbe, et retrouverait aux mêmes 
points les mêmes degrés de vitesse en sens contraire. Or, une pa- 
reille circonstance a lieu relativement à la partie de l'orbite quisera 
décrite passé le point G, et qui devra être égale à l'autre partie. 


215. 11 n’en sera pas de même dans tout autre cas, et notamment 


\ ’ B - . 
dans l'exemple où nous avons SUPPOSÉ + — + On ne voit plus 


alors comment le mouvement doit se continuer au-dessous de l'axe; 
car en supposant qu'il se continue ainsi, les quantités p et g ne 
seraient plus réelles, et les formules cesseraient d’être exactes. 
L'analyse donne cependant une solution de cette difficulté. 

Suivant l'analyse, le corps, parvenu au point G, n'ira point au- 
delà, mais reviendra sur ses pas en décrivant la même courbe qu'il 
a déjà décrite. Le corps arrivera donc au point À avec une vitesse 
égale à la vitesse initiale, et dirigée en sens contraire. En vertu de 
celte vilesse il continuera son mouvement, en décrivant une courbe 
entièrement semblable de l’autre côté de l'axe ; il reviendra donc 
encore au point G. Du point G, il retournera sur ses pas; et il dé- 
crira ainsi, par un mouvement d’oscillation, une courbe dont le 


point À sera le milieu, et dont les extrémités coïncideront avec le 
centre G. 
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216. Pour faire voir que cette solution est en effet donnée par 
l'analyse, je reprends l'équation F4 = 2F7 ; et faisant successive- 
ment J—=m—u, J=#r+u, je dis que les valeurs correspon- 
dantes de £ seront =27—v, {—=:;:7+v; de sorte qu’on aura à 
la fois 
F(r—u)=2F(i7—0v), 
F(r7+u)=2F(ir +»). 


En effet, si l’on ajoute ces deux équations , on aura l’équation iden- 
tique 2F7 = 2F7; donc la seconde équation est une suite nécessaire 
de la première. Soit M le lieu du corps correspondant aux valeurs 
cV/2m. sinu 
VQGi—csinu)? 


g—=Va. AE 20 ‘), Ges valeurs ont lieu avant que le corps 


J=7—u, Ê—=im—", onaura, dans ce point, p— 


parvienne au centre G. Si ensuite on change les signes de w et de ”, 
afin d’avoir la position du corps qui répond aux valeurs = 7 +u, 
L—=i7r+v, on voit que les variables p et 4 changent de signe l’une 
et l’autre, mais conservent les mêmes valeurs ; d’où il suit que les 


angles w et®, déterminés par les valeurs tangiw—pq, tang P=T, 


restent les mêmes ; donc le corps doit se retrouver encore au point M. 
Ainsi, le corps, après être parvenu au point G, revient sur ses pas 
en suivant la même route, comme si sa vitesse avait été changée 
tout à coup en une vitesse égale et directement opposée. 

Nous ne dissimulons pas que cette explication est peu satisfaisante 
en elle-même, et qu’elle ne peut guère être admise que comme un 
résultat de pur calcul ; cependant on verra bientôt qu’elle peut être 
justifiée , en altérant infiniment peu la vitesse initiale. 


217. Pour avoir une idée de la figure complète de la courbe, dans 
l'exemple que nous avons choïsi art. 211, nous observerons d’abord 
que l’expression des coordonnées en fonctions de p et q étant 


Phases Cup) paresse np cas 
AA ET 27 bre ASS T EP 


si on élimine ces deux variables d’après le rapport qui doit exister 


Au point D, où l’on a FD = ——— — 
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entr’elles, le résultat sera indépendant de la supposition que p et g 

sont réels, et il servira à déterminer la courbe dans toute son étendue. 
Or, l'équation F4 —2F£ peut être remplacée par l'équation al- 

gébrique tang+d — tang € (1 — c'sin* €); et puisqu'on a en même 


V'ic:sin ( SEPT d4 
temps p — VG = sad) Pr pe. LOEce 


et { de ces équations, la relation entre p et 7 sera donnée par 
l'équation 


, Si on élimine 4 


a. 29 (0) (69 —0) 
TT. Ggf—2cg + ct)" 


Ayant ainsi exprimé p° par le moyen de q°, la courbe sera facile 
à construire dans son entier, en employant toutes les valeurs, tant 
positives que négatives, de p* et q°. 


218. Les valeurs de 9°, depuis g* = c jusqu’à 9 —, donnent 
la portion de courbe AS'GS°A , dans laquelle le corps fait ses os- 
cillations, et qui se termine en G par deux branches faisant entr’elles 
un angle double de 78° 27'.78. 

Les valeurs de 9°, depuis g*—0 jusqu'a g*=—c*, donneront nais= 
sance à une autre portion de courbe DNKF, terminée en F, dont 
les principaux points se déterminent comme il suit. 

Soit g* cz, 3 élant<[1, on aura 

y, Bez(i—z) (3—72) 

fn (3—22+2} 

3 
: es a D la courbe s'élève 
perpendiculairement à l'axe, et tourne sa concavité du côté de F; 
elle passe par le point N, où l’on a pq, x —a, y—0.554a; 
puis pär le point K, où l’ordonnée est tangente à la courbe, et où 
l'on a FH—0o.529a, HK— 0.657a ; vient enfin au point F, où 
elle fait avec l'axe un angle dont la tangente y. Pareille branche 
doit être tracée de l’autre côté de l'axe. 

Ces deux feuilles, qui offrent en F et en G des angles , l’un de 
près de 90°, l’autre d'environ 157°, sont les seules qu’on puisse 
obtenir en supposant p* et q* positifs. La nature des courbes algé- 
briques exige que ces feuilles aient une continuation, mais cette 


continuation 


SIXIÈME PARTIE. SECTION II: 475 


continualion ne pourra répondre qu'a des valeurs négatives de 
paabde q°. 


219. D'abord si l’on change à la fois le signe de z, p° et g°, ce 
qui donne toujours g*—cîz, et 


, _ a+) (342) 
(Ga ts) 
on aura 


PET om 2 1 RS ds er 27m 
Fe GFpJu— 4) PT GES QE) 


L . . . . . “ à | 
Si ensuite on fait varier z depuis z—0 jusqu'à 2—-+—34/3, on 


aura Ja continuation des deux branches qui se croisent en F sous 
un angle presque droit. 
. 1 — À ; 5 2 : “ 

Soit 2=—5—, d élant infiniment petit, et p°=M(1+Nd), on 

trouvera 
x __ 120 + 94/3 nr ___ 40 + 36/3 
eh grr eresqront AO nat 

ou à peu près M —0.:5603, N—0.7157. Or, il est aisé de con- 
clure de ces valeurs, que la courbe a deux asymptotes qui se ren- 
contrent en un point X de l'axe, où l’on a GX—}a(i—N}—a(o.14215), 
et qui font de part et d'autre avec l'axe, un angle X déterminé par 
la valeur tang:X—y/M, qui donne X— 75° 58/. 


e e ° . 1 . \ 
De même si l’on fait varier z depuis 2—- jusquà z2=—, on 


aura la continuation des branches qui se coupent en G, lesquelles 
s’étendront à l'infini, et auront dans un sens opposé les mêmes 
asymptotes que les branches qui se coupent en F. 


220. Maintenant, pour connaître plus facilement la vraie courbe 
que doit décrire le corps, d’après les données prises pour exemple 
dans l’art. 211, nous conserverons les mêmes forces A et B, dont : 
le rapport est de 7 à 15, le même point À où commence le mou- 


FA 
\ » ° t 
Ta —— LE FES 
vement et où l’on a 7» = XC) 


que la vitesse en A est perpendiculaire à l'axe, mais nous altérerons 
infiniment peu: celte vitesse; et comme, dans le cas de =, 
60 


nous supposerons également 
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K25 = te : es , et dans l'exemple de l’art, 211; 
: Te, = —= -X, nous supposerons 

ee = AURA A)s SN 


de manière que le quarré de la vitesse sera augmenté dans le rap- 
port de 1 à 1+d', d' étant considéré comme infiniment petit. 

Cela posé, les valeurs des élémens m,m',c,x,k,«, a! devien- 
dront infiniment peu différentes de celles qui ont lieu dans l'exemple 
cité; et voici comment on trouvera ces nouvelles valeurs, 


3459 


7 « lé LA , / e e 
L’équation précédente donne d'abord mn = 3x Ensuite si, 


dans l’expression de m—1m/, art. 115, on substitue la valeur... 
aVe — RTE (A +B).# (14), et qu'on fasse en même temps 


Rire A 
les substitutions »° = y/+, F—1%59» On aura 


(1—2d)24/3 
8—5à ” 


mm —= 


De là résulte 
Es (SE) y5, 


Es | 
it o+S) 
m= ( BL 20 0 2 )y5, 


m —VvQ@ HAE À) —1+ 22 
mm US (GLS ES) 0° 


Substituant les valeurs de 1m et de m'—1m dans les formules gé- 
nérales du cas V qui servent à determiner & et #’, on en déduira 


CC = ——— 


1— 60 


U=V met d'——V/35 
donc à 
M AT 
M "ner | 
et enfin 
fs 2 1— 20° 3— 29 


1e TT 4VO+F 3) 
Au moyen de ces valeurs, l'équation de la courbe décrite sera 
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AF(c, d)=F(x, €), et on aura en même temps p — Se 
g= ya VUE 8), 


cos é 


221. Pour faire une application numérique de ces formules, soit 
d'abord J'—0.007, ensorte que le quarré de la vitesse initiale soit 
plus grand d’un millième que celui qui fait passer la courbe par le 
centre G, on aura les valeurs approchées des constantes comme 
il suit: 

log c—9.761662 c— sin 35° 17,11 log F'c—0.239081 
log x—9.760277 x—=5sin35. 9.37 logF'x=—0.238754 
log & — 9.698813 log m° — 9.037495 
log »m —9.637154 
Pour avoir le premier point d’intersection de la courbe avec l'axe, 
il faut faire 9 — ©, ou £—;:7, et déterminer L par l’équation 
kF'(c, d)=F'x. Or, comme Æ — : est très-petit, ainsi que c—x, 
on voit que +} diffère très-peu de 7; c’est pourquoi, faisant d—7—\, 
on aura FJ'— 2Fe—;Fx— 0.00136. Cette quantité étant très- 
petite, on aura, avec une exactitude suflisante, 4'—0.001536, 
F jo Ge: 
et pP=c m'. 4? = 0.000000534 — 5. On voit, par consé- 


quent, que le point d’intersection B' est à une distance de G qu’on 
peut regarder comme très-petite de l’ordre d*. 


222. Pour avoir le second point d'intersection 1', il faudra faire 
p=0, ou L—7, et on aura, pour déterminer &, l'équation 
2kF'e— F(x, ©) ; et comme 24F'c est très-peu différent de F'x, on 
pourra faire +7, ’ étant une quantité très-pelite, ce qui 


donnera F(x, D =F a+ ,Éétanty/(1—x"). Donct'—E(24F'c—F'x) 


RES Gr 
= 6k (0.00136)—0.000556; de là AT 2677 2-009000800 — Fr 


Le point l', situé de l’autre côté de G, est donc encore extrème- 
ment près du centre G. 


On remarquera que dans la demi-révolution que fait le corps en 
passant du point B' au point I', l’espace parcouru est très-pelit de 


476 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 


l'ordre d*. Ce passage a pour effet, de changer, dans un temps 
éxcessivement pelit, la direction de la vitesse, et de la rendre presque 
diamétralement opposée. | | 


223. On peut aisément prévoir qu’à partir de [', le corps se trou- 
vera, après une demi-révolution, très-près du point de départ A. 
En effet, pour trouver le troisième point d’intersection 1°, soit 
= 27; il faudra déterminer Ÿ par l'équation F(x, #) —4%F'e. Il 
en résulte à très-peu près {= 7 + 27", C/ étant la même quantité 
qu’on a déjà trouvée dans le cas de 4 —#x. Cette valeur donne 
g— a — a6*.4{"; ainsi le point 1° sera à une distance du point A 
très-petite de l’ordre d° ; il sera d’ailleurs situé entre A'et G. 

On voit que le corps, après trois demi-révolutions, revient très- 
près du point de départ A. Alors sa vitesse est très-peu différente 
de la vitesse initiale en grandeur ; mais sa direction est à LME 
près diamétralement opposée. 


224. Apres le point F, où l'on a 4 —27, le corps, passant de 
l'autre côté de l'axe, parvient au quatrième point d’intersection B?, 
où l'on a {= ir, et 4 —37— 4", 4" étant une quantité très-petite 
de l’ordre d'; de sorte que la distance GB*, proportionnelle à 4/2, 
est encore une quantité très-pelite de l’ordre d". | 

Du point B:° le corps passe, par un circuit très-petit, à l’intér- 
section suivante [°, où l’on a J —37x et £ très-peu différent de 37. 
De là le corps passe à un sixième point d’intersection [° très-voisim 
de A, et les choses continuent de la même manière pendant un 
assez grand nombre de révolutions. Cependant l'orbite finit par 
s “éloigner sensiblement, tant du point de départ À, que du centre G; 
mais elle ÿ revient après des périodes presqu'égales, et les mêmes 
phénomènes se renouvellent. 


225. Au reste, il est facile, par nos formules, de déterminer la 
situation du corps après un nombre quelconque de révolutions. 
Veut-on, par exemple, AIS la 5ox°"*° des intersections B', 


B°, etc.? il faudra faire {= 1001. =» et chercher la valeur corres- 


pondante de 4. On trouvera, d'une Er approchée, d—10017 
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“— n3°24!; et de là, p°—0. 3826—<, ou GB—4a(o0.620). On con- 
naît donc le point B, où se trouve le corps après 5or intersections 
à droite, et 1000 intersections à gauche de G, c’est-à-dire après 
1501 demi-révolutions. 


226. Ayant calculé l'orbite dans le cas de d' = 0.001, il importe 
aussi de la calculer en supposant f ——0.001. Alors, en faisant 
Ja substitution dans les formules de l’art. 220, on aura les résultats 
suivants : 


_ log c—9.761216 log F'c—0.238975 log 2F'c— 0.540005 
logx—9.762593 logF'x—0.239305 log RF'x=— 0.540176 
log À — 9.699127 


Puisque 2F'c est tre il s’ensuit que lorsque {—=:;7,on ad > 7. 


Donc la première intersection a lieu en un point I: situé à gauche 
de G ; c’est d’ailleurs ce qui s'accorde avec la supposition faite sur 
la vitesse initiale. En faisant d'— 0, la première intersection tombe 
précisément au centre G; en faisant d'— 0.001, ce qui augmente 
d’un millième le carré de la vitesse, nous avons vu que la première 
intersection avait lieu en un point B' à droite de G; maintenant que 
nous faisons d' ——0.001, ce qui diminue d’un millième le carré 
de la vitesse, il est tout simple que la première intersection de l’or- 
bite se fasse en un point [' situé à gauche de G. 

Pour déterminer le point l', il faut faire d=7+, et chercher € par 
l'équation F(x, €) —2kF'e; soit £—}:7—{/, on pourra supposer 


Le ra =) is pue , ce qui donnera {= C(F'x—24F'c) —0.0005579. 


a Gr 
De là — pe do — 0.000000811 = r- Ainsi la distance Gl' est 
C2 
très-petite de l’ordre d". | | 
Pour avoir l'intersection suivante B', il faudra faire É—:7, 


= 7+\/, ce qui donnera Dom ons cnrs De en- 


suite p*=— cm"? = 0.000000540 — Se Ainsi la distance GB* 


est encore très-pelite de l’ordre d”. 


“ 
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227. Ces résultats, trouvés dans les hypothèses d'—0.001,. 
d'—— 0.001, servent à expliquer ce qui se passe lorsque d — 0. 
On voit qué d' étant très-pelit, positif ou négatif, mais non pas nul, 
lé corps part de À s'approche à une distance extrêmement petite 
du centre G, et décrit au-dessous de l’axe une sorte de demi-el- 
lipse très-petite, au moyen de laquelle la vitesse change subitement 
de direction, et en prend une presque diamétralement opposée. Il 
revient donc sur ses pas par une route très-peu différente de celle 
qu'il a suivie, et arrive, après une troisième demi-révolution, en 
un point de l'axe très-voisin du point A. La vitesse en ce point étant 
itrès-peu différente de la vitesse initiale, mais dirigée dans un sens 
à très-peu près opposé, le corps vient de nouveau rencontrer l'axe 
en un point très-voisin de G; la il décrit encore autour de G une 
sorte de demi-ellipse très-petite qui change tout à coup sa direction et 
le reporte de nouveau vers un point de l’axe fort voisin du point de 
départ A. Les parties de courbe décrites autour du centre G, d’abord 
éxcessivement petites, s’'agrandissent de plus en plus, et au bout 
d'un certain temps, les demi-révolutions succéssives deviennent 
de moins én moins inégales én étendue comme en durée. Dans ce 
mouvement, le corps ne peut revenir au point de départ, à moins 


. »RE'c à 3 : : 
que la quantité = n'ait une valeur rationnelle; mais l'orbite est 


toujours limitée par le périmètre de l’ellipse p°—", et elle touche 
ce périmètre dans une infinité de points qui sont ses apsides supé- 
rieures, et qu'on peut aisément déterminer. 

Au reste, l’anomalie qui a lieu au commencement du mouvement, 
c'est-à-dire l'extrême inégalité de deux demi-révolutions successives, se 
renouvelle à des époques déterminées, dont les intervalles sont à peu 


\ » A] Q , Q 7 RE! ° . 
près égaux ou tout-a-fait égaux, si la quantité = est rationnelle. Car si 
2 F'x 


l'on fait à la fois d —I7 +4, =Lr+", l'équation 4F(c, A )=F(x, €) 
deviendra AF(c, 4/) = F(x, €’), pourvu qu’on ait AIF'c—LF'+; 
or, on peut prendre les entiers I et L assez grands pour que cette 
2e 
FM ? 


équation ait lieu, ou exactement, où aux quantités près de l’ordre 


lesquelles peuvent être supposées plus petites que le rapport 
M étant le point d’intersection le plus voisin de G. 
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228. On voit maintenant comment le calcul explique la possi- pis. 08. 
bilité que le corps parcoure l'orbite anguleuse AS'G, dans l'exemple 
de l’art. 211, et dans les cas semblables où le corps, parti de A, 
doit parvenir au centre G. Il faut supposer que la vitesse initiale est 
infiniment peu différente de celle qui est nécessaire pour que le 
corps parvienne exactement au centre G; qu’en verlu de cette diffé- 
rence , le corps ne parvient pas précisément au centre G, mais qu'il 
en approche jusqu’à une distance infiniment petite du second ordre; 
que dans cette proximité, où le corps a une vitesse presqu’infinie, 
il décrit au-dessous de l’axe une sorte de demi-ellipse infiniment 
petite, au moyen de laquelle son mouvement acquiert dans un ins- 
tant une direction opposée. Il revient donc sur ses pas, arrive à un 
point de l’axe infiniment près de A, continue sa route au-dessous de 
l'axe, s'approche de nouveau infiniment près de G ; que là il éprouve 
de même, par sa circulation dans une demi-ellipse infiniment pe- 
üte, un changement de direction, puis il revient à un point de 
l'axe infiniment près de A, et ainsi à l'infini. De là on voit que le 
mouvement du corps dans l'orbite anguleuse AS'GS’A est un mouve- 
ment d’oscillation par lequel il s'approche du centre G et s’en éloigne 
ensuite, en revenant sur ses pas, comme sil y avait en G un 
obstacle inébranlable qui ne permit pas au corps de passer outre, 
et qui le fit rejaillir en sens contraire avec la même vitesse. 


229. Avant de terminer l'examen du cas V, nous remarquerons 
que les formules pour le cas de w—;7 souffrent une exception 
lorsque æ'—«; car alors on a x=—1, et la valeur de g devient 
g—=va. Cette valeur étant constante, la courbe décrite est une 
hyperbole, et l'équation ordinaire AF(c, 4) —=F(x, ©) n’a plus lieu. 
Cependant, comme la valeur de p ne peut surpasser y/m", il est né- 
cessaire que la partie de l’hyperbole décrite par le corps ne s’é- 
tende pas au-delà de l’ellipse p°— m7. On doit donc présumer que, 
dans ce cas, la vitesse du corps devient nulle lorsqu'il est arrivé 
à son apside supérieure S' située sur l’ellipse terminatrice; alors 
il reviendra sur ses pas en décrivant toujours le même arc d'hyper- 
bole, terminé de part et d'autre de l'axe par l'ellipse pm; et 
son mouvement sera un mouvement d'oscillation , comme nous 


Fig. 29. 
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en avons déjà trouvé des exemples. C’est ce qu'il est: mi de vé- 
rifier par nos formules. 


/ : 
230. En faisant «'— 4, on a les deux équations PEL ami du + ” DATE ; 
B— Amm' 
A—Bmm ;;, mm 2(/AB 
3 
LE d’où résulte la condition Em CALE Re A 
. ; A—B 
a donne ainsi que A et «é on tirera de ces équations, mm = 
/ _2«(B— ge AETCnM se *# 
m— VATEVB, 1 VAHeVB 
UOVB—ayA? VB +evA 


On a, au commencement du mouvement, p—0, g°—=m°=a; ainsi, 
l'équation qui donne la vitesse v en un point quelconque, sera 


Lav=+aV?+ te À s 5) Gp) (1+ a) —(5+ B)(1+2). 


D'ailleurs on a aV*—(A +B). RC Lt Ba) à 


1 mm 
donc + à 
1 + 1 + ap? + p°\. 
(A. p°+e Fr re) 


1 ju 
= A = — 
1—« 


Maintenant, on voit que » sera nulle lorsqu'on aura 


1+ ap? B° 
pe Var 
B "d A L . 
D CU cette valeur étant la même que celle de », 
s'ensuit que la vitesse est nulle en effet au point S', et qu'ainsi le 
corps décrit librement l'arc d'hyperbole S*AS' par un mouvement 
analogue à celui du pendule. 


231. Si l’on veut avoir le temps de l’oscillation; il faudra observer 
que puisque g est conslant, la partie #” due à la variable € sera 
nulle. Il ne restera donc à trouver que la partie #/ due à la variable |; 
et comme au point À on ad —0, et au point S', 4—;{7, il est 
visible que le temps d’une oscillation sera (+7), ou 2T", T” étant 
déterminé par la formule du n° 188. 

On voit immédiatement quelles sont les conditions pour que ce 
cas particulier ait lieu, c’est-à-dire pour que le corps décrive, par 

un 
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un mouvement d’oscillation, l’arc de l’hyperbole 9° —«, terminé 
par l’ellipse p°—m. Il faut, pour cela, que le point À, origine du 


: ; \ 7? FA 
mouvement, soit un sommet de l’hyperbole où l’on a — 


ner a: que 
la vitesse en À soit perpendiculaire à l'axe, et que cette vitesse 
L- A 7 Q A 
salisfasse à l'équation +aV'=(=—Be) : Larieé 


Développement du cas VI. 


252. Dans ce cas, la valeur de g a deux différentes formes, selon 
que l’angle w, qui donne la direction de la vitesse initiale, est plus 
grand ou plus petit que +7. Mais ces valeurs s'accordent, en ce 
qu’elles ont également pour ruinimum V/x; de sorte qu’en prenant 


FI 
un point I situé entre F et G, tel, qu'on ait = —4, aucune intersec- 


tion de ja courbe avec l'axe ne peut avoir lieu à gauche du point I. 

Le cas VI ayant beaucoup d'analogie avec le cas V, ainsi que nous 
l'avons déja remarqué, nous ne croyons pas, Moi entrer dans de 
nouvelles explications sur la manière de déterminer les points d'in- 
tersection de la courbe avec l'axe, ainsi que ses apsides tant supé- 
rieures qu’inférieures ; nous ferons voir seulement comment on trouve 
l'expression générale du temps. 


233. La première partie #/, qui est fonction de 4! , est toujours la 
même que dans le cas IV; quant à la seconde partie #”, qui est 

: dt" q° dq 
fonction de &, on la trouvera par la formule ——— "© , 1 
É P ayaa — G+g) "yo 


LA 


dans laquelle il faut substituer les valeurs 9— ve, = VOA) 


PARTAGE 
VQ—x sin €)" 


ue 24  _1—+mm VS 1+mm mm DIAFEAME 2717: 
&: ( æ ‘B—Amm Ge * mm /? Dre æ+ 1? 


on aura 


pe. Soit donc 


ORDER ER ER rer 
TT (a+? He (1 + sin20)* (1 — x? sin° 0)" 
Gt 


s 
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J'observe sur cette formule, que le paramètre » se rapporte toujours 


e ù\ | 2 e & a“ 
s CES 2 2 . n°? js 
à la forme »——1+ 6° sin*n; car de là résulte si = — 
cos n — PRE Or, par les A 4æ— a et aa!, on a 
1 


! 
G+a)(i—a)=(i—m)(i+m).s Re — —,; donc a '<1, donc 
l’angle 1 est toujours réel. 

Or, par les réductions ordinaires, on trouve 


k y sin S x + y 
D PERS (a, €) EC €) (520) 


et en appelant Z' la valeur de Z, bal (=;:7, on aura 
7: = Et D, x). 


D'un autre côté, si l’on fait K/=i7+(F'x—E'x)F(6,n) — 
F'xE(6, n), on aura 
IT, x) = MAS K'+F'x; 


6? sin 7 cos # 
donc 


PS ne 


6? cos? y 6? cos?” 
d'— 2 Den) 
D'x ; (+1) 

IP TÉS 2 ; T” étant la valeur de #” qui répond à {—=:}7 


Ces valeurs étant connues, on aura, en général 


Z, ei 


2 


234. La valeur de #”, qu'on vient de trouver, suppose u> 17. 
Si lon auw<:i7, il faudra fi EH des ons formules du 
cas VI; alors, dans la formule —— = =. 1 70 il faudra substi- 
a (1—%° 0) Mag Re P déni 

sine Net 0 1 VON Ad) VQ—x ‘sin €)? 


[54e ar à US 
ce qui donnera, en faisant D’— VC RP UE SIN rte 


tuer les valeurs q9°= 


et = Col", 
HAE D" [= sin° € ÿ/(1—x° sin° ©) 
— a+a (1 +» sin*C)* ? 


Or, l'intégrale comprise dans cette expression étant semblable à 
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celle du n° 188, on aura, d'après la même formule, 


PRE RE (9) Le, (120) Je 


et en faisant {—17, 


D" Frtbo ? lu, x? - 
T"=— Eu px LE #+(x ee Sn (r, x) | 
Mais puisque »=cot*#, on a, en faisant K'—17+(F'x—E'x)F(6, n) 


—F'xE(C ,n), Il'(v, x) = sin°nF'x + PK; donc 


TT" à 3 D'tang’ » en à sin{ Fix ER A EL li md sin{# : 
a+ 1 sin’# siny cos" A(6, ») 


Du cas particulier où lon a m =m. 


235. Dans ce cas, on a c°—x°—1, mais alors la valeur de # 
reste indéterminée ; pour obvier à cet inconvénient, soit #m'=m(1+w), 


, Q Q C se 1 a ma(A+B) 
& étant infiniment petit, on aura c—?(1—:%), DU 
PER LAT 4= PRET nee AE ma(A + B) PE B—A7n* 
Lo 2 RO A TE — Am (on nc£t=— REF 


Bm°— 
DR 


RU h 1m AB QG +m°)\., 
ne M le /G TAB} m ; 


qéiliens les conditions propres au cas VI exigent qu'on ait à la fois 
m° ER Te 2 
Cela posé, l'équation de la courbe sera AFd —Ff—Fe, le 


module commun à ces fonctions étant c—4/£. On aura en même 


cV/m.sin Ÿ V/« 
temps P TVQ — sin)? q = cos? COSE— VS Toutes ces va-. 


leurs sont relatives aux formules du cas VI, qui supposent dans 
l’état initial du mouvement w>:7, ou m—2i7; dans ce dernier 
cas on aurait, de plus, 4—œm° et e—0. 


Et comme on a en même temps & =, il en résulte 


256. Si l’on veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique, 
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il faudra faire k er Le étant une fraction FAOnUeNE plus petite 


que l’unité. Cette fraction étant prise à volonté, ainsi que le rapport 


B e « , . » , ° 5, . 
x moindre aussi que l'unité, on aura, pour déterminer m, l'équation 


m° sit AB CDN 
ACL mt) TAB) et — 1° 
te on aura & — = ee) nt données »°etmr 
ensuite ee LS) . Quant aux données 7n° et y re- 
latives à l’état initial, on voit, comme dans l’art. 119, qu'il doit 
exister entr'elles la relation 
m®°(B— Am?) — (Bm°— A) 
om°m°(A + B) + (1 +m°) (A + Bm°*) 
Le numérateur de cette expression est la même chose que... 
(m°%— a°)(B— Am), ainsi on devra avoir m° > «4; ce qui s'accorde 


COS u —= 


avec la valeur cose — /(&); qui a lieu en général sans suppo- 
ser m—m. Il faut en outre que la vitesse initiale V soit telle qu'on 
m2 1m 2 
ait LaV? = (AB). CD 
Ces conditions ayant lieu , l'équation de la courbe décrite sera 
cV/m.sinŸ 
V/(i —c’sin* 4) ? 


FN = e(Fé— Fe); on aura en même temps p— 
V/æ 
g = DE 
_ Ces formules supposent l’angle w>:7; elles s’appliqueront de 
même au cas dew—}7,en faisant e—0. | 
Si l’on a m<i7, le seul changement à faire dans les formules, 


sera de prendre cose = 1) = , et =. Ven c) 


237. Dans tous les cas, le corps reviendra au point de départ 
‘lorsqu'on aura fire et d —er; alors le nombre des points 
d'intersection [ situés entre F et G, sera e; celui des points d'in- 


tersection B situés au-delà de G, sera i; le corps reviendra donc 


au point de départ A après un nombre ie de demi-révolutions; 
ainsi la période qui doit se répéter sans cesse comprendra : 3 (He) 
‘ou ie révolutions, selon que :+4-e est pair ou impair. 
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Ce résultat souflrira néanmoins une exception si la courbe passe 
par le centre G, ce qui peut avoir lieu dans deux cas : 


1°. Silon aw>27, ou =; il faudra qu'on ait à la fois 
d=Ir, (—=(2L+ DER let L étant des entiers; et de là résulte 
la condition 2lF'e— (2L<+:1)eR'c—eF'e, ou 


—Le=£( 


F' 
Donc il faut que à Æ soit une fraction rationnelle = —» telle que... 
(: —+).{ soit un sal Dans le cas de w—;:7, on a 6—0, et 
I l 


il suflira que e soit un nombre pair. 
Né va —c Les 


ONE AMAR 
il faudra qu'on ait à la fois d=Ir, é=L7, ce qui donnera ë 
condition 


2°. Si lon a w<17, et par conséquent q — 


F'e 


e 
2° F'ce? 


CRM — 


È 


SU eur F'e : 5 è 
ainsi il faut que — soit une quantité rationnelle, et que son pro- 


duit par <e soit un nombre entier. 


238. Si l’on fait, par exemple, 11, e—2,e=0oouu—;7y, 
l'équation de la courbe sera F4 —2F°, et il en résulte que le corps 
parti de À suivant une direction perpendiculaire à l'axe, tombe au 
centre G après une demi-révolution; ce cas est donc analogue à celui 
que nous avons traité fort au long art. 215 et suivans, et il est sus- 
ceptible d’une semblable solution. 


Un cas plus simple, ou moins sujet à dificulté, s’obtiendra en 
faisant 11, e=3, e—0; alors l'équation de la courbe sera FL —3FY, 
et on trouvera que la courbe rentre sur elle-même après deux ré- 
volutions, comme l'indique le nombre +(i+e)= 2. 


239. Les courbes algébriques que nous venons d'obtenir, jointes 
à celles que nous avons déjà trouvées dans le développement du 
cas IIT, art. 189 et suivans, sont les seules que donne l'hypothèse 
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C+C—=o de l’art. 102; ce sont aussi les seules qu'Euleraitindiquées 
dans les Mémoires de Berlin, année 1760. Elles sont toutes repré- 
sentées par l'équation :Fd —e(Ff—Fe), dans laquelle le module 
des fonctions est ÿ/+ ou sin 45°. Mais on a déjà fait voir qu'il y a 
une infinité d’autres systèmes de courbes algébriques qui peuvent 
également satisfaire à la question; c’est ce dont on va donner de 
nouveaux exemples. 


Des courbes algébriques qui satisfont au cas F # £ 


240. On ne peut faire c—x, parce qu’il en résulterait, ou c°— x—: 


29 
ou AB=—0o, cas qu'il est maintenant inutile d'examiner. Soit donc 
1+c z 
X=-cietk LR —-; on aura 
2 e % 
Poire Be? — 24/(2ef—er +8) 


+8 , 


et l'équation de la courbe sera :F°—e(F{—Fe), x étant le module 
commun; On aura en même temps sin ( 24 —4°)—c° sin {°, 
cV/m' sin V/« 


FFE VG—c*sin4) ? 1 cost 


; cette dernière valeur suppose > +7. 


: s È bi , 
Si l'on prend la fraction rationnelle = à volonté <>, on aura une 


. 24 c° . 
valeur convenable de x— c°, ensuite on aura = Connais- 


(x B SAS 
sant ces modules ainsi que le rapport +, on déterminera 7m par 
l'équation 

TEE DEL PORT ag sp Sd 


QG mm)" TT (AHBY " bc — 326? 


où l'on a 6*—1— x, b—1—0c*, Connaissant rm’, on aura, à l’or- 


ce rmG n (PE I Gerrrs hé 
dinaire, m=— 5 Vrm set m'==V/mm ‘ 


Les valeurs de «& et æ&' sont connues par celles de m et #7, 


1—9x°\ __(m—m)(A+B) + 
= RS Enfin, ayant 


supposé u>2+7, on a entre g et m° une équation qui laisse une de 
ces quantités à volonté; et on en déduit la valeur de la vitesse ini- 
tiale, par les formules de l’art. 192. C’est avec toutes ces données 
qu'on aura l'équation de Ja courbe et les équations accessoires , 


puisqu'on a a—a=a ( 


L — 4? 
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comme nous les avons rapportées ci-dessus. Cette solution a encore 
une assez grande pi pie puisqu'elle laisse arbitraires la quan- 


tité m° et les rapports _—_ 1, “ 1, ce dernier devant être rationnel. 


241. Pour savoir combien le corps doit faire de révolutions pour 
revenir au point de départ, il faudra faire LI, = Lr+e, Let 
étant des entiers ; alors on aura 4°— 217, et la substitution de ces 


I e ? ; 
valeurs donnera - = =. Donc les moindres nombres à prendre pour 


let L sontI—{e, L—:, si e est pair; et ils seront I—=e, L—2 
si e est impair. Le nombre des demi-révolutions qui ramènent le 
corps au point de départ, est 5e—-i dans un cas, et e.2: dans 
l'autre. Donc le nombre des révolutions qui composent une période 
sera ei, ou e+ 21, selon que e sera pair ou impair. 


242. Soit, par exemple, 1=1,e—=4,eE—0,0onaurax=2—;4/14, 


2V/x 


CR et l'équation de la courbe sera F°—4F7 , x étant le mo- 


dule commun ; on aura en même temps sin (24 —°)= x sin 4°, 


_— _cVr sin 4 ssl ie AA 
PER GE en ot Soit J=7, on aura {°=— 27, (=; 


donc pp 0 etc: Cette que le corps parti du point À 
tombe sur le centre G après une demi-révolution, ce qui est encore 
un Cas analogue à celui que nous avons traité art. 215 et suivans. 


243. Soit encore 1= 1, 53,60, on aura TVR, 
et l'équation de la courbe sera F4°—3Ff, x étant le module 
commun. Soit{ —17, on aura d°—237, J—:(ir—;), 7 étant 
le plus petit arc dont le sinus est x. Ces valeurs déterminent le point 
d'intersection B'. Soit {—£?7+, on aura 4°—2?7, d=—1(27+7); 
cette seconde valeur de 4 détermine un point d’intersection B° qui 
ne diffère pas de B'; il en sera de même du point Bÿ. 

Pour avoir les points d’intersection I, soit 4 —7#, on aura d°—27, 
F£={F'c, ce qui détermine le premier point l'. Soit 4 — 27, on 
aura F£—%F'c, ce qui détermine le second point d’intersection F°, 
différent de I'. Hifi soit} — 57, on aura F£—/4F'c, ce qui donne 
Ê—= 27 ; donc le troisième point I° se confond avec le Lotet À. 


ON 
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On voit maintenant, par les différentes valeurs de €, qu'à partir 
du point À, les demi-révolutions successives se terminent aux points 
B', [', P, B', A. Apres ces cinq demi-révolutions, le corpsrevientau 
point À, mais avec une vitesse diamétralement opposée à celle du 
point de départ; donc il n’a achevé que la moitié de la période, 
et il faut encore cinq demi-révolutions pour que le corps revienne 
au point À avec la même vitesse dirigée dans le même sens. Ce 
nombre 5, qui exprime combien il y a de révolutions dans une pé- 
riode, serait donné immédiatement par la formule e+ 21. 


Solution du problème général, lorsque la courbe décrite est à 
| double courbure. 


244. Ayant fait voir comment, par l'application de la théorie des 
fonctions elliptiques, on détermine avec tel degré d'exactitude qu’on 
voudra, toutes les circonstances du mouvement d’un corps attiré 
vers deux centres fixes, lorsque la courbe décrite est située dans un 
plan, il ne sera pas inutile d'indiquer, au moins sommairement, 
comment on pourrait appliquer les mêmes méthodes au problème 
considéré dans toute sa généralité, lorsque la courbe décrite est à 
double courbure. Nous donnerons d’abord, d’après Euler ( Vovi 
Com, Petrop., tom. XI), l'analyse par laquelle le problème se réduit 
immédiatement aux quadratures. 

Soient toujours F et G les centres des forces, M le lieu du corps au 
bout du temps {; nous imaginerons que le plan FMG était, au commen- 
cement du mouvement, confondu avec le plan fixe EFG, et que 
pendant le temps # il a décrit autour de l'intersection commune FG, 
l'angle MPQ— y. Il est évident que pour déterminer le lieu du corps 
au bout d’un temps quelconque, il suffira de connaître sa position 
dans le plan mobile FMG, avec l’angle p que fait ce plan mobile avec 
le plan fixe EGF. 

Remarquons, avant tout, que si la vitesse du corps, à l’origine du 
mouvement, était dirigée toute entière dans le plan EFG, il n'y 
aurait aucune raison pour que le corps sortit de ce plan, et ce cas 
serait celui que nous avons déjà traité. Le seul élément auquel est 
dù le mouvement du plan FMG, est donc la partie de la vitesse 

initiale 
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initiale qui est perpendiculaire au plan EFG ; mais cet élément n’a 
pas seulement pour effet de produire le mouvement du plan FMG; 
o0-verra qu'il a encore celui de rendre d’une nature toute différente 
la courbe décrite dans ce plan. 


245. Nous conserverons les mêmes dénominations que dans 
l’art. 70, pour toûtes les quantités, lignes et angles qui appartiennent 
au plan FMG ; nous ferons, de plus, QP— 7, PM=—7z, MQ étant 
une perpendiculaire abaissée de M sur le plan fixe EFG ; et comme 
on a déja fait l'angle MPQ = p, il est clair qu'on aura ÿ'=7y cosp, 
Loue 


4 A B . ? . 
Cela posé, nous avons les forces =, =, ‘dirigées suivant MF et 


MG; ces forces étant décomposées suivant les trois coordonnées 


rectangles x, y', z', il en résultera les trois équations différentielles 
du mouvement, savoir : 


ddx A(x—a) Bx 
de 1 55 ? 
Gate TE ERA, Be 
dt? HT T3 53 ; 
ddz Az Bz'. 
dt? ST y 3 ? 


et voici comment on les réduira au premier ordre : 
1°. Multipliant la première par dx, la seconde par dy", la troisième 
par dz!; ajoutant les produits et intégrant, on aura 


dx° + dy'°+ d2"° USA B C , 
2de om LE (a') 


C’est l'équation connue des forces vives, dans laquelle le premier 
dx°+dy°+y"de" 


’ ue , 
membre, qu'on peut aussi représenter par PT 


, est la 


moitié du quarré de la vitesse. 
>. De la seconde et de la troisième, on déduit immédiatement 
y'dz' — dy! = Hdi, ou | 
Wap Coin (8) 
Cette seconde équation prouve que les aires décrites dans le plan 


mobile MPQ, perpendiculaire à FG, sont proportionnelles au temps. 
G2 


» 
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En effet, le mouvement du corps dans ce plan, considéré comme 


; : À Bytes 
fixe, n’est troublé que par la force “ + _. dirigée vers le centre P. 


‘3°, La troisième intégrale se déduira, comme dans l’art. 71, de- 


la considération des aires élémentaires dx, dé, et de leurs diffé- 
rentielles | 

dde = (x —a)ddy —yddx, 

ddé = xddy —yddx. 


Or, les valeurs 7'=—7cosp, :'—7ysinp, donnent ddy'cosp-ddz'sinp 
— ddy —ydp" ; donc en substituant les valeurs de ddy' et ddz' don- 
nées par les équations du mouvement, on aura 


dy —ydp =—($ + 5)ydr, 


ou 


d’où l’on déduira 


dde.» "Fe aAy 
dE "24 y? Fe 
, LJ 4 L é 
D'ailleurs on a da —7:°dp, dé — s do, y =rsing = ssinw, 
Æ—$ COS, a—x—=rcos®. Faisant donc ces diverses substitu- 
tions, on parviendra à l'équation différentielle 
dudds + dédde : d l i 
SR — — À ad@sin® + Badwcoso-H° ( Ter 


sin°æ sin°@® 


y 


qui peut s'intégrer immédiatement, et dont l'intégrale est 


dadG 
re — C'a + Aacos® — Bacosæ — H*coto cot, 


ou 
rs dudg — cOotæ co ® | 
STAR — a + Aacos@® — Ba cos w — H°cot t®; (c') 


c’est la troisième intégrale cherchée. 


246. I reste à faire voir comment on peut parvenir à Ja sépa- 
ralion des variables. Pour cela nous ferons les mêmes substitutions 


el 
£ 
HA 
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que dans l’art. 72; et observant que les équations (4) et (’) 
donnent pour le mouvement dans le plan mobile FMG, l'équation 


dx? + dy* C A B H°? 


a | DL) 
si l'on fait encore 3: Done abréger, M = C + # + 2 — ; 
= + À cos® — + Bcosw + = C' — Fe cotæ cot®, on aura 
dal asie og GA Nr Ve 
a(dx® + dy?) 7 QG +) dpt + —p}dg M 


De là résulte l'équation Pdg*— Qdp*, dans laquelle on a 


P = Mp — NG—p}, 
Q = Mg + Ni +g); 


et substituant dans ces expressions les valeurs de Met N, après 
les avoir réduites en fonctions de p et g, on obtient le résultat sui- 
vant, très-remarquable en ce que P se réduit à une fonction de p 
seule, de même que Q à une fonction de g seule, comme dans le 
cas de H—o : 


P = Gp 1(A+BJi—ps) — 10—pe) — PCR), 
1 H2 f 
QC AE 71) EP à Ce EC 
On aura donc enfin l'équation à différentielles séparées + = _. sx 


dont chaque membre est intégrable par une fonction elliptique de 
première espèce, comme on le voit immédiatement en faisant 
pu, { —=2. 


247. Les valeurs de P et Q exprimées en fonctions de M et N 
. AA TER 
donnent, en faisant dR =; — 0? 
p°dg® — q'dp = NaR{p°+ qi + pq"); 
substituant cette valeur dans l'expression de r°s*dpd» de Vart. 72, 
et ensuite mettant à la place de r°s*dpds sa valeur 2aNd£, on aura, 
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comme dans l'art. 73, 


dt__(p+g)G+p9) gp —— _P'dR as gd 
aan, QE PE ET CTP TUE EDS 


ce qui donne, en séparant les variables, 


Re Phi A enr (e') 
aV/2a Gp) Pi MG +g)  vQ 
Remarquez que les deux parties de cette formule doivent toujours 
être positives, parce que dR est essentiellement positif, et qu’elles 
ne peuvent devenir nulles, ni l’une ni l’autre, parce que, d’après 
l'équation (d'), l'ordonnée y ne peut jamais se réduire à zéro. 


248. De la valeur de dt résulte celle de =: et comme 


1 H4R + 9? + 2 
DENAIN == ns CE on on aura dp—= —— Vue Gi ee Fee 
\e = (GE Ci) > ou enfin 

dp = (ES G—pY dp .GQ+Y da \ 
Ve 2 RM AN UT TA 


On voit que cette valeur est composée, comme celle de dt, de 
deux parties qui doivent toujours être prises positivement. Elles 
sont écrites l’une et l’autre dans la supposition que la première va- 


d 515 : : . ‘ 
leur de _ est positive; il faudrait changer les signes, si cette 


première valeur était négative. 


249. On peut donner une forme plus simple aux polynomes qui 


LE d e d d, 
entrent dans l'équation fondamentale = ve == 70 


A 12 

Fa rs 9 =: He ce qui revient à supposer r+s—au, 
s—r— az; alors u sera toujours positif et => 1; mais z, qui pourra 
être positif ou négatif, sera toujours <Z1. Cela se voit par le 
triangle FMG, dont un côté doit toujours être plus petit que la 
somme des deux autres. Faisant donc ces substitutions, on aura 


Pour cela on 


fera prie 


EX 
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les nouveaux polynomes 
U + C(u— 1) + (AHBhu(u— 1) — Cu x) — He, 
Z 1C(1— 2) + (A —B)z(1— 23) + Ci) — Hz, 


Il | 


Tr | H° . », : 
où l’on a fait H' — > €t qui donnent l'équation 
du dz / 
A VE (f”) 
On voit que chaque membre est intégrable par une fonction ellip- 
tique de première espèce; d’ailleurs on peut remarquer qu’en 
changeant le signe de A dans l’un des polynomes U et Z, ils 
deviennent des fonctions semblables de w et de z. 
En vertu des mêmes transformations, les valeurs de dé et de dy 
seront données par les formules 


dt DOTE rene. du 1—2? ds 


UT A Un ROUTE ITA 1.20 (8) 
H’ du H’ dz ; 


où il faut observer que les. deux parties , considérées dans leur va- 
leur absolue, sont toujours positives et ne peuvent jamais être nulles, 


250. Si l’on se borne, comme dans les recherches précédentes, 
à ne considérer que les mouvemens permanens, c’est-à-dire ceux 
dans lesquels le corps reste toujours à une distance finie des centres 
des forces , alors la valeur de x sera toujours finie; quant à celle 
de 3, elle est plus petite que l'unité, dans toutes les hypothèses; 
elle ne peut être égale à l’unité que dans le cas où l'orbite cou- 
perait l'axe FG, ce qui n’a jamais lieu lorsque l'orbite est à double 
courbure. 
- Cela posé, soit 2 la plus grande et 7»’ la plus petite valeur de w; 
cette valeur ”’ ne peut jamais êlre zéro, car alors y serait zéro, 
ce qui ne peut jamais avoir lieu d’après l'équation (d”). On pourra 
donc supposer le polynome U ainsi décomposé en facteurs, où l’on 
a fat D=—;:C, 


=D(m—u) (u— m) (+ 2fu+f), 


‘ 
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et il faudra que u°+-2fu+-f' soit positif dans toute l'étendue de la 


courbe décrite, depuis 41m" jusqu'a u—= m. 


Supposons qu’à l’origine du mouvement, on désigne par File 
foyer le plus proche du corps; alors la premiere valeur de 3 sera 
positive. Dans cette hypothèse, les différentes valeurs de z seront 
ou toutes positives, ou les unes positives, les autres négatives. Soit z 
la plus grande valeur positive de 3, x! la plus petite valeur, laquelle 
pourra même être négative ; te les deux cas, z—n sera positif. 
Lt en faisant semblablement 


Z=D(n—2) (an) (s°-H2g2-+81), 


il faudra que le facteur z°+ 293 +2" soit positif pour toutes les va- 
leurs de z comprises entre les limites z=7", 2—n. 


251. D’après l’état initial du mouvement, on connaitra les valeurs 
EH? . 2 
des constantes C, C”, H ou H=— ; on pourrait donc décomposer 


les polynomes U et Z en facteurs, par les règles ordinaires de l’ana- 
lyse; mais il est préférable de suivre les formes que nous venons 
d'indiquer, lesquelles se rapportent d’ailleurs spécialement à l'hypo- 
thèse que les distances r et s ne peuvent devenir infinies. 

Si l’on fait successivement u—7n et u—m', dans l'expression du 
polynome U, on aura les équations 


3 GR — 1) + (A+ B)m (mt — 1) —C'(m —1) = H'm, 
1C(m 2— 1) + (AB) (mn 1) —C' (m1) = He, 


d'où résulte 


D=—: 5? x 


2 mm DATENT CEE 
C=(A+8B) ( Lans H'(m°m' ?— 1) 


mm Gn—1) (mr) 


Ces valeurs sont exprimées en fonctions de m et m’; mais dans le 
problème à résoudre, il faut au contraire déduire m»m et m des 
données D, C’, A+-B, H'. Pour cela, soit 1+mm=y, m+m=xy 
(les quantités x et y ne devant pas être confondues avec celles 
qui représentent les coordonnées du point M), on äura les deux 


de Mr 


+ 
ST IE 
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équations + : 
A+B é 
D=——+— , 
C’ A+B H —5 
ë 1— x° y 


La première donne 


0H HA HB)G—x)= v'[(A+B} (1— 2° Ÿ+4DH'x° (1 — 27° )]3 


la ab étant mise sous la forme 
1x6 
H'x+Cx(i—x)—=(A+B)(1—2 jrs sic 
puis combinée avec la précédente, on en déduit 
(HHC'— C'a)x = (AB) (1— 2°) A4DH'x (1— x), 
équation qui est du troisième degré relativement à l’inconnue Lt, 
et d'où l'on ürera une valeur de x rs petite que l'unité. 
Connaissant x, on trouvera y par la valeur 


(AB) (— 2°) + LA BY QG 2) + 4DH'x° (1 a A 
MES 2Dx (1—x*) 


2H'> ÿ 
H'xz—(A+B—C'x)(1—x) 
Enfin, on aura "= et m° par les équations m+4-m=xy, mn'=y—1. 


ou par la formule entièrement rationnelle y — 


252. Il reste à déterminer les coefliciens du facteur w°+-2fu+f'; 
pour cela, je fais successivement u=—1, u——1, dans les deux 
expressions du polynome U, et j'ai les deux équations 


=D(m— 1) (m—1)(1+2f+f), 
H'=D(n+1) (nm +3) (1—2f+P), 
ny H(1+m!) 
HS De Dm: 
2 AN H'(1 + mm’) 
NE Eee) or) 


d'où résulte 


Ces formules font voir que fet 1 +f” sont toujours positifs; d’où 
il suit que le facteur 4° + 2fu + f' est positif pour toute valeur de 4 
plus grande que l'unité, et à plus forte raison pour toute valeur 
comprise entre 7x et 7". 
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253. Il suffira de changer le signe de A dans les formules du 
n° 251, et on en déduira semblablement Îes valeurs de » et n!. Quant 
au facteur z°+- 2232! qui entre dans l'expression de z, on trou- 
vera ses coefliciens, comme dans l’art. 252, par les RE 

H'(n+n 
76 
H 0HG FT dt 


1— 7) Gin) 


1+£g'— Das 


Au reste, l'équation Udz® —"Zdu fait voir que comme U est po- 
silif dans toute l'étendue de la courbe décrite, de même Z sera 


toujours positif, ainsi que le facteur z*+ 29z+-2", pour toute valeur 
de z comprise entre les limites 2=n, 3—n". 


254. Puisque les valeurs de 4 sont toujours comprises entre les 
limites »2 et m/, et celles de z entre les limites 7 et 7, il s'ensuit que 
la courbe décrite dans le plan mobile FMG est toujours renfermée 
dans une espèce de trapèze hyperbolico-elliptique TVYX, dont 
deux côtés opposés TV, XY, appartiennent aux ellipses tracées 
d'apres les équations r+s—am, r + s—am', et les deux autres 
côtés TX, VY, appartiennent aux hyperboles dont les équations 
sont s—r—an, s—r—=an/, F et G étant les foyers communs de ces 
quatre courbes. Il faut, de plus, que ce trapèze soit situé tout entier 
d'un même côté de l’axe FG. 


Et puisque la courbe que décrit le corps dans le plan mobile FMG 
est ainsi Circonscrile par le trapèze TVYX, dont elle doit toucher 
tous les côtés, on voit que la détermination de cette courbe est, en 
quelque sorte, plus simple que dans le cas où le plan est fixe, et 
qu'il y aura beaucoup moins de variété dans les formes qu’elle doit 
prendre suivant les différens cas. 


D'ailleurs, la position du corps dans le plan mobile FMG étant 
connue au bout du temps #, ainsi que l’angle p décrit par ce plan 
autour du plan fixe EFG, il est clair que le mouvement du corps 


et son orbite tracée dans l’espace seront parfaitement connus et 
déterminés. 


255, Venons maintenant à l'intégration de l'équation (f”). Comme 
on 
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on peut prendre pour origine du mouvement tout autre point de 
l'orbite que celui qui dans l’état initial a servi à déterminer les cons- 
tantes CG, C’, H, nous supposerons, pour plus de simplicité, que 
le mouvement commence à compter d’une apside supérieure S° où 
l'on a rs — am ; nous supposerons en même temps , que le corps 
parti de $S° suivant la tangente de l’ellipse en ce point, se meut 


dans le sens S°V, de manière qu'il se rapproche du foyer G, et 


. . dz « , . 
qu'ainsi la valeur de + au point S° est négative. Par ce moyen, 


l'équation (f’), où les premières valeurs de # et de 3 vont en di- 
. "FE rats . . du dz » . / 
minuant, devra être écrite ainsi, D AZ et les équations (2”), 

(}") deviendront, en prenant convenablement les signes, 
CIRE u’—1\ du 1—z*\ dz 
ava 4 / VU ( 4 / V2? 
H° du x dz 


rm a A Te 


256. Cela posé, pour exprimer que x est contenu entre les li- 
mites » et m/', je fais u — m cos*o + m'sin*c, ce qui donne 


du 1 2dr 


TOVU VD VE +au+ TT 
Pour simplifier ultérieurement ce résultat, il faut considérer diffé- 
rens cas, selon que + 2fu + f' est de l’une des trois formes 
u® + auu cos + pe, 
G@+p)@ +), 
(u + u)(u — w), 
u el u' élant des quantités réelles et positives. 
Nous nous bornerons ici au second cas; et supposant w=>w’, 


nous ferons tango — htangA, ensuite k — V4 er et 
Mm—m p—pw 


PM ns CC qui donnera la transformée 


PAGES R ADEPe NULL TEE, 
VU Vn+a) VO +e) VQ—csinŸ) 


bj= 
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On parviendrait immédiatement à ce résultat par la substitution 


(mm' + mp) cos’ Ÿ + (mm + m'u) sin’ + 
Gn+ 8) cos Ÿ Æ(m +) sing 


257. Si l'on fait pareillement 3=n cos°x + n'sin°%, on aura 
d'abord 


La | e. 


Re RER 2dy Ê 

V2 VD VG Has +)? 
ensuite il faudra distinguer de même trois cas, selon que la quan- 
tité 3° + 293 +g' sera de l’une des trois formes, 


3° —- 212 COS À + 7°, 
G+r)G +7»), 
GG +7) — 7), 

y et » étant des quantités réelles et positives. 

Ces trois cas combinés avec les trois de la première formule, 
offrent neuf cas différens à considérer , et pour lesquels on pourra 
former un tableau analogue à celui que nous avons donné pour 
le cas où le corps se meut dans un plan fixe. 


Supposons de nouveau que +282 +8 = (5+ UE \ 


qu'on a »> »'; nous ferons lang = h’ tangt , ensuite k'— 


re) 


D = N LE 
n +vy"n +? 
Fe AIME dé 
VV +) QG — x" sine) ? 

elle résulterait directement de la substitution 


(an'+ nr) + m) cos’ È + + (an + + n°) dy)sin 
7 (RH) cos Ê + (n+r)sime 


Ces formules auraient lieu quand même 7’ serait négatif; en effet, 


chXt EST ce qui donnera la transformée 


Fe Las 4 


soit 2 —=—n", pour que Ja quantité z* 2929 ou son égale 
(+ »)(z +") conserve le même signe, conformément à ce qui : 
a été démontré, depuis 2=— 7" jusqu'à 3=—2, il faut que #—n" . 
soit positive, et à plus forte raison y —»"; donc ayant fait 
An RL vip" 
= ———,.—, Ci —x — pk 7 
n +» y =—/1 TR TE )—n" 


.. 


x 
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on voit que x* et 6* seront positifs, et af ainsi x* sera plus petit 
que l'unité. 


r  p ; + re LR ny nm Ly 
258. Cela posé, si l’on fait en général 4 — VERS ; 
l'équation de la courbe décrite dans le plan mobile sera 


RF(c, À) = F(x, ©) + const. 


Au commencement du mouvement, c’est-à-dire lorsque le corps 


est dans l’apside supérieure S°, on a «—0; soit en même temps 
DE CV ON aura 


kF(c, d) = F(x, 0) — F(x, €). 


Il serait d’ailleurs facile de réduire le second membre au seul 
terme F(x, £), au moyen de l'équation algébrique qui représente 
l'équation transcendante F(£) — F(e) = F(£), 


commun, 


x étant le module 


Au reste, la valeur de € peut se déterminer par l’état initial du 
mouvement qui a servi à déterminer les constantes C, C', H. Pour 
cela, soient 4° et £° les valeurs de 4 et £ qui conviendraient à 
cet état initial, on peut supposer 4° et {° positifs ou négatifs, mais 
moindres que +7; or, quand, de l’époque où le corps est au point $?, 
on revient à une époque antérieure, telle que celle de son état ini- 
üal, il faut supposer que les valeurs de 4 et € qui répondent à un 
point déterminé du plan FMG, sont diminuées chacune d’un cer- 
tain nombre de demi-circonférences , c'est-à-dire qu’on devra faire 
dans l'équation de la courbe dJ—4°—1I7,—{—Lr, Let L 
étant des entiers, et alors de cette équation on déduira 


Tr ne 2 LS er AO een + F(x, ce) 
Et quoiqu'on ait trois inconnues I, L, €, à déterminer par cette 
équation, il n'y aura jamais qu'une manière d'y satisfaire exacte- 
ment; car si, € restant le même, ainsi que 4° et &°, on supposait 


que les entiers I et L spa remplacés par d’autres entiers l’et L;', 


— L RF'CR. 2: 
il faudrait qu'on et À PET = gg > ainsi il faudrait que, la quantité 


. 
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RF'c 
Ex 
ce qui n’indiquerait toujours qu’un seul point où les valeurs de 


et € seraient 4° et €. 


fût rationnelle, ou que la courbe fût rentrante sur elle-même, 


259. On voit maintenant qu'il est facile de trouver une infinité 
de courbes algébriques qui satisfassent à la question. On peut pour 
cela faire c— x et k=°, i ete étant des entiers, ce qui don- 


nera les deux conditions 


ny NL 1? 

mp 'm + TT 

me mg _ n+v in mb 

nm + me EE Une) 
Ges conditions ayant lieu, l'équation de la courbe sera :F ere, 
c étant le module commun. 

On obtiendra encore des courbes A Dques) en satisfaisant aux 

1 + c° 


conditions k (° Ÿ=i , *—=c, et ainsi de suite, chaque système 


représentant toujours une infinité de courbes algébriques. 

Nous ne parlons ici que de la courbe tracée dans le plan mo- 
bile FMG, et circonscrite par le quadrilatère TVYX ; car si l’on 
voulait que la véritable orbite à double courbure, décrite dans l’es- 
pace, füt une courbe algébrique, 1l faudrait satisfaire à beaucoup 
d'autres conditions qui rendraient ce problème plus épineux qu’in- 
téressant. : 


260. Un cas fort remarquable est celui où l’on aurait m— 7; 
alors la courbe décrite dans le plan mobile serait l'arc d’ellipse TV, 
qui, dans ce cas, se confondrait avec XY. Ainsi le corps ne pour- 
rait faire que des oscillations dans cet arc, en allant alternativement 
de T en Vet de V en T. Combinant ce mouvement d’oscillation 
avec le mouveméht du plan qui se détermine toujours de la même 
manière par l'angle p, on aurait le mouvement absolu du corps. Ce 
mouvement s'exécute dans la surface du sphéroïde elliptique décrit 
par la rotation de l'arc TV autour de l'axe FG; et il est visible qu'a 
cause du mouvement de rotation , l’orbite comprise dans cette sur- 


“ 
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face est composée de diverses sinuosités qui touchent altérnative- 
ment les deux circonférences décrites par les points T et V, sans 
que la vitesse du corps en ces points soit jamais nulle, Ge cas, au 
reste, donne lieu à des simplifications de calcul assez remarquables. 

Alors l'équation à l’ellipse u—m, tient lieu de l'équation. .... 
kF(c, L) = F(x, £), et on aura pour déterminer t et p les formules 


1 STCPA m—2\ dz 
AA 0 4 V2? 
1 1 H'dz 
pe Gers RER v’Z ? 


où il faudra substituer les valeurs trouvées ci-dessus, 
n(n' +») cos® Ê + n'(n +») sin? & 
(n +») cos £ + (n+y»)sin é ? 
di Dan die pe Ni 
VV +r).VR +) VQG—x sin 0)" 
Le temps d’une oscillation se trouverait en prenant l'intégrale de- 
puis € —0 jusqu'à Ê—:7. 


nee 


261. Un second cas non moins remarquable, est celui où l’on 
aurait 2—n'; alors la courbe décrite dans le plan mobile serait l'arc 
d'hyperbole TX, qui, dans ce cas, se confondrait avec VY. Ainsi 
le mouvement du corps dans ce plan serait un simple mouvement 
d’oscillation suivant l'arc TX, et sa vitesse serait nulle dans le plan 
aux deux extrémités de cet arc. Les formules qui satisfont à ce cas 
sont semblables à celles que nous venons de rapporter. 


262. Enfin un troisième cas qui dérive des deux autres est celui 
où l'on aurait à la fois »m—m' et n—n'; alors le quadrilatère TVYX 
se réduirait à un point; le corps n’aurait aucun mouvement dans le 
plan FMG , et sa vitesse serait toute entière perpendiculaire à ce 
plan , de sorte qu’il décrirait nécessairement une circonférence dont 
le centre est au point P. 

Les symptômes de ce troisième cas sont faciles à établir immé- 
diatement. En effet, soit M le lieu du corps qui doit rester fixe 
dans le plan FMG; si l'on emploie les dénominations de l'art. 70, 


Fig. 81, 
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les quantités ®, ©, r, s,.7 seront constantes, et on aura entr’elles 
À a sin w a sing 
les relations TE Ro? S— n@=0)? 
x—=5sCo$sw, a—x——rcos®. Or, en vertu des forces A et B, 
dirigées vers les centres F et G, le corps M est sollicité parallèle- 


ment à GF de la force rer 20e ce et dans le sens MP par la 


ÿ = rsin® —=$sine, 


force ee nues ; la première doit être nulle, pour que le corps n'ait 


aucun EN eric dans le sens de l’axe FG; ainsi on aura la 
condition ; 
o = À cos® sin°® + B coswsin’o, 


qui servira à déterminer @ par «, ou réciproquement. 
: AY ,:,BY ac r y 
Ensuite, pour que la force HT dirigée vers-P, n'ait d'autre 
effet que de faire mouvoir le corps dans le cercle dont le rayon 
est MP, il faut, en appelant V sa vitesse, qu’on ait 
A By: 0V 4 
2 + FrT. 
substituant dans cette équation les valeurs de r, s,7 en fonctions 
de a, ®, w, et observant que d’après l'équation (£") on a H=Vy 
. Ha. à 
et:1V° 2 LS il en résultera 
À pi 


H' = A sin°® tango, 


a sin & COS & 


ou na ies as —). Ainsi on connait la position du 


corps et la vitesse primitive dont il doit être animé, ROHBETEICE 
cas particulier ait heu. 


Du mouvement rectiligne d'un corps attiré vers deux centres fixes. 


N, 


265. Quoique ce problème ne soit sujet à aucune difficulté, ce- 
pendant comme il n’a point été traité jusqu'ici d’une manière com- 
plète ; j'ai cru qu'il serait convenable d'en donner ici la solution, 
laquelle pourra être regardée d’ailleurs comme une application nou- 
velle de la théorie des fonctions elliptiques. 
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Supposons que le point À, où commence le mouvement, soit Fig. 32, 

situé sur le prolongement de la ligne des centres FG, du côté de F; 
soit V la vitesse initiale que nous supposons dirigée suivant AM, 
el soit M le lieu du corps au bout du temps £. Si l’on fait FG—4, 
AF=h, AG=a+h=h, FM=x, on aura l'équation diffé- 
rentielle 

fc{iE ARR À RS re 

dis TT, da (a + x}? 


dont l'intégrale est, en déterminant convenablement la constante, 
dx? Aa A B 
odt T3 VHS tai 
On voit déja par cette intégrale que si l’on a V'=ou > rt a 
, . \ \ ,. ° | 24 ° 1? 
le corps s’éloignera à l'infini; et qu’au contraire si l’on a V°< nn 
le corps ne pourra s’éloigner que jusqu’à une distance FD = dé- 
terminée par Ro 
V? 
k trie h FH 
or, cette équalion étant du genre de celles que j'ai appelées équa- 
tions omales (*), elle aura toujours une racine réelle positive. 


264. Le corps, parvenu au point D, revient sur ses pas en vertu 
de l’action des forces centrales, et il descend de D vers F, d’un 
mouvement continuellement accéléré. Sa vitesse en un point quel- 
conque M, que nous désignerons par #, se déterminera toujours 
par la même Miam à qu'on ay mettre sous la forme 

y? A B 
tr a _ JUS HUE - k° 


d’où il suit que la vitesse en A est égale à la vitesse initiale V, 
mais dirigée en sens contraire, et que la vitesse finale au point F 
est infinie. 

En vertu de cette vitesse, le corps passe au-delà du centre F, 


(*) Supplément à l’Essai sur la Théorie des Nombres, page 29. 


# 
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et sa vitesse redevient aussitôt finie. Mais comme la force A change 
de signe en même temps que x, il s'ensuit qu’au point M', où l’on 
a FM'= x, la vitesse du corps sera déterminée par l’équation 


y? A B À B 
PS UT En NN ER 


, à : AA nur 
J'observe maintenant que la quantité ie + ayant pour 7n1- 


aG— ZT 


. z ° \ ° 17 
nimum = (y/ÀA + VB)’, il y aura deux cas à considérer, selon que 


+ est <ou >(y/A + y B). 


265. Premier cas. Si l'on a es + > (VA + VB), le corps 


ne pourra s'éloigner de F que jusqu’à une certaine distance FE", 
! 2 : av/A ; + 
moindre que FG, même moindre que VAT VE? et déterminée pat 
l'équation 
UT DA Re Re 
RE Ta SR NE A 
Parvenu au point E, le corps reviendra sur'ses pas; sa vitesse, 


d’abord nulle en E, deviendra infinie en F, elle redeviendra finie 
passé le point F, et diminuera continuellement jusqu’au point D, 


où elle sera nulle. En général, le mouvement du corps sera un 


mouvement d’oscillation par lequel il passera alternativement du 
point D au point E et du point E au point D; et sa vitesse dans 
un même point de la droite DE sera toujours la même dans un 
sens ou dans l’autre. 

Ce premier cas comprend celui où l’on aurait l’égalité....... 
. += (VA +yB); alors le corps s’éloignera le plus qu’il 
est possible du centre F, dans le sens FG, et cette plus grande 
ay/A 


: HATS AT EI 
distance serait À ASE) 


266. Second cas. Sil'on a HE r <(VA+VB), la vitesse 


ay/A . 
vA+ VE? 
mais 


du corps sera dans son minimum au point où l’on a x = 
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mais elle augmentera ensuite, et le corps se portera d'un mou- 
vement accélére vers le centre G, où sa vitesse sera infinie. 

En vertu de cette vitesse, le corps continuera son mouvement 

au-delà du centre G. Soit GM"=x, et on aura, au point M", 

4? A brute B 
sapetz apr 

Le corps s'éloigne donc du centre G jusqu’à une distance GD'=#' 
déterminée par l'équation 

A B A B 
BEROR RE Part 
Le point D’ ainsi déterminé sera le second terme de l’oscillation ; 

ensuite on voit que le corps reviendra du point D' au point D 

et que sa vitesse, dans un même point de la ligne DD', sera la 

même en allant et en revenant. Il s’agit maintenant de trouver dans 
ces deux hypothèses le temps de chaque oscillation. 


267. Supposons donc que le corps parte du point D, où sa vi- 
tesse est nulle, et qu’au bout du temps # il se trouve au point M, 
situé entre Det F; si l'on fait FD=X, FM=—x, on aura l'équation 

dr A B 
ai x + Ro 
d'où résulte 
— dx VTAk(G+ k)x(a+x)] 
CHE VG— x). VTAG+A)(a+ x) + BkxT 


Q , k . 4 è 
Soit d’abord x — 1 Hy? ensuite 7 — (+5 tang el,...,... 
Bl° 


AG Eh Br? on aura la transformée 


di= 0 1/(. HN, nr 7 de cos’ @ 


sin 0) VQG — c°sin* e) 
Pour avoir le temps de la descente de D en F, il fiut intégrer la 
formule précédente depuis ®—o jusqu'a @=—2:7. Soit dans ces 


à es *__ dpcos*e ® k : 
1 er D 
limites Z' — Cactus > étant — ïs On aura, par les ré 


ductions connues 
ste Bie(1 + Je (n-tae Enr, x 
64 


Cu 
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Quant à la fonction Il'(7, c), elle se trouve par la foèmule du 
n° 06, I p.; connaissant donc Z' et appelant T' le temps employé 
à parcourir DF, on aura 


T'— 647. V4 EI 


268. Pour avoir maintenant le temps du mouvement sur la droite 
FG, il faudra intégrer l'équation 


dty/2 on doi Z Eee mur] 
VCrad 


Pour cela il faut, comme ci-dessus, 


dans laquelle © TE=T SRE —. 


distinguer ns Cas. 

Soit 1°. C> (y A+yB); le corps ne pourra s'éloigner de F 
que jusqu’à une distance FE =", moindre que FG, déterminée . 
par l'équation 


A B C 
— = 0. 
«a 


RP TR 
Soit donc x = #’sin’, on aura 
NOTE .dY DUR DU A 


Ven] 


(4 
Soit ensuite tang À — (+) tang®; si l’on fait = 
ci x = , on aura la transformée 

de VA V GO SE PRE HEAR ER GNRE 
TO VA ‘(G+orsin 6)y(i—zx sin 0) 

Cette formule devra être intégrée depuis {= o jusqu'a = 1# 

ï 8 P À J q 2 3 

afin d’avoir le temps employé à parcourir FE; soit donc dans ces 


limites Z" — Î. TER ETAT on aura, par les formules 


connues , 


(14) +c)L'=( + À )Fte—Etc+(— =)n, x), 
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et on en déduira le temps cherché 
va 2» 
T'— Le D7m 
de sorte que le temps total de l’oscillation de D en E sera T'4-T". 
Si l'on a C—(yA+yB), il s’ensuivra À — TESTS =? 
et x—1; d'où il suit que T" sera infini. Ainsi le corps qui a une 
vitesse infinie en F, mettra cependant un temps infini à parcourir 
l'espace FE. Pour expliquer ce paradoxe, il faut considérer que 
la vitesse devient tout à coup finie, à une très-petite distance de F ; 
qu’ensuite cette vitesse diminue progressivement, à mesure que le 
corps s'approche du point E, et qu'a une petite distance de E elle 
est proportionnelle à l’espace qui reste à parcourir; d'où il suit qu'il 
faut un temps infini pour que le corps arrive au point E. Parvenu 
à ce point, il sera également attiré des deux côtés par les forces 
A et B, et restera en repos. 


269. Si l’on a C<(Y/A + VB), le corps éprouvera un 7inimum 
de vitesse en un point de l’espace FG ; mais ensuite la vitesse aug- 
mentera et deviendra infinie au point G. 


Pour avoir le temps du mouvement, soit x — a sin*4, on aura. 


dE vaio dy sin? cos’ 4 
aÿ/2a — V(A cos“ + B sin*4 —C sin’ Ÿ cos’)? 
et cette formule devra être intégrée depuis 4 = o jusqu’à 4 —}:7 
pour donner le temps T” employé à parcourir FG. 


Il faut observer avant tout que la quantité P sous le radical étant 
mise sous la forme 


P = A cost} + (A + B —C)sm®{ cos’ + B sinf, 


offre deux cas à distinguer, selon que C est plus grand ou plus petit 
que (y A— VB}, parce que les deux facteurs de cette quantité se- 
ront imaginaires dans le premier cas, et réels dans l’autre. 


2 


270. Soit, 1°. C> (yÀ — VB}, on pourra faire 
P = A(cost{ + 24 cos8 cos'{ sin*4 + a sint4), 
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ce qui donnera 4 
B A EB—C 
a V7) cos Ô — nr | 
et comme, dans ce cas, G est compris entre les limites (ÿ/A+4B)’, 
(y A—yB}, on voit que cosû sera toujours compris entre les li- 
miles 1 et —1, et qu'ainsi 0 sera réel. Cela posé, soit tang À — 


—-tangi£, x=sini8, m——>, on 
a tngs 6, x=sinit, me, aura 


Lan LC Fac PAT 
PB (— ) désin È 
VA ‘"}J G+mcosé}y/({1—x# sin) 


Cette intégrale doit être prise. depuis £— 0 jusqu'à {=—7, afin 
d’avoir le temps entier T"” employé à parcourir FG ; et comme on a 


LE 


1 arr 1 __ 2(1+m*cos? €) 
(i+mcosê) (1— mcos €) (1— m° cos? Q):? 
si l'on fait-» — 7 — rs de , il suffira de prendre depuis {—0 


(1 Ho — sin? Jde sin° € 
(1+» sin €) V/(1—xsin m2€) ? 
aura le temps Er 


Ty DEV Ces Re 


Voyez ci-dessus, n° 143, les formules qui servent à trouver l'in- 
tégrale Z/' représentée par U*. 
271. Soit, 2°. C<(VA—ÿB}), on pourra faire 
P — A(cos* | + a sin* A )(cos" 4 + æ'sin° 4), 
æ et æ/ étant des quantités réelles et positives données par les 
équations 


jusqu’ a CEST l'intégrale 7" — —— et on 


A+B—C B 
aka — Fc au = 
2 a 1 
Soita>«/, langŸ= lang, = 1, V1, on aura 
ay/2a ” ___ désinC cos’ 


7 #y/(Ae) ‘ (1 + (Gi Hrsincyy(1—x 2sin°é ) 


se nr d : 
Ainsi prenant l'intégrale Z"= Rp ERA depuis... 
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Ê =o jusqu'à É—2i7, on aura le temps cherché 


ee ay/2a 1 
inÉ= VAS 2 ; 

272. Un cas qui tient le milieu entre les deux précédens ;: est 
celui où l’on aurait C—(y/A—yB}); alors P—A(cos"{-Lasin*{)" 
ea VE. ce qui donne directement 
aV/aa f dsin®4 cos’, 

VAJ cos? « sin’? 
intégrant dans les limites requises, on aura 


tie 


UE AVS Gi 2 
VA  A(Ve+1} 

275. Dans les trois cas qui précèdent, le corps continue son mou- 
vement au-delà du point G jusqu’à une distance GD' — #, que 
nous avons déterminée n° 266. Quant au temps T'” employé à par- 
courir cette troisième partie de l’oscillation, il se détermine par la 
même formule qui a servi à déterminer le temps T’ de la première 
partie; il suflit pour cela de changer dans cette formule les quantités 
A,B, ken B, A, #', respectivement. Aïnsi les différens cas du 
mouvement rectiligne d’un corps attiré vers deux centres fixes sont 
résolus d’une manière générale, toutes les fois que la vitesse initiale 
est telle, que le corps ne peut s'éloigner à l'infini, ce qui réduit son 
mouvement à un simple mouvement d'oscillation. 


274. Les formules précédentes supposent les forces À et B at- 
tractives; mais il serait facile d’en trouver de semblables pour le cas 
où ces forces seraient l’une attractive , l’autre répulsive, ou toutes 
les deux répulsives, ce qui pourrait alors s'appliquer à quelques 
phénomènes d'électricité ou de magnétisme. 

Pour en montrer un exemple, supposons que les deux forces 
A etB, situées aux centres F et G, soient répulsives, il y aura sur 


des FI Ar | 
la droite FG un point I déterminé par le rapport GC V” p> Où un Fig. 5. 


corps, placé sans vitesse initiale, resterait en repos. Mais si l’on 
place ce corps en tout autre point, par exemple en D, l’action pré- 
pondérante de la force A fera mouvoir le corps dans le sens DG; 
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par ce mouvement il dépassera le point I, mais il ne pourra s’ap 
procher du centre G que jusqu’à un certain point E, où sa vitesse 
sera de nouveau anéantie. Du point E le corps reviendra vers D, 
et ainsi alternativement. 

275. Pour déterminer le temps de chaque oscillation, soit M le 
lieu du corps au bout du temps f, et soit FG—a, FD—asin*a, 
FM=x=asin"®, FE —asin*6, on aura d’abord l'équation dif- 
férentielle 


ddx __ A B 
di, T Ta (a— x)° ? 
dont l'intégrale est 
dati C A. B 
TT ENT ETes 2) 
n : À B 
et parce que la vitesse est nulle au point D, on aura C— ti Eee 


Mettant au lieu de x sa valeur asin°®, on tirera de cette équation, 
après avoir substitué la valeur de C, 


die, de sin°@ cos’® 
CV/da pi Au ep Acos’g _Bsin*@\" 
VARIE PE 3.1/( sine Cosæ. 
Le point E, limite de l’oscillation, se déterminera en faisant à la 
at l : 
fois p—6 et D = o,ce qui donnera 


tang a lang 6 — /(G) ; 


c’est la relation entre les deux angles & et 6 qui déterminent la 
limite de chaque oscillation ; ils seraient complémens l’un de l’autre 
si l’on avait A — B. 

276. L’équation précédente peut être mise sous la forme 


dtVUA __ . d@ sin°@ cos’ @ 
ay 2a sinæsiné . V/(sin®® — sin’ æ). ÿ/(sin?6— sin? @)’ 


Pre . d@ sin° @ cos? @ 
nn LL TR Rue - Sd 24 p 
Ainsi en faisant Z = fo ire Vorc=aro ? et prenant 


cette intégrale dépuis 9—« jusqu'a g—6, on aura le temps T 
d'une oscillation par la formule 


_ ‘aV/2a 


. Z,'sin « sin 6. 
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L'intégrale Z/ peut se trouver au moyen des formules de la case VI, 
supplément à la 17€ partie. 


277. Dans le cas de AB, qui donne 6 — La, et où il faut 


supposer æa<<iw, les formules se simplifient par la substitution 
sin®@ — sin? & cos? Ad -+ cos’ a sin; il en résulte 

Z=—fdi y {(sin*acos®4+ cos'æsin Ad) (cos cos + sin? «sin \)] ; 
soit de plus tang}—=tangatang® , et on aura, en faisant c—1—tang«, 
b=tang" «, 
+ d£v/(1 — c° sin? ©) 

[i— (QG —6) sin €|" 

Pour simplifier encore cette intégrale, nous ferons usage des for- 
mules de l’art. 60, I'e p., suivant lesquelles on aura 


Z, = sin° « 


: 1—b Cal | ° 02 ein2 70 
= EG COS24, A=y(1—csm°é), A=y(1—0csin°6), 


1 + c° de 


iang (— €) = btange, = + es 1—(1— 0) sin {= AA. 


Par ces substitutions , on trouve 


: dé 1 dé 
dZ= sin? & cos* «. Ta = à bai; 


donc par les formules du n° 138, I p.,ona 


er: #4 c°? sin €° cos €° 
AAA CEST rate À eme rc pare 
Faisant ê— +7, et par conséquent €°=7, on aura l'intégrale 
Z'=2E'c, qui donne pour le temps de l'oscillation cette expression 
très-simple 


3 
T=y(%)48E(c), 


où 1l faut se rappeler qu’on a c° = cos 24 et b° — sin 24. 
Lorsque « diffère peu de 27, les oscillations sont très-petites ; 


° 1 © \ mms . A a 
alors onac°=0, b=1, E'(c)=;7; donc T=; 26 ‘ 
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TROISIÈME SECTION. 


$ I. Sur l'attraction des ellipsoides homogènes. 


278. NS donnons ici la théorie de l'attraction des ellipsoïdes ho= 
mogènes , considérablement simplifiée par M. Yvory, et telle que 
nous l'avons déjà publiée dans les Mémoires de l’Institut, an 1812, 
Les formules de l'attraction, qui, dans les cas ordinaires, sont déve- 
loppées en séries infinies, s'expriment toujours exactement par des 
fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce; elles 
offrent ainsi une application importante de ces fonctions, soit pour 
conduire à des théorèmes nouveaux sur lattraction des ellipsoïdes , 
soit pour faire connaitre avec tel degré d’exactitude qu’on voudra, 
les valeurs des forces, dans les cas, rares à la vérité, où elles ne 
peuvent être exprimées par des séries suffisamment convergentes, 


Formules pour la solution générale du problème. 
| 


270. Soient f, g, h les trois coordonnées du point attiré S, 
soient x, y, z celles d'une molécule quelconque dM du corps 
attirant, et r sa distance au point S, ensorte qu'on ait 


7? — (f — He + (g — 7) + (h fes 2), 
L’attraction que la molécule dM exerce sur le point S est expri= 
’ dM { À e \ 
mée par —; elle se décompose en trois forces parallèles aux axes 


des coordonnées, lesquelles sont 


(f— x)dM  (g — y)dM 
uu TS INT IE EL 


7 


G—2dM, 


? 1? 2 


si donc on désigne par A, B, CO, les attractions totales exercées dans 


le 


É Ft 
FRS Du 
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le sens des coordonnée x, y, z, respectivement, on aura 


A= f- ZE 4IM, 


1° 


B = [= a, 
Û = fa, 


1? 


ces intégrales étant étendues à toutes les molécules du corps attirant. 


280. Supposons le corps homogène, et soit sa densité —=1, on 
pourra faire 4M=—dxdydz, et alors on aura 


A = [ff dxdras ; 


les deux autres forces seront semblablement exprimées; mais il suf- 
fira de nous occuper de la force A. 


Il est facile d'abord d'exécuter l'intégration par rapport à x; car, 


puisqu’en regardant æ seule comme variable, on a rdr——\ f—x)dx, 

: : : — x dr 1 ! 

il s'ensuit qu'on a f? dx =|— = — = const. Soient donc 
u 


r, et r, les deux valeurs de 7 qui répondent aux deux limites de l’in- 
tégrale , c’est-à-dire aux deux points de la surface du solide qui 
sont situés sur une même parallèle à l'axe des x, on aura 


1 1 
A = ff dd (7) 
281. Supposons que le corps attirant soit un ellipsoïde dont la 
surface ait pour équation 


x? 2 2? 
eh 


il faudra tirer la valeur de x de cette équation, puis la substituer 
dans les valeurs de r, et r,, lesquelles sont 


VAE ONDES EURE ANT 

nv a) + (sg —7) + 2]; 
alors il ne s'agira plus que d'exécuter Îles deux intégrations par rap- 
port à y et à 3, dans toule l'étendue de l'ellipsoïde. Mais ces inté- 
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grations ne peuvent être effectuées, ni l’une ni l’autre, par les mé: 
thodes connues, et il faut recourir à d’autres moyens, pour achever 
la solution du problème , ou du moins pour la ramener aux simples 
quadratures. 


. ; VA “À n 
Comparaison des forces exercées dans le méme sens par deux ellip= 
soïdes , dont l'un agit sur un point extérieur , et l’autre sur un point 
intérieur correspondant. s 


282. Jusqu'ici nous n’avons fait aucune hypothèse sur la position 
du point S. Il convient maintenant de distinguer deux cas; celui où 
le point attiré S est situé dans l’intérieur ou sur la surface de l’el- 


lipsoïde M, et celui où il est situé hors de cet ellipsoïde. Le premier 


° 2 2 h2 À 
cas suppose qu on aË __ & —- A < ou = 1; et le second qu'on a 


£ “es & + s > 1. Ce dernier cas étant le plus difficile, on aura 
7 


fait un grand pas vers la solution du problème, si on parvient à le 
ramener au premier. 

Pour cet effet, considérons un second ellipsoide M', dans lequel 
les quantités analogues à &, 6, y, x, y, 3 soient désignées par 
les mêmes lettres accentuées; supposons que cet ellipsoïde, dont la 
densité est encore — 1 , exerce son attraction sur un nouveau point 
S’ déterminé par les trois coordonnées f”, g', k’. Ces deux ellipsoïdes 
sont d’ailleurs concentriques, et les axes désignés semblablement 
ont la même direction. 

Si l’on désigne par p, et p, les quantités analogues à 7, et r., on 
aura semblablement 


A'Z= ff (= —7), 


A! étant l'attraction exercée dans le sens des x, sur le point S’, par 
l'ellipsoide M”. 


285. Faisons maintenant ensorte que les quantités p, et r, soient 
égales dans les deux solides, il s’ensuivra que p. et r, doivent être 
aussi égales entre elles, et cette circonstance permettra de trouver, 
d'une manière très-simple, le rapport des quantités A et A’, 
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Puisque nous avons à la fois 
Dom di: une? Boul: Des ee Sons EE 
pan AL rt 2 rt A ME M 


pour rendre ces expressions identiques, faisons d'abord 


Et  Llnl e BANT; T, ARRET NEA, 
TRS A, EVLRS here 
ou, ce qui revient au même, prenons trois indéterminées À, 4, »,. 
au moyen desquelles on ait simultanément, 


Pmnf, g= Lg h=vh, 

LUNA EN MO 8 V2 
les trois conditions dont il s’agit seront satisfaites, et il restera à 
satisfaire à l'équation 
P + +R Has Hp +2 = fs Hg HR LH xt LYS Hz. 
Substituant dans celle-ci les valeurs de f”, 8", k, en f, g, h, et 
celles de x’, y’, z', en x, y, 3, on aura l'équation 


Gp (ul) pra Gr) +£ Cue1) + Er); 


laquelle doit s’accorder avec l'équation de l’ellipsoïde donné... 
53 APT LEA Dr. 4 : : : 
EE se Pour cela soit À —I= il faudra qu'on ait 


£ ë ; ? JRT: 
WIR, P—IiZ ,;> et On aura, pour déterminer £ , l'équation 


‘ 
Le + + er (a) 


Nous avons suppose que le NE que S était situé hors de l'el- 
lipsoide M, et qu’ainsi on aË + Ê + D. 1; de là on voit qu’en 


faisant successivement £ —o et Bts ; ds la fonction qui forme 
le premier membre de l’équation (a), cette fonction devient >1 
dans le premier cas, et —0o dans le second cas. Donc il y a une 
valeur réelle et positive de £ qui satisfait à l'équation (a); et comme 
d'ailleurs le, premier membre décroit continuellement à mesure 
que £ augmente, depuis £—=o jusqu'a £ —=® , il s'ensuil que cette 
équation n’a qu'une racine réelle. 
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284. Connaissant la valeur de £, on aura celles de À, m,», par 
les équations A°= 1 +- # , M1 + 2 a LÉ ; ensuite le 
point S’ sera déterminé par les coordonnées 


nt ! & 


k 
JO 22 ete kh= =. 


x’ 


2 
L 2 , e : 
De plus, puisqu'on a x = — 7 =T, 3 —=—;s1 l’on substitue ces 


y 


valeurs dans l'équation de LES donné M, on aura 


4 


f fa 
x? 


fa 
Z, 
++ ie=:; 


0° m°e°? y 


c'est l'équation du second ellipsoïde M', dont les demi-axes sont. 


! ! BA x 
a', 6, y'; on aura donc 


De ces équations on üre 
cs = #: Ca Cr — 9 V2— = 4 
donc on a aussi 
AL PS Ca us en L Gé fran sy! — C7, 7 — œ/2 — °— Ca 


d'où l'on voit que les deux ellipsoïdes dont il s’agit se correspondent 
de telle sorte, que les sections principales situées dans le même plan 
sont décrites des mêmes foyers. 

Remarquons maintenant que puisqu'on a &—a+#, (—6LE, 
7°=7"+£€, l'équation (a) donne 


et qu'ainsi le point S, dont les coordonnées sont f, g, h, est 
situé sur la surface de l'ellipsoïde M. 
Reéciproquement, puisqu'on a aussi l'équation 


L+L+i= 


pee 
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il s'ensuit que le point S/, dont les coordonnées sont f’, g', h', 
est situé sur la surface de l’ellipsoïide M. | 
Ces deux points S et S' se correspondent mutuellement de telle 
sorte, qu'on a 
FRS A OS SUN NE TE EN OR ENTRE 
c'est-à-dire que les coordonnées homologues, ou parallèles à un 


même axe, divisent proportionnellement les axes sur lesquels elles 
sont siluées. 


285. Ayant fait voir qu’on a généralement f,—7r,, et par une 
suite nécessaire p, —r,; si l’on observe d’ailleurs que les équations 
J'=ur, 3/=vz donnent dy'= pdy, dz' = ydz, et par conséquent 

y | 
dy'dz' — pydydz = ee dydz, on en conclura que les forces À et A’ 


sont ainsi exprimées , 
: L EN 
A = af), 
6 1 I - 
A! =, For fdydz fe — 2) N 


et comme ces intégrales sont prises de part et d’autre entre les 
mêmes limites, il s’ensuit qu’on a 

À : A'::6> : 6’), 
c’est-à-dire que les attractions À et A’, dans le sens des demi-axes 
& et «/ sont entr’elles comme les produits 6}, 6’y/ des deux autres 
demi-axes. 

On aurait donc semblablement 

BBF laphaioyt 

Ge: :n26 rs E": 
Ainsi étant proposé de déterminer l'attraction d’un ellipsoide M 
sur un point S situé hors de ce solide, on imaginera un second el- 
lipsoide M', dont la surface passe par le point donné $S, et dont 
les sections principales soient situées dans les mêmes plans et dé- 


crites des mêmes foyers que les sections correspondantes de 
lellipsoïide donné , conditions qui suflisent pour déterminer 
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entièrement la grandeur et la position, des axes &!, 6', y! du se- 
cond ellipsoide; on prendra ensuite sur, la surface de l’ellipsoide 
donné M un point S', de manière que chaque coordonnée du 
point S' soit à la coordonnée correspondante du point S, dans le 
même rapport que les demi-axes des ellipsoïides M et M’, situés 
dans la direction de ces coordonnées. Cela posé, si on désigne par 
A, B', C' les trois forces parallèles aux axes des coordonnées qui 
résultent de l'attraction de l’ellipsoide M' sur le point intérieur S’', 
et par À, B,C les forces exercées semblablement par l’ellipsoide M 
sur le point extérieur S, on aura, d’après ce que nous avons démontré, 


( 
As A, B=°<7B;, C — 
Ÿ «y 


On voit donc que le second cas du problème général, regardé jus- 
qu’à présent comme sujet à de grandes difficultés, se ramène im- 
médiatement au premier cas, où il s’agit de déterminer l'attraction 
d’un ellipsoïide donné sur un point intérieur quelconque : or, on 
sait que ce premier cas a été résolu il y a long-temps avec beau- 
coup de simplicité et d'élégance, et il ne nous reste qu’a exposer 
celte solution pour compléter entièrement la théorie de l'attraction 
des ellipsoides homogènes. 


Solution du cas où le point attiré est situé dans l'intérieur de 
l'ellipsoide ou a sa surface, 


286. Soit toujours M l’ellipsoïde donné, &ont la surface a pour 
équation 
x? 2 72 
here 


à I 
y* 2 


et soit S le point attiré, dont les coordonnées sont f, g, L; ce 
point est maintenant situé dans l’intérieur de l’ellipsoïde, de sorte 
qu'on a 


ke g° h2 
SE Tr GT; 


Soit dM une molecule quelconque du corps attirant, le lieu de cette 
molécule sera déterminé en général par les trois coordonnées rec- 


Lg Le 
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angles x, y, z, prises dans le sens des demi-axes &, 6,7; mais 
il convient d'exprimer ces coordonnées par d’autres variables. 

Soit R Ja distance de la molécule au point S ; soit p l'angle que 
fait la droite R avec la parallèle à l'axe des x, menée par le point 
S ; soit enfin g l'angle que fait le plan de ces deux droites avec le 
plan des x, y. Si l’origine des coordonnées était au point S, le lieu 
de la molécule 4M serait déterminé par les valeurs x —=Rcosp, 
ÿ =Rsinpcosg, z—=Rsinp sing; mais comme on doit supposer 
que l'origine des coordonnées est placée au centre de l’ellipsoide, 
on aura 

x=f + Rcosp; 

Yÿ =g+R sin p cos q, 

3 = h + R sin p sin gq. 
Concevons maintenant que la molecule 4M prenne la forme d’un 
parallélepipède rectangle dont les côtés relatifs aux variations des 
quantités R,p, g, sont dR, Rdp, Rdgq sin p; puisqu'on suppose 
Ja densité = 1, on pourra faire dM = R’dRdpdq sin p. Donc, Fat- 
traction de la molécule 4M sur le point S sera exprimée par 
dRdpdgq sin p ; et les trois forces qui en résultent, suivant les axes des 
x, des y et desz, seront respectivement dRdpdgq sin p cosp ,.... 
dRdpdq sin° p cos g, dRdpdg sin p Sing; si donc on désigne, comme 
ci-dessus, par À, B, C, les attractions totales parallèlement à ces 


axes, On aura 
À = fffdRdpdg sin p cosp, 
B = /jfdRdpdgq sin°p cos q, 
C = fffdRdpdg sin°p sin q, 
ces intégrales étant étendues à toutes les molécules du corps attirant. 


287. Considérons d’abord la valeur de A : si on effectue l’inté- 
gration par rapport à R, et qu’on appelle R' et R’ les deux valeurs 
de R qui répondent aux deux points de la surface du solide, situés 
sur la droite déterminée par les deux angles p et 4, on aura 


À = ffR — R'idpdg sin p cos p. 


Dans cette formule, R'dpdg sin p cos p représente l'attraction dans 
le sens des x, de la pyramide infiniment aiguë qui a pour longueur 
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R', et pour base, perpendiculaire à R', l'élément R’’dpdq sin p; de 
mème R"dpdg sin p cosp représente l'attraction dans le sens des æ, 
de la pyramide opposée à la précédente. Ces. deux pyramides, ter- 
minées l’une et l’autre à la surface du solide, attirent évidemment 
le point S en sens contraires; ainsi nous avons dû prendre la diffé- 
rence des deux forces qu’elles exercent sur ce Rp 


Maintenant, si dans l'équation de la surface — FLY + EN A 
on substitue pour x, y, z, leurs valeurs en Honchôee de A 4; 
on aura l'équation 

JR + 2R—{—o, 
dans laquelle on a fait, pour abréger, 
d = cos’ PTE sin° p COS* q APE sin? p sin°g, 
ou? . e . . 
e — fcosp+rgsnp cosq + x h sin p sing, 
=a—fp is — 5m, 


Les deux valeurs de R que donne cette équation ont été désignées 
par R’ et —R"; on aura donc 


— € 2 + À 
+ Les Ses Qu a D 


1 e HW/(e + 2) 
Rue ee 2). 


d’où résulte R'—R"—— =. Substituant cette valeur ‘dans l’expres- 


sion de À, et faisant Fe du signe dont toute MA DES On est 
affectée , on aura 


A = f [7 dpdg sin p cos p; 


intégrale “il doit être prise LÉDEE p=0 jusqu'a p—7, et depuis 
4 —0 jusqu’ a JT —=T. 


288. Substiluant d’abord la valeur de €, On aura 


Are in p cos" p 2@ A PR EAP 
oæ°h dpdgq sin° p cos p sin g. 


or, 
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or, j'observe que lorsque p devient 7 —p, d' reste le même, mais 
qu'alors sin p cos p change de signe. Donc, puisque les intégrales 
doivent être prises depuis p—0 jusqu'à p—7, les deux dernières 
parlies de la valeur de A se réduisent à zéro, et on a simplement 


= of. ES SE sinp us 
cos p+= — sin° p cos° q + N sin? p sin? q 


Par des considérations semblables, on trouverait que les valeurs 
des forces B et C s'expriment ainsi : 


RESESE PR Se 
Ç2 œ? Lu 


cos? p +- = sin? p COos° q Ne - sin° psin° q 


GS le un MD paint : 


Cos P+s sin? p COS” q HE — _ sin? p sin? q 


289. Maintenant, sans effectuer les deux ou re rapport 
à petàg, on voit qu’en faisant A—2fX, la quantité X ne dépendra 


a” «” . SPA, 
que des rapports +, Ze Donc le point S sera attiré également dans 


le sens des x, par tous les ellipsoïdes semblables et situés sembla- 
blement, qui enveloppent le point S. Il en sera de même de l’at- 
traction dans le sens des y et de l'attraction dans le sens des z; d’où 
il suit que tous ces ellipsoides exerceront la même attraction abso- 
lue sur le point S situé dans leur intérieur. 

Ce résultat ne peut avoir lieu, à moins que la couche solide com- 
prise entre deux quelconques des ellipsoïdes qui environnent le 
point S , n’exerce aucune attraction sur ce point. Et c'est ce qu'on 
démontre aisément par une construction fondec sur les proprictés 
des surfaces du second ordre, 


200. La valeur A=2fX, où X ne dépend que des deux quan- 


2 2 
tilés 5,7, prouve encore que tous les points situés dans un même 
; 
plan perpendiculaire à l'axe des æ, sont également attirés par l'el- 
lipsoide dans le sens de cet axe, et qu’en général l'attraction pa- 
rallèle à un axe, pour un point quelconque, est proportionnelle à 
la coordonnée de ce point parallèle au même axe, 
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Soient donc À,, B,, C, les attractions exercées par l’ellipsoïide M 
sur les points situés aux extrémités des demi-axes «, 6, >; les at- 
tractions exercées dans le sens des mêmes axes sur le pointS, 


auront pour valeurs - 


N'YA 


A=TA, B—$B, C—° 0. 


Toutes ces propriétés ont été démontrées, il y a long-temps, par 
Maclaurin; mais on voit qu’ellesse déduisent très-simplement de nos 
formules, avant même d’avoir effectué les intégrations. 
201. Revenons à l'expression de A trouvée dans l’art, 288, et 
proposons-nous d'abord d'intégrer la différentielle 
dq 


2 «” = 2 do a 1N2 À 
cos p HE sin p cos De mr p sin° q 


depuis 9==0 jusqu'à g—7. On sait que dans ces limites on a la 


dq 7 dupe M © 
formule /——"}—— —-—; ainsi nous aurons, pour l'inté- 
m* cos®q + n°sin° q mn 


grale dont il s'agit, 


F 


ID iitM A LUI SPET ENT NE 2 2 
V/(cos” p +- = sin”p}). ÿ/(cos’p + asin p) 


et la valeur de À deviendra 
dpsin p cos’p 


Ai 2f7 NT PS NT ND NET 
V/(cos*p + = sin*p) . ÿ/(cos’p + pr sin°p) 


Cette dernière intégrale doit étre prise depuis p=—=0 jusqu'a p—+, 
ce qui revient à Ja prendre depuis p— 0 jusqu'a p—2#, et à dou- 
bler le résultat. Soit donc cosp=—x, et on aura 


x°dx 
Arf] pre-sves ess 
nouvelle intégrale qui doit ètre prise depuis x —o jusqu'à x = 1. 
Si dans cette expression on introduit la masse M de l’ellipsoïde à la 
place de son volume 57267, on aura 
Fa 3Mf -'adx 
œ J V(C+HE— Rx). VC HY —e.x) 
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Il est clair qu’on déduira de cette expression les valeurs des forces 
B et C par une simple permutation de lettres; on aura aiusi 


Dis fe, 


ve? y —e x°) v/(6: + a — 6° x?) 


“Sa ef xd (M) 
VHS 2) VO HET) 
J'observerai cependant que si on eût calculé directement les va- 
leurs de B et C par les formules de l’art. 288 , en intégrant d'abord 
par rapport à g, on aurait trouvé ces valeurs sous la forme suivante: 


3Me ( Z — fre He —«.x°) 

7 P— 6?) V/C@° HE &,x 

3Mh dry/(a 46 y .æ°) 
dd 

Ta ) VC + — 7, x°) 
mais d’ailleurs il est féile de s'assurer que ces diverses formules, 
où les intégrales doivent toujours être prises depuis x—0o jusqu’à 
x—1, s'accordent parfaitement entr’elles. 


292. Le problème étant ainsi réduit aux quadratures, on achèvera 
la solution dans les différens cas par les méthodes d’approximation 
connues. 

Si l’ellipsoïde est peu différent d’uue sphère, ensorte que les quan. 
ütés °— 6°,a— 7? soient très -petites par rapport à &°, on fera 
PE Ç2 Œ? —— Ve 


Y 
= ——— = y, et on aura 
122 Li pe 2 


5 3Mf x°dx 
La À Eee ER 


expression qu’il est facile de développer en suite convergente. 
Pour celà, soit 


Gi—pur) (a —yx) 14 P'x ni Nr RAT UE 


on aura 
3M 
A— PL favdx (s + P'a + Plat etc.) 
Effectuant M entre les limiles Lt, VIe 


ent 2P'HSP'+ SP etc.) 
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Quant aux valeurs des coefliciens P', P”, etc., elles sont : 


=; (4 +), 
AE 
(Les DES (we +) 2e Wu), 
pr MS 138 = by (UE) + +. Eu, 
elc. 


La loi de ces expressions est facile à saisir; eton voit que si y et 
» sont, comme on le suppose, des quantités tres-pelites , la suite 
qui donne la valeur de A sera très-convergente. Des suites sem- 
blables exprimeront les attractions B et C dans le sens des deux 
autres axes. 


203. Si l’on ne veut pas avoir recours aux séries, ou si les excen- 
tricités des sections principales de l’ellipsoide sont trop grandes pour 
que les séries soient convergentes , alors il conviendra d'exprimer 


les attractions À, B, C, au moyen des fonctions elliptiques. 

Pour cet effet, il faut établir un ordre de grandeur entre les demi- 
axes &, 6, y. Supposons que cet ordre est &, 6, y, ensorte qu’on 
aita<6et6<7y;soit en conséquence 6°— am" et} —4 =", 
on aura d'abord 

ur a dx 
É VC +me).V+re) 


: € m1? > 
Soitx="tlang® et c'—1—;:7, On aura la transformée 


5Mf dptang’g 


1 V'(i — c’sin’@) ? 


A=— 


intégrale qui devra être prise depuis ® — 0 jusqu’à la valeur de ç 
It . It œ 
our laquelle on a tang® —-, sin@—-, cos®—*,. 
À j snNLES AE $ Co ? Y 
De même, puisquon a 


BE 5 Mg x°dx 
TT 6 J VC —- max). VIS + (uw —m)x]|? 
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6 sing 
nV/(1 —csin*e) 

Bref — Te si; 
(1 — c°sin°@)* 
intégrale qui doit toujours être prise entre les mêmes limites. 
Enfin, si dans la formule 


si l’on fait x — 


, on aura la transformée 


: sin 
on fait x — I, on aura 


3M}A d@ sin°@ 
C= ee EE 
4 


(1 — c° sing) ? 


intégrale qui doit encore être prise entre les mêmes limites que les 
précédentes. 


294. De là on voit que si on fait A y/(1 —csin*®), et qu’on 
prenne les trois intégrales suivantes, depuis 9 — 0 jusqu’à une 


valeur de p< +7, telle que tang CESR sin ® — ce cos P=°, 
d@ tango d@ sin°@ d@ sin°o 
LE NPEEE, Ye, 2=f AU 
les trois forces A, B, GC seront ainsi exprimées : 


AT x, = TV; C = 


ce 


Les intégrales X, Y, Z se rapportent Late aux fonc- 
tions elliptiques, et d’après les formules données art 138, I p., on 
trouve 


Ne 


Y=-—[E(c, p)—" RTL F(c, ?)) 
>?) —Ec, e)]; 


formules où il faudra substituer la valeur de @ pour laquelle on a 


LE 


. LA 2 
sin ® = CHR RA—= 
g y? ? y? 7 
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Nous avons donné des méthodes pour évaluer, avec toute la pré- 


cision nécessaire, les fonctions E et F, quels que soient le mo- 
dule c et l'amplitude @ ; ainsi nous n'avons rien à ajouter sur la 
détermination absolue des quantités A, B, C. 


205. Mais comme les deux fonctions E et F suflisent pour ex- 
primer les trois quantités X, Y, Z , on voit qu'il est possible d’éli- 
miner ces deux transcendantes, et qu'on obtiendra par ce moyen 
une équation algébrique entre X, Y , 2; cette équation est 
| sin o'UiRI TT 
A cos ? «Sy 


XHYEHZ — 


On a douc aussi entre les forces A,B, C, cette équation algébrique 


A B C 8M 
PRE TN OD  OU 


équation qui ne paraît pas avoir été remarquée jusqu’à présent, et 
qui doit être regardée comme un théorème nouveau. 

Au surplus, ce théorème se déduirait immédiatement des expres- 
sions en doubles intégrales de l’art. 288 , lesquelles donnent 


A B C ; , 
F + : + + = 2/fjdpdq sin p = 27 fdp sin p = AT: 
Ou peut encore déduire des formules de l’art. 294 cette équation 


MX LCYHNLZ= RE (c,?), 
d’où résulte 


Au = Dés GS AN 
A AP MOUSE en 205 AND 


équation digne de remarque , parce que la fonction F est la plus 
simple des PARA Le elliptiques. 


206. Les formules de l'attraction se simplifient beaucoup lors- 
que l'ellipsoïde a deux axes égaux, ou lorsqu'il devient un solide 
de révolution, ce qui offre deux cas à distinguer. 

Premier cas. S'il s’agit du sphéroïde aplati, on aura 6 — >, 


m—n—4y/(6*—«),c—o, A—:1, et les formules de l’art, 294 
deviendront 
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X — fd? tang°® — tango — 9, 
Y = 2 — fdg sing —+1(p — sing cos®); 


donc en faisant ® —8@, 8 étant le plus petit arc qui satisfait à l'équa- 


1 
tion tang0 — - ;> On aura 


A TN (tang O — 0), 
B — NE (O— sin8 cosÛ), 
(= NE (4 — sin cosb). 


‘Dans ce cas on peut, sans rien diminuer de la généralité de la so- 
Jution, faire À— 0, et par conséquent C—0o, car on peut prendre 
pour plan des x et y le méridien qui passe par le point attiré. 

Second cas. S'il s’agit du sphéroïde allonge, on aura É— a, c=—1, 
A=cos®, ce qui donne 


} do sin° d sin° 
X=Y=/TTe, Ze fe: 
cos cos @ 
effectuant les Re tione depuis ® — 0 jusqu'a ® — 0, et supposant 


toujours tang 0 — == -, on aura 
3 M sin à 1 +sin6 
PLEIN 
an° cos’ D cost 
B mines sind gi) 
on? \ cos’0 D cos 8 2 


C= [og (HE — is 6] 


Substituant les valeurs connues de sin 0 et cos 8, et supposant 2 == 
ou B— 0, ce qui ne diminue en rien la généralité de la solution, on 


aura 


NE MAR EU NT ‘ 
on? 2 o æ 2 


3MÀ / y+n n 
C=-> (log œ 7), 


formules où l’on a n = (3° — «*). 
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Solution du cas où le point attiré est situé hors de l’ellipsoide. 


297. Lorsque le point attiré S est situé hors de l’ellipsoïde, ses 
trois coordonnées f, £g, h, prises dans le sens des demi-axes «, 6, 
y, doivent satisfaire à la condition 


ji +Èt+E rt 


Cela posé, il faut d'abord, suivant la théorie précédente, déterminer 
la quantité £ d’après l'équation 
1% 2 
—— + EE + ——— =: 
PE FR RTE DE SP EEE EP 
Connaissant la valeur réelle et positive de £ , on aura les demi- 
axes &/, 6’, y, du second ellipsoïide M' par les équations 


aimait, 16=6ihé, =y+E; © 
et l’ellipsoide M passera par le point donné S. On déterminera en- 


suite, sur la surface de l’ellipsoïde donné M, un point S' corres- 
pondant au point S, de sorte que ses coordonnées soient 


! æ ! 6 h! 4 
Ce MER NES L —"# h, 
Par este 4 


Soient maintenant A’, B', C’ les trois forces, paralleles aux demi- 
axes «/, 6', y, qui résultent de l'attraction de l’ellipsoide M' sur le 
point intérieur S’. Ces forces étant trouvées par les formules du 
premier cas, on en déduira les forces À , B, C, qu'exerce l’eHipsoïde 
M sur le point extérieur $S , lesquelles seront ainsi exprimées : 
cy 


r 
(2 ce 
c'y “y CA 


Or, on a par les formules du n° 267, 


; — M 3M'f” x?dx 
: ere VLe +? —a")x )? 
B' 3e fe x‘dx 
en TN ALES murs 652 Dx?]. LS: + (72 —6)x"]? 


él der lente dx 
VU + Ca De +75)? 
donc 
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. EUR M’ «Cy 
donc en faisant les substitutions , et observant qu'on a = = “7, 
d M ey 
C—u—6—u, y — x —) — 4, on trouve pour les forces 
cherchées A, B, C, ces expressions 


3M dx 
DE CAL VLe® + C°— à) 2°]. VC + (7° — a) 2°] ? 


PE de x?dx 
FI VI + GC — 8) VIE + (7 — mr PS 1 
GS sé x°?dx 


VHC —-Y)2] V0 + Ex)? 
dans HART les intégrales doivent toujours être prises depuis 
U— NUS AT SE 
Ces intégrales pourront être réduites en séries, comme dans 
l’art. 292, et les séries seront d'autant plus convergentés, que les 


quantités æ', 6”, y’, qui dépendent de la RStRnEE du point attiré, 
seront plus RES 


208. Les mêmes intégrales peuvent aussi être exprimées en fonc- 
tions elliptiques : pour cela, on supposera, comme ci-dessus, & < 6 
et6 7, ce qui donnera les æ'<6'et 6" <7y; puis fai- 


m°? 
sant de même 6°—œ@—m°, y*—@—n, 1— — —c, et déter- 
Le) 


: TE $ E y RTE ; n 
minant l’aniplitude @ à sa dernière limite par les valeurs tango = -, 


Fr - 
œ 


: n , ; 
sinp—.;, COSp—;7, On aura d’abord 


4 AL — see 


ni 2 


3Mg Mh.., 
1 RARE 4 G= 7, 
ensuite 


: 1 

X7 = Fe [A tang © — E(c, ®)], 

Pad c? sin @ cos @ LH 
Y = Le [EC P) — LS | F0: F(c,9), 
1 = 
id — = (Fc, ) — E(c,®)]. 
299. Il est très-remarquable que les forces A, B, C sont exprimées 

absolument de la même manière en fonctions elliptiques, soit que 


le point attiré S soitsitué au dedans de l'ellipsoïde, ou qu'il soit situé 
au dehors. La seule différence des résultats est dans la valeur de 9, 


67 


: ë 
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qui mesure l'amplitude des fonctions elliptiques ; lorsque le point S 


est situé au dedans de l’ellipsoïde ou sur sa surface, on a tango — = : 


. s » u » 
lorsqu'il est situé au dehors, onatang®=—, a! étant une quan- 
tité qu'on peut déduire immédiatement de l'équation 
RONA RIT ce “he LS OR 
«© 2 + m° + n° 
Le second cas, considéré analytiquement, est même plus simple 
que le premier, parce que la valeur de @ est plus petite, et qu’ainst 
les approximations sont plus faciles à obtenir. On a d’ailleurs, comme 
dans l’art. 295, les deux équations 


— I. 


AR AD GR dre Me y. 
Ft ee 
Aœ'? BE C7? 3M 
sil g Ç CAEN ÉKE2 QAR 


Enfin on doit observer que les quantités X”, Y’,2, par lesquelles s’ex- 
priment les forces A, B, GC, ne dépendent que He deux seules don- 
nées cet®, landis que la question offre en général six élémens, savoir : 
les demi-axes de lellipsoïde &, 6, y, et les coordonnées f, £, h du 
point atliré; on pourrait donc déduire de là un grand nombre de 
théorèmes au moyen desquels l'attraction d’un ellipsoïide donné ser- 
virail à déterminer celle d’une infinité d’autres ellipsoïdes; nouve:la 
preuve de l'avantage que présentent toujours les fonctions elliptiques 
dans leurs applications, en exprimant les résultats sous la forme 1 
plus simple dont ils sont suscepübles. , 

300. a formules générales se simplifient, lorsque l'ellipsoide 
devient un solide de révolution, ce qui offre deux cas à distinguer. 

Premier cas. Si le sphéroïde est applati, on aura 6—y, C°—4—1m", 
n=m, c=—=0; et comme on peut prendre pour plan des x et y 
celui qui passe par le point $, on aura L— 0, de sorte que l’équa- 
tion qui détermine «' sera 


L 
1 + Fe 1 
d’où l’on tire 


deg) VIP HE Re) + fn) 
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# 


91 
Cela posé, ayant déterminé l'arc 8 par la valeur tang0= ©, les 


deux forces À et B auxquelles se réduit l'attraction du sphéroïde sur 
le point $, seront ainsi exprimées : 
3M 
Ta je 
IT 
5Mp ‘ 
B — — (8—sin8 cos). 

Second cas. Si le sphéroïde est allongé, on aura 6—a, m—o, 
V— a —17, c—1; et comme on peut prendre pour plan des x 
et 3 celui qui passe par le point attiré S, on pourra faire g—0, 
de sorte que l’équation qui détermine «’ sera 

12 L + BTE) wrr 


I 
& mi) 
d’où l’on üre 


LP LR — nt) LLC Re = re) 4fins]. 
Cela posé, ayant déterminé 8 par l'équation tang 6 — 7, les deux 


forces, À et C, auxquelles se réduit l'attraction du sphéroïde sur le 
point $S, auront pour valeurs 


an L_cos’ 8 cos à 
à Mh l 
CG GAME [ log (—È je )— sin 6 | 
n° cos 8 
II. Sur La formule de la page 156, première partie. 
Pas P P 


301. Nous avons déjà 


F (opus Su sin 4 e ( + sin AR 


vérifié cette formule dans un cas particu- 
lier : nous allons maintenant examiner si, en la considérant dans 
toute sa généralité, elle offre des réductions nouvelles de la fonc- 


tion Il, ou si elle n’est qu’une conséquence des formules déjà 
établies. 


Mettons, pour plus d’uniformité, m»#,7—20 et r à la place de 
— ml, À, Y, respectivement, et supposons 


= 1 + 20 cos 204 D — (1 + D) (1— sind), 
à Ds = — 1 ++ 0" sin*0, 
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c?r? 
ME — GE co ai ? 
br sin 28 sin cos @ pe 
tang® 7 (1 + bcos 20 — r°sin*p)V/(1— c° sin? @) ? 


l'équation qu'il s’agit de vérifier sera 


SERGE ETS __5bQ +b)(— cosà) GHYr 
T°, c°,g°)— 2 7 1—bcosx 7 eau 7 Gp) Er “2bsinA De 
502. On remarquera d’abord que le paramètre 77 peut se mettre 
24 Mes ‘1 . cos (r—26)—b 
sous la forme m=—=— 1+40*sin°w, en faisant A re ET PTT 
S 6) 
COS nn Cela posé, il faudra réduire la fonction (#2, c, @) 


à une nouvelle fonction IT(#»°, c°, @°), au moyen dés formules de la 
page 119; elles donnent une valeur positive de 7°, savoir : 


uno m (niet) Mao cos"pei(t — bsin°s) 
43fur- QG +b} (im) (i+b}sine ? 
et en faisant »° —col*y, on aura 
cos gy/(1 — b’sin°e) _ c°sin 284/(1 — b°? sin? pe 


coty — (Gi METTE D) singe FE 1—92 sin 29 L bsinté ” 


Soit, pour le module &°, F(8,) — 2F (8), on aura, par les formules 
de la duplication, pag. 25, E° p., 


sin 20y/(1 — b°2 sin? 20) 


tangô, — TT 1—95in20 + b°% sint8 ) 


donc, coty——ctangl,, ou 1=—c°tangytang(r —0,). Cetie équa- 
tion acte à l'équation transcendante 


FO)+F(r—06,) = Fe, 
ou, ce qui revient au même, à l'équation 
F(b,7)+F'b = 2F (b°, 8). 
C’est ainsi que y peut se déduire directement de 8, sans faire 
usage de l'auxiliaire 8,; d’ailleurs y pourra être positif ou négatif 
à volonte. 


On voit déjà, par ce résultat, que la formule, dont il s’agit est 
comprise dans les formules générales de l’art. 115, et qu’ainsi la ré- 
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duction entre les déux fonctions I(x°, c°, @°), II(m, e, ®), donnée 
par l'équation proposée, n’est qu’un corollaire des formules déjà 
connues. Nous allons cependant poursuivre le calcul, pour en tirer 
quelques nouveaux résultats. 


303. On aura d’abord la transformée 


— b?si 
Dm, c,Q)= if = au a HI(R°, c°, @°) — FE F(c,9°) } 


2b°sin°# COS’ pe 


(1— bsin? x) f  de° cos g° 4 
2b?sin?y 1 + m° sin° @° \ 
Substituant cette valeur dans l'équation proposée, exprimant les 
coefficiens en fonctions de 8, puis effaçant les signes ° qui affectent 
m°, c°, b°, @°, on aura cette nouvelle formule : 


___ Gi — b°sinf6) (c? + Bb? costb) 
N(z, c, 9) b= sin°20 (c°sint — cost8) TI(m; €, @) 


+ (2 RE (c, CN VI ENRrAN ee 20—Ÿ), 


b? sin’ 28 b? sin 28 


dans laquelle il faut supposer 


n—=—1+0 sin° 0 "1m COUYy, 
c sin 281/(1 — b?sin° 6) 
c° sint8 — cost8 


b? sin8 cos8 SAVE — D? Par. 


cot y — ; 


csin260singy/(1 — b®sin°80), 


c? sini 0 — cost8 ? 


tang'# — 


” NA : ‘ 1 
on remarquera d’ailleurs que l'arc ® est 17, si tangb De) € 


qu'il croit indéfiniment avec ®, si tangÿ < = nn 


304. Cette équation peut se vérifier assez facilement lorsque 
@—2#7; alors elle devient 
(x — b? sint6) (c? + b? cost 6) 
bisin® 28 (c° sintÿ — cost#) 


cos20+-b’sintÿ i GAL ee LL — b? sin*8) 1 1 
+ Arret The sin° 20 Héra [br sin of Lu Éd 


[' (7, c) =! ['(m, c) 
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Pour avoir la valeur de 2®'—#", il faut observer qu’on a 


csin264/(1—b*sin 6). 


c?sin{ 6 — cost8 2 


cos 04/(1 —b?sin?6) 


csinÛ 


tang ®' — SHOTIAUENE 


L ‘ û LES 2 ç] 2 
or, de la premiere on üre tang 29° — SPC PEN) — pong Ÿr; 
donc, 2®'—"%'—o. 
Maintenant, puisqu'on a ñn——1+b"sin°8, m—cot*y, si l'on 
fait 
K(8)= 17 Æ(F'e—E'c)F(b, 0) — F'eE(8, 0), 
K)= 27 + (EF'c—E'c)F(b,7) — F'eE(, »), 


les formules des art. 96 et 101 donneront 


L ADD LE 
['(u, c) = Ke + pes K(0), 


; RER Ce sin y COS y : 

I'm, c) = sin°yF'e + ES K(>) ; 
substituant ces valeurs et exprimant les coefliciens en fonctions 
de 8, l'équation qu'il s'agit de vérifier se réduira à celle-ci : 

o= MF'e+ SC OfK()— 2K(8)] 

fie b'sin 29 # ? 
dans laquelle on à fait 
(1 — b°sinfé) (c?sinf8 — cosf8) cos? Ô + b’sin8 


M — b’sin*28 (c? + b°cost6) Are b’sin°os : 


cos? (1 — b’sin° #) 


n réduisant, M — — 
Ve: de 2 c? + b’cost8 


. Or, on a par les formules 
connues, 


KG) —2R (0) =— 27 + (F'o—E'c) [F(B, )— 27, 6)] + F'eCaE(, 4) —E(6,1)], 


2F(b,6)—F(b,»»)—=Fb, 
2E(b,9)—E(b, y) —E'b + b?(sin"#sint, — sinysin8, ); 


donc 
K(y)—2K(8) = — 7—(F'oe— E'c) F'b + F'cE'b Æ b’sinl,(sin®8 — sin y) F'e, 
ou simplement 


K(y) — 2K (9) = L'sin8, (sin°0 — siny) F'c. 


1 
è 
k 
à 
1 
: 
1 
| 
à 
| 
| 
| 
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Ainsi tout se réduit à faire voir qu’on a 


CY 
Cv 


A(b,8}sine, 


tee = Vars 
M= 5 — (smy— sin 6), 
et c’est ce qu'on trouve immédiatement par la substitution des va- 


leurs de sin et sin 8, en fonctions de 8. 


50. Il résulte de ces calculs qu’en prenant les modules......, 
c°sin?28 (1—b?sin°6) 

Move cosy les deux fonc- 
tions complètes [l'(7, c), H'(7#, c), ou simplement Il», I'm», auront 


entre elles cette relation 


(1 — b°sinfe) (c? + b’cosfe) D (4 LE cos 9 4 H D F'c. 


b’sin’26(c°sinte — costé) b'sin’28 


n——1—+ 0"sin"0, m— cot"y — 


17 


Si l’on fait disparaître le coeflicient de F'c, le rapport des deux 
fonctions I'2, I'm, sera donné algébriquement, ce-qui est un ré- 
sultat assez remarquable. Alors on a 


cos*é (1 —- sin) 


sin°4 — cos?# 


à CNE FOR. CI Reste = see TE Er 2e den LE 
sin*6 (1 + cos’8) ? 7 sin’ (1 + cos’4) ? 
FEI 9 
Eee + tane?20. 
et ne == 1 + 5 tang 28 
Soit, par exemple, sin‘ = #, on aura = 5, n——;,m—5, 
IH (— \ . 
el es == — 3; c’est-a-dire qu’en faisant «= ?, et prenant les 
intégrales nn P—0 jusquaP—}i7,ona 
in Rede 1 do 
1—25sin°® NO te) TS 1 + 3 sing ‘ ÿ/(1 — c'sin’g) 
dot/(1 — ksin?g) 


$ II. De l'intégrale L' — ; prisé depuis ® = 0 


vGing) 
jusqu'a = TT. 


306. Si l’on demande le temps de l'oscillation d’un pendule dans 
ne demi-ellipse dont le grand axe est vertical, soit ce temps = T, 
la gravité = g, le demi-grand axe de l’ellipse— +, le demi-petit axe 


= ÿ(1—#), on aura 5 Ty2g MES D 7; ainsi le 
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temps dont il s’agit se détermine au moyen de l'intégrale Z", nie 
entre les limites 9 —=0, ®—:7. 


Considérons d’abord l'intégrale indéfinie z=f* QG — Æsin'o) 


VGne)  ? 
si On fait sing — 7°, on aura | 
Z (Poe 2dy (1 — kyf) 
VUE V Va —G +) y + 


Cette intégrale peut se trouver en général par la méthode indiquée 
pag. 197 de la première partie. 
307. Pour cela, soit 1 + £yf—7y°z, on aura 
Vo) A El G +2), 
ÿ NT CET 
14 VA=yV(G+2VP, T= vG+2 2VR)— VC: Rave) 


F'aÿk 
z+oyk vG—9oVk 
1 Vh = VG—-2VP), 5 Re G 7 
1 dz Z 
UE a Rx sun De voi 
LE Re ES 3 ÈS (4) 
FE de 
De là résulte | 
NA RS AN ERAT AS ide HR 2/4 


VE 2 ve-0+01 À Ve+ayD VE G +); 
et pour avoir 2", il faudra intégrer le second membre depuis 
s—1+ 4 jusquà 3— ©. 
Comme les deux parties de la valeur de dZ ne diffèrent que par 
le signe de ÿÆ, il suffira d’en considérer une, savoir : 
EAN RE na due) se der Ai 
TU VG+2Ve VL—-G+RT 


. Soit d'abord 3+2y/&—u, on aura 
ra 


dL! = PR Sfr mo a BE Er) 
VLC VAT VE G = VTT 
8 k ka 
Soit ensuite w — IS, C =, et A y(1—c'sind), 
on 


. ” mb à k 
PS ET PNR TX, CU M 


| 
: 


ab 


her --2 


es. te A tte tie 0 


= 4 sde dei à 


hs fus tale due © 
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on aura 
2 QD di , GHVEVE | 
RE vG+ 2x) RTE VG@+2k) ‘ Acos SON 


L'intégrale est, par les formules du n° 138, I p., 


1—k 


= HR VE VG+ah).[atans + + BF(e, 4) — E(c, #1: 


la 4 pus JET es AMV | 
De même, 4 fait z—2y/ Au", UT où cosd/— PAS 
fie CET, À = ÿ(i—bsim* D, on aura l’autre partie de 


l'intégrale 
1—k 
a PP NO VA. ftangŸ + cF (b, Ÿ) —E(E, Ÿ)]. 
vG Eat)! Ÿ) —Vk.V(2+ 2k)[A'tangŸ’ + c'F (b, 47) —E(, 47)] 
308. Au commencement de l'intégrale, où z—=1+#, on a 
À =0 et d'—0; à la fin où 3—w ; on a d—{iretf/—;7; alors 
les termes Atang L et A'tang | deviennent infinis; mais il est facile 


de prévoir que ces infinis disparaïtront dans la somme Z/ + 7 
qui compose la valeur de 7. 


En effet, laissant A et A’ indéterminés, on a 


A tang À — VE + RE) V(—1—k), 
_ A'tangd/= VE + nd V/(z—1—À). 


Donc, lorsqu'on fait 3 infini, la différence Atang+| DAIEX se 


réduit à 
tn b? Zz—1—kR 
CHE): VE 4 
et devient par conséquent nulle. 
On peut donc négliger les termes Atang4, A'tang’, dans la 


somme Z'+7/,.et cette somme, après avoir fait J=\d'=:i7 


2 
donnera l'intégrale cherchée 


1 


= T5 cb) VE. VC 21) Fe PB Ee + E1). 


Ainsi cette intégrale ne dépend que des fonctions complètes F'e, 
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E'c, et de leurs complémens F'b, E'4. On peut d’ailleurs la réduire 
à cette forme très-simple 


ZL= (142) (cF'e+ 00) + yk.y (24 2%).(E'0 — E'c), 


ou enfin 
; à _ 2cF'e +-2b F'b a(b—c) pr: $ 
Z Leu Gta pos (E'b—E'e). 
$ IV. De l'intégrale L'(a) — f e : DES , prise depuis 


LC = 0 JUSQU LT: 


309. Cette intégrale sera connue pour toute valeur de &, si on 
la connaît pour deux valeurs particulières telles que 4=—1 et 
a="}+1; en effet, on a généralement 


L'(a)= TZ (— 1) + 2 7; (r). 


e . 1—72 
Pour trouver celles-ci, soit d’abord LE on aura la trans- 
formée 
Z(a)=# Rs EN CRIE 30 
CEA E 1 + 24 "vVG—z) fu 
Et comme les limités de z sont les mêmes que celles de x, on 
ourra changer 3 en x, ce qui donnera 
P 8 » q 
1H a+ 0x Hi — x) xf dx k 
L(o)=r [HER EC= IE, re, 
1+2x VG — xt) 


ou 


Da) EL) HZ (1). 
Ces deux valeurs de Z'(æ) étant comparées entr’elles, donnent 


dx 
Var) 


Z'(—3)= 3; 2cF'e, 


en faisant c— sin4 ==. 
Il ne reste plus à trouver que Fri 


1 LE iQ 
Z\ =: HS Vs D 
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310: Pour cela soit 1—xf — , la transformée sera 


1 _+ Pi+z)dz dz ; & =0 
22 QG) f REA RER Lo 
mais dans les limites :—0, 3=w,ona pee re 


ds AE 
Irrees Ho donc 


L'(r) = Z + LcF'e. 


Les valeurs de Z'(— 1) et Z'(1) étant ainsi trouvées, on aura 
l'intégrale cherchée 


Z'(a) = (x a) z 2 cF'e. 


La conséquence la plus simple qui résulte de cette formule est 
celle-ci : 


x°dx EX 


G+a)pa 8) — 


et voici comment on peut la démontrer directement. Soit..... 


dz 
AT mara " 4 ral 404 . 1 es 
1— x —x°z", la transformée sera IE F4? SO UV 


“ , d 
elle deviendra ef ee :, et celle-ci devra être prise entre les li- 


mites 4u—0, u — 
2 FT 
a . nue > OU 
4 
311. On peut obtenir les mêmes résultats en ramenant l'intégrale 
proposée à la forme ordinaire des fonctions elliptiques. Soit, pour 
cet effet, x—cos?, et on aura 


Z(a) fier. ® TAROT | 
1— sin? @ + c*sint® ” va—e sin sing) ? 
intégrale qui devra être prise depuis 9 — 0 jusqu'a P—1i7. 
Or si, dans la formule du n° 46, L° p., on fait æ —c, on aura, 
dans les mêmes limites, 


, Ce qui donnera, par les formules connues, 


= 
3- 


7 1— cine CON EE 


1 
1—sin OL c° sing * Ne 1+ cp ue 


s 
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e È o e us A 
et si, dans celle du n° 51, on fait À——c°, on aura de même 


1 — 9sin?® + c’sinf@ dp 
fee = | —-> =0. 
1— sin c’sint® 1— cp 
D'ailleurs on a évidemment 


1—sin®Hcsinf® dp F'c: 
eos sint® À 


de là on déduit immédiatement 
LE LI 1 
ZL'(a)=(i+a);+:c"e, 
ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 


( V. Éclaircissemens sur un article du Calcul intégral d'Euler. 


312. Dans le tome III du Calcul intégral, pag. 636, Euler a re- 
marqué que l'équation différentielle 


dx Qi + xx) + dy +77) + nydx + nacdy = à 


qui a pour intégrale complète l'équation transcendante 


onxy +xv (+ xx) +log[x+ y Sn G) 
JV G +7) +loglr+ Gi +xr 1] ? 


À étant la constante arbitraire, peut être aussi salisfaite par l’équa- 
üon algébrique 


xx + JY + 22 V (1 + nn) = nn; (2) 
Si cette dernière intégrale était du nombre de celles qu’on 
appelle intégrales particulières, elle devrait se trouver directement 
par les règles propres à ce genre d'intégrales. Mais l'application de 
ces règles, maintenant bien connues, ne donne aucune intégrale de 
cette espèce; il faut par conséquent que l'intégrale (2}, qui satisfait 
à l'équation différentielle proposée, soit contenue comme cas parti- 
culier dans l'intégrale complète donnée par l’équation (1). Mais il 
reste à expliquer comment une courbe algébrique, telle que celle 
qui est représentée par l'équation (2), peut être un cas particulier 
de la courbe transcendante représentée par l’équation (1). C’est sur 
quoi le calcul suivant ne laissera rien à desirer. 
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313. Soit x+y(i1+axx)=p[y(i+yr) —7], p étant une 


nouvelle variable, on aura (1 + xx) — x =; LC +27) +7]; 
ce qui donnera 


2 = PLV G +) 71 SVG +99) +91, 
VG ax) = PC Goo) 9] + 25 CV/G om) + 
Substituant ces valeurs dans l'équation (1), on aura 


7 Ci +ey+aeyVQ + yy)] | 
TIM CEE YI np EE PSP} 7"1 Ts Cy VG + y) +]. 


A=logp+ C1 + 2ÿy —2y QG +] — 


Maintenant j'observe que les termes y* et yy/(1 +7°) disparaitront 
à la fois de cette équation, si l’on fait 


n=}(p—;); (5) 
alors l'équation deviendra 

anis p° ï 

Algp hr (4) 

La valeur de p qui résulte de l'équation (3) est constante ; donc la 
valeur de A , donnée par l'équation (4), sera aussi constante; donc 
en effet l'équation (1), qui en général est transcendante, devient 
algébrique dans le cas où la constante À est telle que nous venons 
de la déterminer, et elle se réduit à l'équation (2). 


$ VI. Démonstration succincte d'une propriete générale de la cycloide. 


314. Soit BMC une courbe quelconque rectangulaire , c’est-à-dire Fig. 34. 
telle que les tangentes aux extrémités B, C soient, l’une parallèle, 
l’autre perpendiculaire à Faxe ACG; supposons qu'on développe 
l’arc BMC en commençant vers C, et que du développement naisse 
la courbe CPD comprise entre les parallèles AC, BD, laquelle 
sera aussi rectangulaire, puisque les tangentes en Cet D seront, 

‘une dirigée suivant l’axe AC , l’autre perpendiculaire à cet axe ; 
supposons ensuite que la courbe DPC soit développée à son tour, 
en commencant vers D, et ainsi à l'infini; ke développe ment de 
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chaque courbe commençant toujours où finit le développement de 
la précédente; je dis que par ces développemens successifs les. 
courbes CD, DE, EF, eic., approcheront de plus en plus de se 
confondre avec une demi-cycloïde dont la base est égale et pa- 
rallèle à AB. 

Soient menées les tangentes successives MP, PN, NQ, QR, etc.; 
elles seront alternativement parallèles et perpendiculaires entr'elles, 
par la nature des développées. 

Soit 8 l’angle que font les tangentes MP, NQ, RS, etc. avec 
l'axe AB, et soit 


l'arc CM =, l'arc entier CMB 


— 4 
2 

l'arc (Paire l'arc enuer CPD = b, 
Pare EN xt, l'arc entier END = à’, 
l'arc, EQ. = 23, l'arc enter EQF = 6", 


et ainsi de suite. 


Cela posé, si l'on mène des tangentes infiniment proches de PM, 


ds = VF de 
NP, QN, etc., il est clair qu'on aura d) — = KQ 
et puisqu'on a, par la nature des PP MP — = ALORS 
PN = arc DP, etc., il en résulte cette suite d'équations : 


Pre dé dx’ dz’ dx" 


Pb he ie da Vol 


515. La première donne 3 — f'xdô, intégrale qui doit s’évanouir 
lorsque Ê— 0, et qui, en faisant 0—1#, donnera la valeur de 4. 
La seconde équation donne dx'=— bdi—zd8 , et on en déduit 
x! = 08 — ff xd , 
intégrale qu'il faut toujours prendre de maniere qu’elle s’évanouisse 
lorsque 8 —0; si l'on fait ensuite 0 — 217, la valeur de x’ devien- 

dra celle de a’. 
Eu continuant ce calcul, nous aurons dz'=—x'dû, et par conséquent 
3! =} D8 — [dl f dB f xd), 
ou, par une notation abrégée, 


a = 108 — fred frds,. 
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11 n’est pas nécessaire d'entrer dans d’autres détails pour voir qu'on 
aura successivement 


eee ed Nu + Sd} fxd) , 


SCENE. se h,== US EE» 
a = EM — RS — b. _ FRS — SdfSfxd1, 
= DT D. RE NCIERE 


elc, 


J'observe maintenant que les intégrales qui restent dans ces for- 
mules diminuent continuellement de valeur, et qu’elles peuvent être 
négligées dans les termes infiniment éloignés. En effet, comme 
l'arc x n’est qu’une partie de l'arc total a, il est clair que les in- 
tégrales /°d0fxd8, a, ['aBfrd8, etc. sont moindres que 
65 67 
Eh — 4.5 79 D T1865 
Mais la plus grande valeur de 8 est 17; donc, à cause du décrois- 
sement très-rapide de la suite précédente, on est en droit de né- 
gliger les termes très-éloignés, et l’on aura avec une exactitude 
. d'autant plus grande , que l'indice » sera plus SE 


les quantites a, etc., respectivement. 


n — n—i 6° næ—2 n—$, 
n = pu—i A2, Ce n—3 d 
a = 671,0 — b RE + à CRE 
Appelant donc & l'arc +7, on aura 
nn }n—i a? n—2 af . Jn— TI TITe td. 
Er = etc. 


316. Il résulte de là que la suite à + L'ÿ + y? + Dy3 b etc., 
se confond, dans les termes très-éloignés, avec la suite récurrente 
qui ÉLOETE du développement d’une fraction dont le numérateur 
est un polynome en y d’un nombre fini de termes, et dont le dé- 
nominateur est 


I æ | dt 2 e a 3 t . 
nv TT 58.4.5169 RE 


O0: En Ré AT sa 
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cette quantité est la même chose que cos(ay/r), et l'on sait que 
cos(æy/y) résulte du produit des facteurs 


(x —7) (à — >) ( — 2) C —2) etc. 


Donc le terme général de la suite dont il s’agit, ou l'expression 


générale de b" sera, en exceptant les premiers termes dépendans 
du numérateur , 


D PHQCM HR (EDS (HN ete. 
Donc, en supposant z fort grand, on aura 2" —P, c’est-à-dire 
b" constant; ainsi on peut faire b = D": — D, etc. 

De là il suit qu’on aura 
6 ge 66 pr n 
GES: 0 74 Eu 2.8.4.5.6 Ho )> 
ou z"—Ë0"(1—cos8). On aura semblablement x"— P" sing; or, 
ces deux équations appartiennent à la cycloïde, dans laquelle + 2” 
est le diamètre du cercle générateur ; donc la cycloïde est le der- 
nier terme des développemens successifs d’une courbe rectangulaire 
quelconque. 

Cette proposition est due à Jean Bernoulli : on la trouve dans le 


tome IV de ses Œuvres, page 98; mais Euler est le premier qui en 
ait donné la démonstration, dans les Vovi Comm. Petrop., tom. X. 


"== b" ( 


FIN DU TOME II. 
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